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С УЧЕТОМ ВНУТРЕННЕЙ ОБРАТНОЙ СВЯЗИ. II

Исследуются динамические свойства реакции одномерной упругой ме-
ханической системы на внешнее механическое воздействие. Вычисляют-
ся передаточные функции каналов от силового воздействия на одной из
границ к перемещению сечений среды и к температуре. Устанавливает-
ся асимптотика поведения передаточной функции по каждому из этих
каналов в окрестности нуля комплексной плоскости. Отдельно рассмат-
ривается случай отсутствия теплообмена системы с внешней средой.
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1. Введение

Термомеханические системы, в которых происходят процессы механиче-
ских колебаний и процессы теплопередачи, широко используются в совре-
менной технике, в связи с чем возникает необходимость математического ис-
следования динамических свойств таких систем и отыскания методов управ-
ления ими.
Литература по изучению явления термоупругости достаточно обширна.

После ранних работ [1–3] по изучению этого явления появилась [4], где иссле-
довалась термоупругость как часть общего явления упругости. В современ-
ной литературе появились работы [5–7], посвященные изучению различных
свойств термоупругих сред. В [8] развита современная теория термомеханики
упругопластического деформирования. В [9] изложена постановка cвязанной
динамической задачи термоупругости в одномерной среде.
В настоящей работе исследуются динамические свойства одномерной рас-

пределенной упругой термомеханической системы. В качестве исходной осно-
вы для составления математической модели процессов в такой системе была
принята классическая работа [4], но в отличие от [10] исследуемая система
считается подверженной не тепловому, а механическому (силовому) воздей-
ствию на одной из границ. Уравнения динамики системы в данной работе
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приняты в виде
⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∂2ϕ

∂t2
= c2

∂2ϕ

∂x2
− β

∂θ

∂x
,

βт
∂2ϕ

∂t∂x
+
∂θ

∂t
= a

∂2θ

∂x2
,

(1.1)

где t ≥ 0, 0 ≤ x ≤ l; a, c, β, βт — положительные константы (см., например,
[4]).
Здесь ϕ(x)(t) — перемещение сечения, находящегося на расстоянии l − x

от места приложения силового воздействия, θ(x)(t) — температура среды в
сечении x.
Принимаются нулевые начальные условия по времени и граничные усло-

вия:
а) на функцию ϕ

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∂ϕ

∂x
(0) = 0,

∂2ϕ

∂t2
(l) = u,

(1.2)

где u — управляющее воздействие, имеющее физический смысл механическо-
го (силового) воздействия на систему,
б) на функцию θ

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

(
−λ∂θ

∂x
+ αθ

)
(0) = 0,

(
λ
∂θ

∂x
+ αθ

)
(l) = 0,

(1.3)

где α, λ — положительные константы.

2. Вычисление векторной передаточной функции u → (ϕ(x), θ(x))

Выполнив преобразование Лапласа уравнений (1.1) и граничных условий
((1.2), (1.3)) по времени, получаем систему обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений относительно пары функций (ϕ(x), θ(x)) — изображения по
Лапласу пары функций (ϕ(x)(t), θ(x)(t)),

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

c2
∂2ϕ

∂x2
(x)(p) − p2ϕ(x)(p)− β

∂θ

∂x
(x)(p) = 0,

a
∂2θ

∂x2
(x)(p)− pθ(x)(p)− βтp

∂ϕ

∂x
(x)(p) = 0,

(2.1)

⎧⎨
⎩

∂ϕ

∂x
(0) = 0,

p2ϕ(l) = u,

(2.2)
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⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∂θ

∂x
(0) = κθ(0),

∂θ

∂x
(l) = −κθ(l),

(2.3)

где κ = ∝
λ .

Исследование краевой задачи (2.1)–(2.3) приводит к следующим выраже-
ниям для передаточных функций по каналам u→ ϕ(x) и u→ θ(x):

Те ор ем а 1. Передаточная функция системы по каналу u→ ϕ(x) имеет
вид

Wu→ϕ(x) =
a22
ΔA

[
ac2D3(x)− b1pD1(x)

]
− β

a21
ΔA

[κaD1(x) + pD0(x)] ,(2.4)

а передаточная функция по каналу u→ θ(x) имеет вид

Wu→θ(x) =
a22
ΔA

βтp
3D0(x) +(2.5)

+
a21
ΔA

[
−ac2D3(x)− κac2D2(x) + b2pD1(x) + κap2D0(x)

]
.

Здесь обозначено: ΔA = a11a22 − a12a21,

a11 = p2
(
ac2D3(l)− b1pD1(l)

)
,

a12 = βp2 (κaD1(l) + pD0(l)) ,

a21 = βтp
3 (D1(l) + κD0(l)) ,

a22 = ac2D4(l) + 2κac2D3(l) +
(
κ2ac2 − b2p

)
D2(l)−

− κp (2ap+ ββт)D1(l)− κ2ap2D0(l),

Dj(x) =
1

R

(
ρ
(j−1)/2
1 sinh (x

√
ρ1)− ρ

(j−1)/2
2 sinh (x

√
ρ2)
)

(j = 0; 2; 4),

Dj(x) =
1

R

(
ρ
(j−1)/2
1 cosh (x

√
ρ1)− ρ

(j−1)/2
2 cosh (x

√
ρ2)
)

(j = 1; 3),

ρ1,2 =
p (ap+ b1)±R

2ac2
, R = ap

√
(p+ μ)2 + y2, μ =

ββт − c2

a
, y = 2

c

a

√
ββт,

b1 = ββт + c2, b2 = ββт + ap.

3. Асимптотика поведения передаточных функций
системы при p → 0

Изучение динамических свойств исследуемой системы начнем с исследо-
вания поведения ее передаточных функций в окрестности нуля комплексной
плоскости C.
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Те ор ем а 2. В окрестности нуля плоскости C передаточная функция
Wu→ϕ(x) может быть представлена в виде

Wu→ϕ(x) =
1

p2
(1 +O (p)) ,(3.1)

а передаточная функция Wu→θ(x) может быть представлена в виде

Wu→θ(x) =
βт

6ac2
p

[
x3 − l2

3 + κl

2 + κl

(
x+

1

κ

)
+O (p)

]
.(3.2)

Здесь под O (p) понимается функция f (p) (p ∈ C), для которой отноше-
ние f(p)

p остается ограниченным при p→ 0.

Таким образом, по каналу u→ ϕ(x) исследуемая система обладает двой-
ным интегрирующим свойством, а по каналу u→ θ(x) — дифференцирую-
щим свойством.

Зам е ч а ни е . Как видно из (3.2), в выражение для асимптотики пере-
даточной функции Wu→θ(x) при p→ 0 входит отношение 1

κ = λ
∝ . Поэтому

случай κ = 0, т.е. случай отсутствия у исследуемой системы теплообмена с
внешней средой, требует отдельного рассмотрения. Оно проводится в следую-
щем разделе.

4. Случай κ = 0

Wu→ϕ(x) =
a22
ΔA

(
ac2D3(x)− b1pD1(x)

)
− β

a21
ΔA

pD0(x),(4.1)

Wu→θ(x) =
a22
ΔA

βтp
3D0(x) +

a21
ΔA

(
−ac2D3(x) + b2pD1(x)

)
.(4.2)

Функции ajk (j, k = 1, 2) в данном случае имеют вид

a11 = p2
(
ac2D3(l)− b1pD1(l)

)
, a12 = βp3D0(l), a21 = βтp

3D1(l),(4.3)

a22 = ac2D4(l)− b2pD2(l).(4.4)

Те ор ем а 3. В случае κ = 0 передаточная функция Wu→ϕ(x) в окрестно-
сти нуля комплексной плоскости C может быть представлена в том же
виде (3.1), что и в общем случае (см. теорему 2); передаточная же функция
Wu→θ(x) в этой окрестности может быть представлена в виде

Wu→θ(x) = −βт
l

2c2
(1 +O (p)) .(4.5)

Таким образом, в случае κ = 0 передаточная функция исследуемой систе-
мы по каналу u→ θ(x) имеет при p→ 0 конечный отличный от нуля предел.
Такое свойство можно назвать статическим.

Доказательства теорем 1–3 см. в Приложениях П.1–П.3.
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5. Заключение

Проведенное в работе исследование динамических свойств термомехани-
ческого объекта управления при механическом (силовом) внешнем воздей-
ствии показывает наличие у объекта свойства двойного интегрирования по
каналу воздействие → перемещение сечений одномерной среды и (но только
при наличии теплообмена с внешней средой) свойства дифференцирования
по каналу воздействие → температура.
Полученные выводы должны учитываться при проектировании системы

управления термомеханическими объектами, для которых приемлемо приня-
тое здесь математическое описание (1.1)–(1.3) их динамических свойств.
Проведенное в [10] и в данной работе исследование показывает, что учет

внутренней обратной связи в объекте — от перемещения сечений к темпе-
ратуре — весьма осложняет задачу описания динамических свойств объекта
по сравнению с исследованным ранее случаем неучета этой обратной связи
(см. [11]).

ПРИЛОЖЕНИЕ 1

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 1.
1. Выполним преобразование Лапласа уравнений (2.1) по пространствен-

ной координате x (см. [12, п. 80, формулы 6 и 7]) с учетом первого из гранич-
ных условий (2.2):

{ (
c2q2 − p2

)
ϕ(q)− βqθ(q) = z1(q),

−βтqpϕ(q) +
(
aq2 − p

)
θ(q) = z2(q),

(П.1.1)

где z1(q) = c2qϕ(0) − βθ(0), z2(q) = aqθ(0) + a ∂θ
∂x(0) − βтpϕ(0).

Решение системы (П.1.1) относительно
(
ϕ(q), θ(q)

)
с учетом выражений

для zi(q) имеет вид

ϕ(q) =
ac2q3ϕ(0) +B1q + βpθ(0)

Δ(q)
,(П.1.2)

θ(q) =
ac2q3θ(0) + ac2q2 ∂θ

∂x(0) +B2p
2 − b2qpθ(0)

Δ(q)
,(П.1.3)

где

Δ(q) = ac2
(
q2 − ρ1

) (
q2 − ρ2

)
, ρ1,2 =

p (ap+ b1)±R

2ac2
,

R = ap

√
(p+ μ)2 + y2, μ =

ββт − c2

a
, y = 2

c

a

√
ββт,

b1 = ββт + c2, b2 = ββт + ap,

B1 = βa
∂θ

∂x
(0)− b1pϕ(0), B2 = βтpϕ(0) − a

∂θ

∂x
(0).
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Опираясь на соотношение

1

Δ(q)
=

1

R

(
1

q2 − ρ1
− 1

q2 − ρ2

)
,(П.1.4)

от (П.1.2) и (П.1.3) переходим к оригиналам по координате x (см. [12, п. 80,
формула 4]):

ϕ(x) = ac2D3(x)ϕ(0) +D1(x)B1 + βpD0(x)θ(0),(П.1.5)

θ(x) = ac2D3(x)θ(0) + ac2D2(x)
∂θ

∂x
(0)− b2pD1(x)θ(0) + p2D0(x)B2,(П.1.6)

где

Dj(x) =
1

R

(
ρ
(j−1)/2
1 sinh (x

√
ρ1)− ρ

(j−1)/2
2 sinh (x

√
ρ2)
)

(j = 0; 2),

Dj(x) =
1

R

(
ρ
(j−1)/2
1 cosh (x

√
ρ1)− ρ

(j−1)/2
2 cosh (x

√
ρ2)
)

(j = 1; 3).

Второе из граничных условий (2.2) согласно (П.1.5) и первому из условий
(2.3) принимает вид

p2
[(
ac2D3(l)− b1pD1(l)

)
ϕ(0) + β (pD0(l) + aκD1(l)) θ(0)

]
= u.(П.1.7)

Второе из условий (2.3) согласно (П.1.6) принимает вид

ac2 (D4(l) + κD3(l)) θ(0) + ac2κ (D3(l) + κD2(l)) θ(0)−(П.1.8)

− b2p (D2(l) + κD1(l)) θ(0) + p2 (D1(l) + κD0(l))
(
βтpϕ(0) − κaθ(0)

)
= 0,

где

D4(l) =
1

R

(
ρ
3/2
1 sinh (x

√
ρ1)− ρ

3/2
2 sinh (x

√
ρ2)
)
.

Условия (П.1.7) и (П.1.8) образуют систему уравнений относительно век-

тора

(
ϕ(0)

θ(0)

)
:

A

(
ϕ(0)

θ(0)

)
=

(
u
0

)
,(П.1.9)

где A = (ajk; j, k = 1, 2), a11 = p2
(
ac2D3(l)− b1pD1(l)

)
;

a12 = βp2 (κaD1(l) + pD0(l)) , a21 = βтp
3 (D1(l) + κD0(l)) ;

a22 = ac2D4(l) + 2κac2D3(l) +
(
κ2ac2 − b2p

)
D2(l)−

− κp (2ap+ ββт)D1(l)− κ2ap2D0(l).
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Решение системы (П.1.9):
(
ϕ(0)

θ(0)

)
=

(
a22
−a21

)
u

ΔA
,(П.1.10)

где ΔA = a11a22 − a12a21.

Подставляя (П.1.10) в (П.1.5) и (П.1.6) с учетом выражений для Bi и пер-
вого из условий (2.3) получаем окончательные выражения для ϕ(x) и θ(x):

ϕ(x) =
{
a22
[
ac2D3(x)− b1pD1(x)

]
− βa21 [κaD1(x) + pD0(x)]

} u

ΔA
;(П.1.11)

θ(x) =
{
a22βтp

3D0(x) +(П.1.12)

+ a21
[
−ac2D3(x)− κac2D2(x) + b2pD1(x) + κap2D0(x)

]} u

ΔA
.

ПРИЛОЖЕНИЕ 2

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 2.
1. Функции R и ρj (j = 1, 2; см. пояснения к (2.4) и (2.5)) в окрестности

нуля плоскости C могут быть представлены в виде

R = b1p (1 +O (p)) ; ρ1 =
b1p

ac2
(1 +O (p)) ; ρ2 = O

(
p2
)
.(П.2.1)

2. Функции Dj(x) (j = 0÷ 4) в окрестности нуля плоскости C могут быть
представлены в виде

D0(x) =
x3

6

ρ1 − ρ2
R

+O
(
p2
)
=

x3

6ac2
+O

(
p2
)
;(П.2.2)

D1(x) =
x2

2

ρ1 − ρ2
R

+O
(
p2
)
=

x2

2ac2
+O

(
p2
)
;(П.2.3)

D2(x) = x
ρ1 − ρ2
R

+O
(
p2
)
=

x

ac2
+O

(
p2
)
;(П.2.4)

D3(x) =
ρ1 − ρ2
R

+O
(
p2
)
=

1

ac2
+O

(
p2
)
;(П.2.5)

D4(x) = x
ρ21 − ρ22
R

+O
(
p2
)
= x

ρ1 + ρ2
ac2

+O
(
p2
)
= x

b1
a2c4

p+O
(
p2
)
.(П.2.6)

3. Функции ajk (j, k = 1, 2; cм. пояснения к (П.1.9)) в окрестности нуля
плоскости C могут быть представлены в виде

a11 = p2
(
1− b1l

2

2ac2
p+O

(
p2
))

= p2 (1 +O (p)) ;(П.2.7)
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a12 = βp2
(

l3

6ac2
p+ κ

l2

2c2
+O

(
p2
))

= βκ
l2

2c2
p2 (1 +O (p)) ;(П.2.8)

a21 = βтp
3

(
l2

2ac2
+ κ

l3

6ac2
+O

(
p2
))

=(П.2.9)

= βтp
3 l2

2ac2

(
1 + κ

l

3

)(
1 +O

(
p2
))

;

a22 =
b1l

ac2
p+ 2κ+ l

(
κ2 − b2

ac2
p

)
− κp

l2

c2

(
p+

ββт
2a

)
−(П.2.10)

− κ2p2
l3

6c2
+O

(
p2
)
= κ (2 + κl) (1 +O (p)) .

4. Функция ΔA (cм. пояснения к (П.1.10)) и отношения
a2j
ΔA

(j = 1, 2; см.
(2.4) и (2.5)) в окрестности нуля плоскости C могут быть представлены в
виде

ΔA = p2κ (2 + κl) (1 +O (p))− p5κ
ββтl

4

4ac4

(
1 + κ

l

3

)
(1 +O (p)) =(П.2.11)

= p2κ (2 + κl) (1 +O (p)) ;

a21
ΔA

= p
βтl

2 (1 + κl/3)

2κac2 (2 + κl)
(1 +O (p)) = p

βтl
2 (3 + κl)

6κac2 (2 + κl)
(1 +O (p)) ,(П.2.12)

a22
ΔA

=
1

p2
(1 +O (p)) .(П.2.13)

5. Передаточные функции Wu→ϕ(x) и Wu→θ(x) в окрестности нуля плоско-
сти C могут быть представлены в виде

Wu→ϕ(x) =
1

p2

(
1− p

b1
2ac2

x2
)(

1 +O
(
p2
))

−(П.2.14)

− p
ββтl

2 (1 + κl/3)

2ac2κ (2 + κl)

(
κ
x2

2c2
+ p

x3

6ac2
+O

(
p2
))

=
1

p2
(1 +O (p)) ,

Wu→θ(x) = pβт

[
x3

6ac2
−(П.2.15)

− l2 (3 + κl)

6ac2κ (2 + κl)

(
1 + κx− px2

b2
2ac2

− p2x3
κ

6c2

)]
(1 +O (p)) =

= p
βт

6ac2

[
x3 − l2

3 + κl

2 + κl

(
x+

1

κ

)]
(1 +O (p)) .
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ПРИЛОЖЕНИЕ 3

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 3.
1. Как следует из (3.5) и (3.6), при κ = 0 функции ajk (j, k = 1, 2) в окрест-

ности нуля плоскости C могут быть представлены в виде

a11 = p2 (1 +O (p)) (совпадает с (П.2.7)),(П.3.1)

a12 = βp3
(

l3

6ac2
+O

(
p2
))

= βp3
l3

6ac2
(
1 +O

(
p2
))
,(П.3.2)

a21 = βтp
3

(
l2

2ac2
+O

(
p2
))

= βтp
3 l2

2ac2
(
1 +O

(
p2
))
,(П.3.3)

a22 = p
l

ac2
(b1 − b2) +O

(
p2
)
=(П.3.4)

= p
l

ac2
(
c2 − ap

)
+O

(
p2
)
= p

l

a
(1 +O (p)) .

2. Отсюда вытекает:

ΔA = p3
l

a
(1 +O (p))− ββтp

6 l5

12a2c4
(
1 +O

(
p2
))

= p3
l

a
(1 +O (p)) ,(П.3.5)

a21
ΔA

= βт
l

2c2
(1 +O (p)) ,

a22
ΔA

=
1

p2
(1 +O (p)) .(П.3.6)

3. Отсюда получаем:

Wu→ϕ(x) =
1 +O (p)

p2

[
1 +O

(
p2
)
− b1p

(
x2

2ac2
+O

(
p2
))]

−(П.3.7)

− pββт

(
lx3

12ac4
+O

(
p2
))

=
1

p2
(1 +O (p)) ,

Wu→θ(x) = pβт
x3

6ac2
(1 +O (p))+(П.3.8)

+ βт
l

2c2
(1 +O (p))

[
pb2

x2

2ac2
− 1 +O

(
p2
)]

= −βт
l

2c2
(1 +O (p)) .

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Коваленко А.Д. Введение в термоупругость. Киев: Наукова думка, 1964.
2. Lord H., Shulman Y. Ageneralized dynamical theory of thermoelasticity // J . Mech.
Phys. Solids. 1967. V. 15. P. 299–309.

3. Nayfeh A.H., Nemat-Nasser S. Thermoelastic waves in solids with thermal
relaxation // ActaMechanica. 1971. V. 12. P. 53–69.

4. Новацкий В. Теория упругости. Перевод с польского. М.: Мир, 1975.
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