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КАПИТАЛА ИНВЕСТОРА НИЖЕ УСТАНОВЛЕННОГО
УРОВНЯ В КАЧЕСТВЕ МЕРЫ РИСКА1

Найдено конструктивное описание набора всех эффективных инвести-
ционных портфелей в задаче, где мера риска (shortfall probability (Sp)),
введенная в работе для анализа задач портфельной теории, понимается
как вероятность падения капитала инвестора ниже установленного уров-
ня. В рамках предположения о нормальности суммарной доходности по-
казано: набор всех эффективных портфелей для задачи с критериями
«среднее значение-Sp» есть подмножество множества эффективных порт-
фелей в задаче «среднее значение-дисперсия»; соотношение с эффектив-
ным множеством в задаче «среднее значение-Value-at-Risk (VaR)» имеет
более сложный характер, зависящий от исходных параметров модели. Тем
не менее доказано, что эффективное множество для задачи с критериями
«среднее значение-Sp» есть подмножество эффективного множества в за-
даче «среднее значение-VaR» для достаточно высоких значений уровня
доверия. Помимо нормального распределения, рассмотрены эллиптиче-
ские распределения.
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1. Введение

После новаторской работы Markowitz [1], где дисперсия рассматривалась
как мера риска инвестиций, еще одна мера риска, Value at Risk (VaR), стала
популярным развитием этого подхода. VaR определяет максимальную сумму,

1 Работа выполнена в рамках Госзадания FFSM-2019-0001.
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которую стоимость портфеля может потерять в течение определенного перио-
да времени с данной вероятностью в результате изменения рыночных цен или
ставок доходности. Концепция VaR привлекательна, поскольку она согласу-
ется с парадигмой средних отклонений и дисперсий (см., например, [2, 3]),
и, с другой стороны, регулирующие органы, такие как Комиссия по ценным
бумагам и биржам, требуют, чтобы регистраторы предоставили количествен-
ную информацию о рыночном риске, а VaR является одной из альтернатив
раскрытия информации. Тем не менее VaR по-прежнему критикуют (см., на-
пример, [4, 5]) в отношении неспособности различать «большие» и «низкие»
потери, лежащие за данным порогом. В [6] для преодоления этого недостат-
ка предлагается класс «deviation» мер риска и устанавливается взаимосвязь
между ним и согласованными (coherent) мерами риска [7]. В частности, до-
казано, что эти классы мер не совпадают, хотя существует пересечение. В [8]
предлагается рассмотреть вместо мер риска VaR и Expectation of Shortfall
(ES) — ожидаемый дефицит капитала — их степень, что, по мнению авто-
ра, позволит лучше изучить влияние введенных мер риска на рациональное
поведение инвесторов.
Вероятность падения капитала ниже установленного уровня (Sp), или в

других терминах failure probability, используется в инженерных приложени-
ях в качестве меры риска, см., например, [9, 10]. В [11] отмечается, что failure
probability имеет недостатки: отсутствие выпуклости и дифференцируемости
в качестве функции параметров проектирования при решении задач инже-
нерной оптимизации. Тем не менее будет показано, что в рамках проблемы
определения эффективных портфелей на рассматриваемом рынке активов
Sp имеет обобщенное свойство выпуклости и гладкую зависимость от весов в
портфеле инвестиций.
Большинство подходов к расчету VaR предполагают совместное нормаль-

ное/лог-нормальное распределение базовых рыночных параметров ([12, 13]).
На этой основе в [14] была исследована динамическая задача оптимизации
портфелей при пошаговых VaR ограничениях. Квантильные ограничения бы-
ли использованы для анализа стохастических моделей в книге [15]. В данной
работе используется нормальная модель для распределения доходности и,
кроме того, эллиптические распределения для моделирования распределения
доходности с «тяжелым хвостом».
Представленная работа отличается от предыдущих результатов в несколь-

ких отношениях. Во-первых, указываются некоторые интересные (по мнению
авторов) свойства меры риска Sp, такие как обобщенное свойство выпукло-
сти, инвариантность по масштабу, и исследуется, как эти свойства связаны с
известными мерами риска: дисперсией доходности и VaR. Во-вторых, авторы
аналитически характеризуют множество эффективных портфелей в задаче
«среднее значение-Sp» (mean-Sp), используя параметризацию по среднему
значению доходности, и сравнивают его с множествами эффективных порт-
фелей в задачах с критериями: mean-variance и mean-VaR.
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Остальная часть статьи организована следующим образом. В разделе 2
анализируется проблема нахождения всех эффективных портфелей в задаче
mean-Sp на рынке при отсутствии безрискового актива, и сравнивается этот
результат с множествами эффективных портфелей для задач mean-variance и
mean-VaR. В разделе 3 изучается случай эллиптических распределений вме-
сто многомерного нормального распределения доходностей рисковых акти-
вов. В разделе 4 дано заключение.

2. Эффективные инвестиционные портфели
на рынке с рисковыми активами

Рассмотрим рынок, где отсутствует безрисковый актив (см., например,
[12, 16]). Стохастический вектор доходностей на одном этапе инвестиций обо-
значим как R = (R1, . . . , Rn), а через a ∈ Rn обозначим инвестиционный порт-
фель. Типичным бюджетным ограничением является

∑n
i=1 ai = 1. В данных

условиях это означает самофинансирование инвестора и его/ее возможность
«коротких продаж», т.е. заимствование одних активов по текущим ценам с
целью вложить деньги в другие. Предположим, что доходности имеют нор-
мальное распределение с вектором средних значений m = (m1, . . . ,mn) и мат-
рицей ковариации C.
Далее используем следующие естественные предположения:
— векторы m и 1 = (1, . . . , 1) ∈ Rn являются линейно независимыми, т.е.

средние доходности не равны одному и тому же значению,
— матрица ковариации C является положительно определенной.
В конце этапа инвестиций общая доходность портфеля является случайной

переменной

Xa =

n∑
i=1

aiRi.

Целевая функция, которую инвестор желает максимизировать, — это средняя
общая доходность

μ(a)
def
= EXa =

n∑
i=1

aimi,

где mi = ERi. Другая целевая функция, которая должна быть им миними-
зирована, — это вероятность Sp:

Sp [α,Xa]
def
= P {Xa ≤ α} ,

где α является установленной инвестором верхней границей для суммарной
(общей) доходности портфеля. Заметим, что естественное предположение в
рассматриваемой модели — это неравенство α < mini=1,...,nmi.
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Введенная мера риска Sp не является когерентной (coherent) мерой рис-
ка в соответствии с [7], так как она не удовлетворяет свойству однород-
ности, Sp[α, ρX] �= ρSp[α,X]. Тем не менее она обладает свойством инва-
риантности относительно денежной единицы, т.е. если капитал X конвер-
тируется в другую валюту γX с коэффициентом γ > 0, то вероятность
Sp[γα, γX] = P{γX ≤ γα} = Sp[α,X] не меняется.
Теперь определим одну из наиболее часто используемых мер риска в со-

временной портфельной теории (см., например, [15–17]), а затем сравним ее
с мерой риска Sp, определенной выше.

Опр е д е л е н и е 1. Value at Risk (VaR) — это значение доходности v, та-
кое что −v является квантилем функции распределения F (x) = P{X ≤ x}
порядка 1− β с предписанным уровнем доверия β ∈ (0,5, 1). Грубо говоря,
VaR [β,X] является корнем уравнения F (−v) = 1− β.

Зам е ч а ни е 1. Некоторые исследователи [4, 7] указали на недостатки
VaR как меры риска. А именно, VaR не является когерентной мерой риска
(см. определение, например, в [7]), поскольку она не удовлетворяет свойству
субаддитивности, за исключением случая нормального распределения X.
Кроме того, VaR не обеспечивает оценку размера потерь, выходящих за пре-
делы пороговой суммы, указанной в этой мере. Sp противоположна VaR в том
смысле, что мера риска Sp указывает на значение вероятности падения ка-
питала инвестора, но не на размер максимальных потерь при данном уровне
доверия. Это делает Sp альтернативой VaR в решении проблемы поиска эф-
фективных портфелей.
Теперь обратимся к нормальной модели распределения общей доходно-

сти. Как показано, например, в [16], VaR[β,Xa] = xNβ σ(a) − μ(a), где xNβ —
квантиль порядка β стандартного нормального распределения и дисперсия
V arXa = σ2(a) = aCa′, a′ — транспонированный вектор-строка a. В этом
случае мера риска VaR[β,X] является не только когерентной, но и выпук-
лой: VaR[β, ρX1 + (1− ρ)X2] ≤ ρVaR[β,X1] + (1− ρ)VaR[β,X2]. Рассмотрим
Sp меру

Sp [α,Xa] = Φ

(
α− μ (a)

σ (a)

)
,

где Φ (x) является функцией распределения стандартной нормальной вели-
чины. Можно видеть, что аргумент Φ(·) совпадает с точностью до знака с от-
ношением Шарпа (

∑n
1 miai − α)/

√
aCa′, где α играет роль доходности “вир-

туального” безрискового актива. В этой связи покажем (см. предложение 1
ниже), что Sp имеет «обобщенное» свойство выпуклости на определенном
множестве рисков.

Опр е д е л е н и е 2. Функция f(x) на выпуклом множестве D называет-
ся сильно квазивыпуклой [18], если для любых x1, x2 ∈ D таких, что x1 �= x2,
неравенство f(ρx1 + (1− ρ)x2) < max{f(x1), f(x2)} выполняется для любого
ρ ∈ (0, 1).
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Например, функция −φ(x), где φ(x) обозначает плотность стандартного
нормального распределения, сильно квазивыпукла на (−∞,∞), но не явля-
ется выпуклой; функция max{−φ(x),−1/(2

√
π)} не является ни сильно ква-

зивыпуклой, ни выпуклой.
Определим множество нормально распределенных случайных величин

Dα = {X : EX > α}, в котором соотношение X1 �= X2 понимается как
P{X1 �= X2} > 0.

Предл ожени е 1. Sp[α,X] сильно квазивыпукла на Dα.

Дока з а т е л ь с т в о. Пусть риски X1 и X2 принадлежат Dα, X1 �= X2.
Обозначим μρ = ρEX1 + (1− ρ)EX2 и σ2ρ = V ar(ρX1 + (1− ρ)X2). Вычис-
лим производную

d

dρ
Φ((α− μρ)/σρ) =

φ((α− μρ)/σρ)

σ3ρ

[
(EX2 − EX1)σ

2ρ−

− (α− μρ)
(
ρV arX1 − (1− ρ)V arX2 + (1− 2ρ)cov(X1,X2)

]
,

где функция в квадратных скобках является возрастающей, поскольку ее про-
изводная (μρ − α)V ar(X1 −X2) больше нуля. Возможны следующие случаи:
во-первых, Sp[α, ρX1 + (1− ρ)X2] либо уменьшается, либо увеличивается на
всей своей области определения (0, 1). Тогда, очевидно, что определение 2
выполнено для Sp[α,X]. Во-вторых, функция в квадратных скобках изме-
няет знак от минуса к плюсу в некоторой точке ρ0 ∈ (0, 1). В этом случае
Sp[α, ρX1 + (1− ρ)X2] уменьшается на интервале, лежащем слева от ρ0, и
увеличивается на интервале справа от ρ0. По определению 2 Sp[α,X] сильно
квазивыпукла по X.

Зам е ч а ни е 2. Сравним предпочтения инвестора, индуцированные VaR,
Sp и дисперсией портфеля. Так как VaR[β,Xa] = xNβ σ(a)− μ(a), то неравен-
ство VaR(β,Xa1) > VaR(β,Xa2) эквивалентно

xNβ σ
(
a1
)
− μ
(
a1
)
> xNβ σ

(
a2
)
− μ
(
a2
)
.(1)

Для введенной меры риска Sp[α,Xa] = Φ((α− μ(a))/σ(a)) соответствующее
неравенство, Φ((α− μ(a1))/σ(a1)) > Φ((α− μ(a2))/σ(a2)), эквивалентно

(
α− μ

(
a1
))
σ
(
a2
)
>
(
α− μ

(
a2
))
σ
(
a1
)
.(2)

Можно видеть, что соотношение (2) отличается от (1). Это означает, что
предпочтения инвестора в отношении VaR отличаются от предпочтений Sp.
Отметим, что предпочтения инвестора для другой меры риска, дисперсии
портфеля V [Xa] = σ2 (a) (см., например, [17]),

σ2
(
a1
)
> σ2

(
a2
)
,(3)

также отличаются от (2).
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Вернемся к двухкритериальной задаче оптимизации, т.е. максимизации
среднего значения портфеля и минимизации меры риска Sp. В рамках нор-
мальной модели эта задача имеет вид

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

μ(a)≡
n∑

i=1

aimi → max,

Sp[α,Xa]≡ Φ

(
α− μ(a)

σ(a)

)
→ min,

a ∈ A =

{
a ∈ Rn :

n∑
i=1

ai = 1

}
.

(4)

Опр е д е л е н и е 3. Портфель a0 называется эффективным (Парето-оп-
тимальным) портфелем в (4), если не существует портфеля a1 такого,
что μ(a1) ≥ μ(a0), Sp[α,Xa1 ] ≤ Sp[α,Xa0 ] и, по крайней мере, одно неравен-
ство является строгим.

Теперь исследуем проблему нахождения множества ASp всех эффектив-
ных портфелей в (4), т.е. в задаче «среднее-Sp». Следующая теорема содер-
жит описание ASp как семейства портфелей, параметризованного с помо-
щью M — параметра, имеющего смысл фиксированной величины среднего
значения портфеля, M = μ(a). Далее нам понадобятся некоторые обозначе-
ния: 〈x, y〉 =

∑n
i=1 xiyi — скалярное произведение двух векторов-строк x и y,

〈x, y〉C = 〈x, yC−1〉, ||x||2C = 〈x, xC−1〉, и Δ = ||1||2C ||m||2C − 〈1,m〉2C .
Те ор ем а 1. Множество ASp не пусто тогда и только тогда, когда

α <
〈1,m〉C
||1||2C

.(5)

Если (5) выполнено, то

ASp =

{
a(M)=

1

Δ

[
1||m||2C −m〈1,m〉C +M

(
m||1||2C−1〈1,m〉C

)]
C−1

}
,(6)

где M пробегает полубесконечный интервал

M ∈
[
MSp,∞

)
, MSp =

‖m‖2C − α〈1,m〉C
〈1,m〉C − α||1||2C

.(7)

Доказательство теоремы 1 приведено в Приложении.
Ниже будет приведено сравнение этой теоремы с известными описания-

ми множеств AV и AVaR эффективных портфелей соответственно в задачах
с критериями: среднее-дисперсия и среднее-VaR. Следующие два утвержде-
ния являются лишь вариациями результатов в [16, 19], где выражения для
эффективных портфелей параметризованы средним значением M = μ(a).
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Утв е ржд е ни е 3. Множество AV не пусто. Оно определяется форму-
лой (6), где M пробегает полубесконечный интервал

M ∈
[
MV ,∞

)
, где MV =

〈1,m〉C
||1||2C

.(8)

Утв е ржд е ни е 4. Множество AVaR не пусто тогда и только тогда,
когда

β > Φ

(√
D/||1||2C

)
, где D = ||m‖2C ||1||2C − 〈1,m〉2C > 0.(9)

Если (9) выполнено, AVaR определяется (6), с параметром M, пробегаю-
щим полубесконечный интервал

M ∈
[
MVaR,∞

)
,

MVaR =
〈1,m〉C
||1||2C

+

√√√√√√
D

||1||2C

⎛
⎜⎝

(
xNβ

)2

||1||2C
(
xNβ

)2
−D

− 1

||1||2C

⎞
⎟⎠.

(10)

Тот факт, что в задачах с критериями: среднее-Sp, среднее-дисперсия и
среднее-VaR эффективные портфели определяются одной и той же форму-
лой (6), имеет следующее объяснение. Если портфель a∗ эффективен в смыс-
ле любой из трех двухкритериальных задач выше, то a∗ необходимо решает
задачу

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

minσ2(a),

μ(a) =M,

a ∈ A =

{
a ∈ Rn :

n∑
i=1

ai = 1

}
,

(11)

где M = μ(a∗). Необходимость очевидно вытекает из определений

VaR [β,Xa] = xNβ σ(a)− μ(a) и V [Xa] = σ2(a).

В случае же Sp [α,Xa] = Φ
(
α−μ(a)
σ(a)

)
, имеем M = μ (a) ≥MSp > α, поскольку

〈1,m〉C
||1||2C

<
‖m‖2C − α〈1,m〉C
〈1,m〉C − α||1||2C

.(12)

Действительно, знаменатель 〈1,m〉C − α||1||2C > 0 в силу (5). По неравенству
Коши–Буняковского ‖m‖2C ||1||2C − α〈1,m〉C ||1||2C > 〈1,m〉2C − α〈1,m〉C ||1||2C .
Таким образом, эффективный портфель в задаче среднее-Sp должен мини-
мизировать σ(a) при ограничениях μ(a) =M ,

∑n
i=1 ai = 1. Задача (11) была

исследована, например, в [16], и ее решение приведено в (6).
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Предл ожени е 2. Множество ASp эффективных портфелей в зада-
че среднее-Sp является подмножеством эффективных портфелей в задаче
среднее-дисперсия, т.е. ASp ⊂AV .

Дока з а т е л ь с т в о. Сравнивая выражения для левых границ в (7) и (8),
имеем

‖m‖2C − α〈1,m〉C
〈1,m〉C − α||1||2C

>
〈1,m〉C
||1||2C

(см. (12)). Таким образом, MSp > MV и, следовательно, ASp ⊂AV .
Зам е ч а ни е 3.Как известно [16], AVaR ⊂AV . Соотношение между множе-

ствами ASp и AVaR не является столь простым, поскольку выполнение нера-
венства для левых границ в (7) и (10), т.е. MSp > (<)MVaR, зависит от кон-
кретных значений α и β. Тем не менее из [16, стр. 1169] следует, что множество
эффективных портфелей задачи среднее-VaR сходится к эффективному мно-
жеству задачи среднее-дисперсия, когда β → 1− 0, т.е. левая граница MVaR

в (10) сходится к левой границе в (8), MV = 〈1,m〉C/||1||2C . Таким образом,
ASp ⊂AVaR для достаточно большого уровня доверия β < 1. Заметим также,
что

MSp =
‖m‖2C − α〈1,m〉C
〈1,m〉C − α||1||2C

→MV =
〈1,m〉C
||1||2C

при α→ −∞.

Следовательно, в этом предельном случае эффективные множества ASp и AV

совпадают.
Определим эффективную границу в задаче среднее-Sp как множество{

(μ (a) ,Sp [α,Xa]) , a ∈ ASp}⊂R2 на плоскости (μ, Sp). В отличие от приня-
того во многих статьях обозначения [16, 17] здесь μ соответствует оси абсцисс,
а Sp — оси ординат. Причина — более наглядное представление эффективной
границы.

Следующее предложение показывает, что функция Sp(M) = Φ
(

(α−M)
σ(a(M))

)
,

соответствующая эффективной границе в задаче среднее-Sp на интервале (7),
имеет более сложный вид, чем выпуклые функции [16, 17] V (M) = σ2(a(M))
и VaR(M) = xNβ σ(a(M)) −M в задачах соответственно среднее-дисперсия и
среднее-VAR (см. рис. 1–3 ниже).

Предл ожени е 3. Пусть (5) выполнено. Тогда функция Sp(M) сильно
квазивыпукла на (−∞,∞).

Дока з а т е л ь с т в о. Отметим, что

σ2(a(M)) =
M2||1||2C − 2M〈1,m〉C + ‖m‖2C

Δ2
,
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Рис. 1. Эффективная граница для задачи среднее-Sp — сплошная линия.
Функция Sp(M ), заданная на интервале [1,1588; ∞), отражает зависимость
меры риска Sp от среднего значения доходности портфеля M при выборе эф-
фективного портфеля для каждого M .

и вычислим производную

d

dM
Φ((α−M)/σ(a(M))) =

=
φ((α −M)/σ(a(M)))

Δ2σ3(a(M))

[
−Δ2σ2(a(M))− (α−M)

(
M‖1‖2C − 〈1,m〉C

)]
.

Функция в квадратных скобках равная (см. определения a (M) и Δ2 вы-
ше) ψ(M)

def
= M(〈1,m〉C − α||1||2C )− ‖m‖2C + α〈1,m〉C является возрастающей

функцией, так как 〈1,m〉C − α||1||2C > 0 в силу (5). Таким образом, производ-
ная Sp(M) представлена как произведение γ(M)ψ(M) с γ(M) > 0 и возрас-
тающей функцией ψ (M) , которая меняет знак с минуса на плюс в точке
MSp = (||m‖2C − α〈1,m〉C )/(〈1,m〉C − α||1||2C ). Тогда Sp(M) убывает до точки
M =MSp и увеличивается на интервале вправо отMSp. По введенному выше
определению 2 функция Sp(M) сильно квазивыпукла.
Проиллюстрируем предложение 3 на численном примере, который явля-

ется модельным и не претендует на практическую значимость. Пусть коли-
чество активов n = 2, вектором средних доходностей будет m = (1,1; 1,2), и
матрица ковариации доходностей

C =

(
0,4 0,2
0,2 0,5

)
.

Кроме того, пусть уровень доверия β = 0,9 и значение верхней границы для
доходности α = 0,8.
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Рис. 2. Эффективная граница для задачи среднее-дисперсия — сплошная ли-
ния, V (M) задана на интервале [1,14;∞).
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Рис. 3. Эффективная граница для задачи среднее-VaR — сплошная линия,
VaR(M) задана на интервале [1,1489;∞).

Эффективные множества портфелей ASp, AV и AVaR не пусты, посколь-
ку (см. (5), (9)) α = 0,8 < 〈1,m〉C/||1||2C = 1,1400 и β = 0,9 > Φ

(√
D/||1||2C

)
=

= 0,5562. Левые границы интервалов (7), (8) и (10) соответственно равны
MSp = 1,1588, MV = 1,1400 и MVaR = 1,1489. Как можно видеть на рис. 1,
функция Sp(M) является сильно квазивыпуклой, но не выпуклой, в отличие
от выпуклых функций V (M) и VaR(M), графики которых изображены на
рис. 2–3.
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3. Случай эллиптических распределений доходностей

В [13, 20] показано, что предположение о нормальности является доста-
точно адекватным для распределения доходности портфеля Xa =

∑n
i=1 aiRi,

но для того, чтобы смоделировать распределение доходности с «тяжелым»
хвостом [17], распространим полученные результаты на так называемые мно-
гомерные эллиптические распределения. Привлекательным свойством этого
класса распределений является то, что любая линейная функция от эллипти-
чески распределенных случайных величин имеет распределение того же ви-
да. Рассмотрим произвольное эллиптическое распределение F (x) = P (X ≤ x)
(нормальное распределение, распределение Лапласа, Бесселя, Exponential
Power, Stable Laws [21]) со средним μ и дисперсией σ2 <∞. Так же, как
в [17] определим F0(x) = F (x−μ

σ ) — эллиптическое распределение с нуле-
вым средним и единичной дисперсией. Тогда Sp[α,Xa] = F0((α− μ(a))/σ(a))
и VaR[β,Xa] = zβσ(a)− μ(a), где zβ есть β-квантиль F0(x). Таким образом,
теория, разработанная в разделе 2, остается в силе, за исключением того, что
вместо квантиля xNβ используется zβ и стандартное эллиптическое распреде-
ление F0(x) вместо стандартного нормального распределения Φ(x).
Например, распределение Лапласа [21] имеет два параметра: μ и λ > 0.

Среднее и дисперсия равны соответственно μ и 2λ2. Обозначим через yβ кван-
тиль распределения Лапласа с параметрами μ = 0 и λ = 1. Поскольку это
распределение имеет нулевое среднее и дисперсию 2, получаем zβ = yβ/

√
2.

4. Выводы

В статье исследуется проблема построения множества всех эффективных
портфелей в двухкритериальной задаче с максимизируемой средней доходно-
стью портфеля и минимизируемой мерой риска Sp (short-fall probability), где
Sp — вероятность того, что доходность портфеля упадет ниже установленного
уровня. С использованием параметризации по среднему значению доходности
найдена конструктивная характеристика набора эффективных портфелей в
задаче среднее-Sp и показано, что данный набор — всегда подмножество набо-
ра эффективных портфелей в задаче среднее-дисперсия, а также подмноже-
ство набора эффективных портфелей для задачи среднее-VaR, когда уровень
доверия достаточно велик. Для случая эллиптических распределений доход-
ностей показано, что основные результаты, полученные в рамках нормальной
модели, остаются в силе с небольшими изменениями, касающимися кванти-
лей распределений доходности портфеля. Дальнейшие исследования по этой
тематике могут включать в себя: изучение рынка с безрисковым активом
и введенной мерой риска Sp; сравнение эффективных портфелей в задачах
среднее-Sp и среднее-CVaR, где Conditional Value at Risk (CVaR) [22] — мо-
дификация VaR — является когерентной мерой риска; исследование модели,
в которой присутствует фоновый (background) риск [17], коррелирующий с
доходностями активов.
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ПРИЛОЖЕНИЕ

Док а з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Поскольку Φ(x) является возрастаю-
щей функцией, необходимым условием эффективности фиксированного порт-
феля a∗ ∈ ASp является то, что он оптимален в задаче

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

min(α− μ(a))/σ(a),

μ(a) =M,

a ∈ A =

{
a ∈ Rn :

n∑
i=1

ai = 1

}
,

(Π.1)

где M = μ(a∗).
Предположим сначала, что α ≥M . Если α =M , то a∗ не является эффек-
тивным, так как любой портфель a1 : μ

(
a1
)
> M доминирует над a∗ в том

смысле, что (α− μ(a1))/σ(a1) < (α− μ(a∗))/σ(a∗) = 0 и μ(a1) > μ(a∗). Если
α > M, то задача (П.1) сводится к максимизации σ(a). Легко построить по-
следовательность портфелей {am} таких, что μ(am) =M и σ(am) → ∞ при
m→ ∞. Тогда для достаточно больших m имеем σ(am) > σ(a∗) и, следова-
тельно, am доминирует над a∗. Таким образом, показано, что условие α < M
необходимо для эффективности a∗. При этом условии задача (П.1) сводится
к следующей:

minσ2 (a) , при ограничениях μ (a) =M,
n∑

i=1

ai = 1.(Π.2)

Задача (П.2) уже решена стандартным методом с использованием множите-
лей Лагранжа (см., например, [14, 17]). Показано, что (П.2) имеет единствен-
ную оптимальную точку

a∗ (= a (M)) =
1

Δ

[
1||m‖2C −m〈1,m〉C +M(m||1||2C − 1〈1,m〉C )

]
C−1.(Π.3)

Исследуем интервалы монотонности функции Sp[α,Xa(M)] = Φ
(

α−M
σ(a(M))

)
.

Принимая во внимание, что

σ2(a(M)) = 〈a(M), a(M)C〉 = M2||1||2C − 2M〈1,m〉C + ‖m‖2C
Δ2

,

найдем производную

d

dM
Φ

(
α−M

σ(a(M))

)
=

=
φ((α−M)/σ(a(M)))

Δ2σ3(a(M))

[
−Δ2σ2(a(M)) − (α−M)

(
M ||1||2C − 〈1,m〉C

) ]
,
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где φ(x) > 0 обозначает плотность стандартного нормального распределения.
Рассмотрим функцию в квадратных скобках

r(M) =M
(
〈1,m〉C − α||1||2C

)
− ‖m‖2C + α〈1,m〉C .(Π.4)

1) Пусть α≥α0 = 〈1,m〉C/||1||2C . Если α>α0, то r(M)<r(α) = −α2||1||2C −
−‖m‖2C + 2α〈1,m〉C , поскольку M > α > 0. Согласно неравенству Коши–Бу-
няковского имеем r(α) < −(α||1||C − ‖m‖C)2 ≤ 0. Если α = α0, то r(M)≡
≡− ‖m‖2C + α0〈1,m〉C < 0.

2) Пусть α < α0. Из (П.4) следует, что r (M) > 0 (= 0), если и только если

M > (=)MSp =
‖m‖2C − α〈1,m〉C
〈1,m〉C − α||1||2C

,(Π.5)

т.е. функция Sp[α,Xa(M)] возрастает только на интервале [MSp,∞). Подво-
дя итог, имеем: i) условие α < 〈1,m〉C/||1||2C необходимо и достаточно для
существования эффективного портфеля в задаче среднее-Sp, ii) набор эф-
фективных портфелей в задаче среднее-Sp определяется как ASp = {a(M),
M ∈ [MSp,∞)}, выражения для a(M) и MSp приведены в (П.3) и (П.5) соот-
ветственно.
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