
ИЗВЕСТИЯ РАН. ФИЗИКА АТМОСФЕРЫ И ОКЕАНА, 2020, том 56, № 4, с. 418–427

418

СЛУЧАЙНЫЕ ПРОЦЕССЫ СО СТАЦИОНАРНЫМИ ПРИРАЩЕНИЯМИ
И КОМПОЗИТНЫЕ СПЕКТРЫ

© 2020 г.   Г. С. Голицынa, *, М. И. Фортусa, **
aИнститут физики атмосферы им. А.М. Обухова РАН, Пыжевский пер., 3, Москва, 119017 Россия

*e-mail: gsg@ifaran.ru
**e-mail: mfortus@yandex.ru

Поступила в редакцию 08.10.2019 г.
После доработки 13.12.2019 г.

Принята к публикации 05.02.2020 г.

Настоящая статья описывает методику получения и интерпретации фрактальных геофизических
процессов со степенными спектрами различной природы. Примерами являются спектры энергии
атмосферных процессов и их роль в перемешивании примесей, частотные спектры морских ветро-
вых волн, пространственные спектры рельефа поверхностей небесных тел Солнечной системы. От-
мечается важнейшее значение для приложений работ А.Н. Колмогорова начала 1930-х гг., получив-
ших впоследствии развитие в работах его учеников А.М. Обухова, А.С. Монина, А.М. Яглома и др.
Вероятностные законы Колмогорова служат в качестве модели для анализа изучаемых процессов
методами теории подобия и размерности.
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1. ВВЕДЕНИЕ
В создании современной теории случайных

процессов важнейшую роль сыграла серия работ
А.Н. Колмогорова под общим названием “Анали-
тические методы теории вероятностей”, венцом
которой является работа “Случайные движения”
(Zufällige Bewegungen), 1934 ([1], далее АНК34).
Она исходит из задания ускорений как последо-
вательности некоррелированных случайных ве-
личин. В современной теоретической физике они
называются δ-коррелированными по времени.
Аналитическое решение уравнения типа Фокке-
ра–Планка, предложенное Колмогоровым в [1],
обсуждено в деталях в книге А.С. Монина и
А.М. Яглома [2] в применении к теории турбу-
лентности, развитой в 1941 г. Колмогоровым и его
аспирантом А.М. Обуховым. Последний в сере-
дине 1950-х гг. начал исследовать уравнение для
функции распределения вероятностей вида:

(1)

называемое в нашей научной литературе уравнени-
ем Фоккера–Планка–Колмогорова ((УФПК34),
где  – это коэффициент диффузии). Это уравне-
ние действует и в двух, и в трех измерениях (пред-
полагается только однородность по координатам
функции распределения вероятностей (ФРВ). Это

уравнение подробно исследовано в §24.4 книги [2].
А.М. Обухов указал в [3], что в уравнении (1) ко-
эффициент диффузии  пропорционален скоро-
сти диссипации кинетической энергии ε/2, т.е.
описывает диффузию в пространстве скоростей.
Это уравнение имеет три масштаба [3], даваемых
его общим решением для плотности распределе-
ния вероятностей

(2)

Отсюда видно, что распределение является нор-
мальным, у которого локальные экстремумы за-
висят от времени.

Преобразование

где  – произвольная величина, сводит уравне-
ние (1) к универсальному, т.е. автомодельному,
виду

(3)

имеющему решение, не зависящее от внешних
параметров, если их нет в начальных или гранич-
ных условиях.
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А.М. Обухов (1958) показал, что  – скорость
генерации кинетической энергии в случае турбу-
лентности, а в других ситуациях – коэффициент
диффузии в пространстве скоростей. Уравнение (3)
является асимптотикой для большого числа при-
родных процессов и явлений. Примером может
служить процесс изменения координаты и скоро-
сти фиксированной жидкой частицы, который
можно считать марковским случайным процес-
сом (для него “ускорения” практически не корре-
лированы, подробнее см. [2], стр. 506).

В размерных переменных масштабы рассмат-
риваемой системы имеют вид

(4)

(5)

(6)

Если из (4) исключить  где  и
подставить в (5) и (6), то получается закон
Ричардсона–Обухова для турбулентного переме-
шивания и закон для структурной функции ско-
рости Колмогорова (1941) с нулевыми начальны-

ми условиями. Действительно,  =

=  = где  – площадь, пропор-

циональная размеру  производная которой есть
коэффициент диффузии, и тогда с помощью (5)
получаем для коэффициента диффузии

Точно так же из (6) получаем выражение для
структурной функции скорости

Масштабы (4)–(6) объясняют частотный спектр
морского ветрового волнения и ряд других стати-
стических природных закономерностей, что опи-
сано в статье [4]. Здесь важно, что результаты
АНК34 и их методическое развитие учениками
А.Н. Колмогорова – А.М. Обуховым, А.С. Мо-
ниным, А.М. Ягломом, Г.И. Баренблаттом [2, 5,
6] и др. – не только дают практическую основу
для статистического анализа стохастических про-
цессов, но и служат моделью для их описания в
терминах теории подобия и размерности [2, 5, 6].
Существенным моментом в этих книгах является
понятие промежуточной асимптотики, предло-
женное в 1971 г. Г.И. Баренблаттом и Я.Б. Зельдо-
вичем [7]. Оно является отражением того известно-
го факта, что степенные закономерности наблюда-
ются в ограниченных масштабах пространства
и/или времени. Эти закономерности отражают тот

ε
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факт, что явления и процессы в этих масштабах ав-
томодельны [6, 8], т.е. повторяют друг друга в изме-
ненных надлежащим образом координатах, как
это было показано при получении формулы (3).

2. ТУРБУЛЕНТНОСТЬ
Перейдем от общих положений к конкретным

примерам, начав с атмосферной турбулентности
в области масштабов от сантиметра до несколь-
ких тысяч километров. Здесь надо вспомнить
первое экспериментальное подтверждение зако-
нов Колмогорова–Обухова 1941 г. для попереч-
ной структурной функции скорости в интервале
от 1 мм до 1 м по данным немецких измерений
1935 г. [8], что воспроизведено в §23.3 книги [2] на
рис. 62. Там же есть полученный в 1965 г. в разно-
образных условиях рисунок, показывающий
спектр  в гораздо большем интервале масшта-
бов и в автомодельных переменных (см. рис. 76
книги [2]). Этот же рисунок есть и в главе 6 недав-
ней книги [9].

Во второй половине 1970-х гг. в США был осу-
ществлен GASP-проект измерения атмосферной
турбулентности на коммерческих авиалиниях.
Всего было свыше 6000 полетов. Самолеты были
оборудованы датчиками перегрузок, измерявших
ускорения, осредненные по объему и размерам их
тел. Интегрирование записей по времени давало
скорость за вычетом скорости самого самолета. В
итоге были получены записи относительной ско-
рости в воздухе в интервале масштабов от 2 до
3000 км [10]. В 1990-х гг. аналогичный проект
MOZAIC был осуществлен в Европе [11]. Полу-
ченные данные были осреднены по 36 тыс. ч по-
летного времени. Результаты обоих проектов
одинаковы: от 2 до приблизительно 500 км спек-
тры горизонтальных флуктуаций скорости следу-
ют закону степени –5/3, а далее вплоть до 2500 км
они плавно переходят к закону  Эти данные
представлены на рис. 1.

Последний закон близок к спектру двумерной
турбулентности, установленному в 1960-х гг. Бэт-
челором [12] и Крейкнаном [13]. В двумерном по-
токе сохраняется средний квадрат вихря

(7)

названный энстрофией. Вихри возбуждаются в
некотором промежуточном масштабе [13]. От них
в сторону малых вязких масштабов распростра-
няется поток завихренности – поток энстрофии

(8)

а в сторону больших масштабов (малых волновых
чисел) идет поток кинетической энергии со ско-
ростью  Тогда соображения размерности дают

−5 3k

−3.k

Ω = ω2 2,

ω
Ωε = ,d

dt
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спектр кинетической энергии в интервале пере-
носа энстрофии [12, 13]

Многочисленные лабораторные эксперименты,
тщательно задуманные и исполненные, подтвер-
ждали основные результаты двумерной турбулент-
ности (см. [14]). Однако натурные самолетные
измерения [10, 11] меняли местами спектраль-
ные масштабы переноса энергии (спектр ) и
масштабы переноса завихренности (спектр ).
Это приводило в недоумение тех, кто не воспри-
нял или просто забыл замечательную работу
Чарни [15]. Дело в том, что при геострофических
движениях, выполняющихся при малых числах
Россби  (U и  – характерные значе-
ния горизонтальной скорости и горизонтально-
го размера потока,  – параметр Кориолиса), со-
храняется потенциальный вихрь

(9)

( ) −= ε2 3 3
ω .S k k

−5 3k
−3k

= 0Ro cU L l 0L

cl

( )Ω = Ω + ω ∇ ρ2 ,p s

где  – абсолютный вихрь, связанный с враще-
нием планеты,  – плотность среды,  – гради-
ент энтропии по направлению “термодинамиче-
ской вертикали”, а основное изменение темпера-
туры в атмосфере идет по высоте.

Аргументация Чарни, сходная с Бэтчелором и
Крейкнаном, также дает закон  для геострофи-
ческой турбулентности, а движения в масштабах
от 500 до нескольких тысяч километров при ско-
рости ветра  м/с и параметре Кориолиса

 имеют число Россби Ro < 0.2, так что
все спектры встают на свои места согласно [15].

В работе Линдборга [11] результаты статисти-
ческой обработки данных по скорости в экспери-
менте MOZAIC представлены в виде трехчлен-
ных структурных функций, продольных и попе-
речных:

(10)

(11)

Ω
ρ ∇s

−3k

= 10U
− −≈ 4 110 ccl

( ) = + −2 3 2 2
1 1 1 ln ,llD r a r b r c r r

( ) = + −2 3 2 2
2 2 2 ln ,nnD r a r b r c r r

Рис. 1. Спектры флуктуаций зональной и меридиональной компонент скорости (сдвинут на одну декаду вправо) и по-
тенциальной температуры (сдвинут на две декады вправо). Рисунок заимствован из публикации [10].
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где численные коэффициенты в системе СИ при
глобальном осреднении равны

Линдборг подробно анализировал свои структур-
ные функции, отмечая, что их интервал  при
тщательном рассмотрении короче, чем соответ-
ствующий спектральный интервал  Стати-
стическая обработка была проведена им в интер-
вале 2–2500 км.

Выясним, насколько трехчленные структур-
ные функции (10), (11) соответствуют экспери-
ментальному спектру [10], состоящему из двух
степенных участков, о чем говорилось выше.
Первые слагаемые в (10), (11) соответствуют спек-
тру Колмогорова–Обухова  вторые – спек-
тру  логарифмический член появляется от по-
правок Крейкнана [16], учитывающих нелокаль-
ность взаимодействия спектральных компонент
отдельных вихрей в интервале переноса энстро-
фии. Характерно, что в [11] практически нет упо-
минания работы Чарни [15] и что интервалы пере-
носа энергии и энстрофии в результатах полетов
поменялись местами в сравнении с первоначаль-
ной теорией [13].

Чтобы сравнить результаты работ [10] и [11], пе-
рейдем от структурных функций к их спектрам.
Спектры, соответствующие эмпирическим струк-
турным функциям Линдборга  (10) и  (11) –

− −

− −

− −
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= × = ×

3 9
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2 3k

−
∼

5 3.k
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llD nnD

это суммы двух спектров, отвечающих первому и
сумме второго и третьего слагаемых. На рис. 2
изображен полученный нами спектр, соответству-
ющий функции  (10) (сплошная линия), а также
два спектра, отвечающие первому и сумме второго
и третьего слагаемых (тонкие линии). Этот суммар-
ный спектр вполне схож с эмпирическими спек-
трами (рис. 1), полученными в 70–90-е годы [10].
Это придает уверенности в реалистичности струк-
турной функции Линдборга. Отметим, что такую
же структуру имеет и эмпирический спектр по-
тенциальной температуры (см. рис. 1), что неуди-
вительно, поскольку она связана с потенциаль-
ным вихрем (9). В проекте GASP [10] подобные
спектры с весьма небольшими различиями на-
блюдались в разных широтах и сезонах. Надо от-
метить, что эти спектры были воспроизведены в
модели атмосферы высокого разрешения [17] до
80 км на различных высотах не только тропосфе-
ры, но и стратосферы и мезосферы.

Зная структурные функции (10) и (11), можно
определить дисперсию относительных скоро-
стей, равную

(12)

а по ней коэффициент относительной вихревой
(турбулентной) диффузии, как произведение раз-
мера пятна на разность скоростей на его краях [18]:

(13)

где сомножитель перед квадратной скобкой во
второй строке описывает турбулентную диффу-
зию Ричардсона–Обухова согласно масштабу (5).
Корень из квадратной скобки описывает откло-
нения от последней вследствие геострофической
турбулентности, следы которой начинают прояв-
ляться при  км, если предположить, что
значения Линдборга для коэффициентов в (10),
(11) действуют на всем интервале масштабов 2–
2500 км. Конечно, это сильное предположение
для 36 тысяч летных часов в самых разных сезо-
нах, местах и т.п. Чтобы оценить роль геострофи-
ческой турбулентности в перемешивании, вычис-
лим корень из второй квадратной скобки в (13).
Его отклонения от единицы в зависимости от рас-
стояния представлены в табл. 1.

Начавшееся уменьшение при  соот-
ветствует уменьшению показателя степени у
структурной функции 

Рисунок 3 показывает, что наша формула (13)
для коэффициента перемешивания неплохо со-
гласуется с восемью точками Ричардсона [19, 20],
которые были получены в разные времена и для

llD
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Рис. 2. Спектр, соответствующий функции Dll (фор-
мула (10)) – сплошная линия и два спектра, отвечаю-
щие первому и сумме второго и третьего слагаемых –
тонкие линии.
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разных высот (формула (13) относится к данным
MOZAIC на высотах порядка 10 км).

3. МОРСКОЕ ВОЛНЕНИЕ

Степенные спектры с высокими показателями
встречаются при анализе морcких ветровых волн.
Технику обращения с ними дал А.М. Яглом [21].
Частотный спектр возвышений морской поверх-
ности пропорционален  Такая степень сразу
следует из первого масштаба Колмогорова (4)

 если правую часть этой формулы рас-
сматривать как временную структурную функцию с
нулевыми начальными условиями, то ее преобразо-
вание типа Фурье (см. Приложение, формула (П3)
при ) соответствует спектру  Та-
кую же степень имеют участки сейсмического шума
в интервале 1–10 с. Как показал Лонге–Хиггинс
[22], именно эти периоды характерны для волн при-
боя, обрушивающихся на берега и возбуждающих
микросейсмы.

Спектр  – это основная мода, впервые от-
крытая С.А. Китайгородским в 1962 г. [23] с помо-
щью соображений размерности, затем в 1966 г.
В.Е. Захаровым [24] “из первых принципов” и в
1973 г. Тоба [25]. Анализируя законы разгона, по-

−ω 4.

= ε2 3:x t

= 3n ( ) −ω = εω 4.S

−ω 4

лученные в многолетнем проекте JONSWAP М,
Тоба [26] представил график, показывающий чет-
кую корреляцию квадрата высоты основного пи-
ка и куба периода. Это следует из частотной зави-
симости спектра возвышений волн  и непо-
средственно из соотношения (4). Однако если
результаты получаются путем анализа размерно-
стей параметров, определяющих явления, то при
сравнении с экспериментальными данными всегда
возникают численные множители. Эти множители
могут зависеть от безразмерных параметров, опре-
деляющих процесс. Даже в таких устоявшихся в об-
щем понимании процессах, как турбулентный по-
граничный слой или структура мелкомасштабной
турбулентности, в последнее время были обнаруже-
ны слабые зависимости от логарифма числа Рей-
нольдса (см. [27] и литературу там).

Однако вернемся к ветровым волнам, весьма
сложному и комплексному явлению. Одним из
плохо освещенных моментов в теории их роста
остается влияние стратификации атмосферы. Дав-
но замечено, что рост волн замедляется в несколько
раз, если атмосфера стратифицирована устойчиво
по сравнению со случаями близости ее к нейтраль-
ной стратификации или даже конвекции. Давно от-
мечалось, что осенью вода теплее воздуха и волны
при одном и том же ветре выше, чем весной и летом
[28–30]. Устойчивость атмосферы характеризуется
числом Ричардсона  которое в работах
по эволюции волнения нигде не упоминается. Здесь

 – вертикальный сдвиг среднего ветра, а

(14)

где  – температура воздуха,  – ее адиа-
батический градиент,  – ее теплоемкость. При

 > 0 в атмосфере присутствуют внутренние гра-
витационные волны.

В условиях, близких к нейтральности, процесс
волнообразования более или менее устойчив. В
этой ситуации были давно предложены два пара-
метра подобия [31]. Первый из них – это безраз-
мерный разгон

(15)

где  – это расстояние, например, от подветрен-
ного берега,  – скорость ветра, обычно измеря-

−ω 4

= 2 2Ri ,N S

= ∂ ∂S U z

 = − − γ 
 

2 ,a
g dTN

T dz
T γ = −a pg c

pc
2N

= 2 ,gxF
U

x
U

Таблица 1. Значения функции 

r, км 30 60 100 300 1000 2500

1.16 1.32 1.51 2.20 3.29 3.20

( )− + × −
 

1 24 361 1.17 10 1 0.066 lnr r

( )− + ⋅ −
 

1 24 361 1.17 10 1 0.066 lnr r

Рис. 3. Цифрами обозначены графики: 1 – коэффи-
циента турбулентной диффузии K(r); 2 – зависимости
0.087r4/3. Черные кружки – данные Ричардсона [19, 20].
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емая, или относимая к высоте 10 м над поверхно-
стью моря. Второй безразмерный параметр – это
возраст волнения

(16)

Здесь  – частота пика волны в герцах, т.е. отно-
шение скорости ветра к фазовой скорости пика,
определяемой (для простоты) из дисперсионного
соотношения для случая глубокой воды:

(17)

где  – волновое число. Численные коэф-
фициенты, получаемые при натурных измерени-
ях спектров ветровых волн, могут (и должны!) за-
висеть от обоих параметров подобия (15) и (16),
т.е. от разгона и возраста.

Энергия волны определяется как

(18)

где  – плотность воды,  – так называемая суще-
ственная высота волны, равная 1/4 от ее полной вы-
соты в пике волнения (знак тильда означает безраз-
мерное значение соответствующей переменной,
например, безразмерная энергия ).

Многочисленные эксперименты по наблюде-
нию развития волн в пространстве и времени
проводились в разных местах. Первые и наиболее
полные эксперименты были проведены в начале
1970-х гг. в Северном море под руководством
К. Хасссельмана. Они четко выявили так называ-
емые законы разгона [32]. В безразмерном виде
частота основного пика волнения зависит от раз-
гона (15)

(19)

а энергия основного пика  (пропорциональ-
на квадрату его высоты):

(20)

где     – положительные константы, опре-
деляемые на больших рядах наблюдений;  –
скорость ветра, измеряемая обычно на высоте 10 м
от поверхности воды. В [9, 33] показана связь этих
величин с возрастом волнения (16). В [32] найдены
показатели степени  и  обзор дан-
ных других экспериментов можно найти в [33, 34].
С ростом устойчивости атмосферы оба значения 

ω
Ω = = π2 .p pU Uf

g g

pf

ω =2 ,gk

= π λ2k

= ρ = ρ
�

2 4 2

2 ,
16 16

s s
w w

gh U hE g
g
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�
sh

= �

2 16se h

−α= ,pUf
AF

g

∼

2e h

=
2

β
4 ,g e BF

U
,A α, ,B β

U

α = 0.33 β = 1.0,

α

и β пропорционально снижаются, но всегда в
пределах 10%:

(21)
а это прямое следствие соотношения (4) служит
вероятностным обоснованием эмпирического за-
кона Тоба [26]: 

Более или менее детальная нелинейная теория
развития ветрового волнения разработана только
для нейтральной стратификации [33, 34] и под-
креплена подробными расчетами [35]. В зависи-
мости от развития волнения, т.е. от его возраста,
выделяются асимптотически три вида частотного
спектра волн. При  т.е. для молодых корот-
ких и крутых волн, наблюдается спектр вида

 ветер передает свой импульс молодым
крутым волнам на их рост. При  пере-
дается энергия и спектр имеет вид  а при

 передается действие и тогда частот-
ный спектр  В последнем интервале частот-
ный спектр волн приближается к насыщению и
вблизи нижнего предела волны обрушиваются.
Волны с их частотным спектром осуществляют рост
пятен примеси на их поверхности. Подробное срав-
нение теории с наблюдениями роста пятен дано в
[36, 37]. Конечно, преобразование спектра со вре-
менем происходит плавно у функции  где

 и меняется в процессе эволюции волн
от 13/3 до 11/3, но основное значение базисного
показателя  сразу видно из (4), первого мас-
штаба Колмогорова [1]  Отметим, что
средний возраст волн в Мировом океане близок к
1.2 (см. [9, 35]).

4. СПЕКТРЫ РЕЛЬЕФА
ПОВЕРХНОСТЕЙ НЕБЕСНЫХ ТЕЛ

Еще один характерный пример, совсем недав-
ний, это объяснение пространственного спектра
Каулы [38] cлучайного рельефа поверхностей не-
бесных тел (и флуктуаций их гравитационного
поля) – Земли, Луны, Марса, Венеры и некото-
рых астероидов. Все их случайные возвышения с
некоторых начальных (некоторых первых) сфе-
рических гармоник выявляют зависимость 
т.е. обратную квадратичную зависимость от но-
мера гармоники. По имени ученого, открывшего
в 1963 г. эту зависимость для Земли, она называ-
ется правилом Каулы [39]. Для названных тел из-
меряется случайная временная зависимость 
Знание скорости регистрирующего аппарата поз-
воляет перевести временную зависимость  в
пространственную зависимость  При отсут-
ствии движений,  уравнение (1) принимает

α ≈ β3 ,

∼

3 2.p ph T

Ω > 2,

−ω∼ 13 3,
< Ω <1.2 2

−ω∼ 4,
< Ω <0.83 1.2

−ω∼ 11 3.

−ω ,n

= ±4 1/3,n

= 4n
= ε2 3.x t

−2,k
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( )h t
( ) .h y
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вид обычного уравнения для броуновского дви-
жения, т.е. типа теплопроводности

Здесь  =   а коэффициент

диффузии  имеет размерность длины; для него
известно, что 

Считая правую часть этого равенства струк-
турной функцией с нулевыми начальными усло-
виями, получим пространственный спектр такого
процесса, пропорциональный  Для такого ре-
льефа спектр углов, т.е. производной рельефа, бу-
дет постоянной величиной (спектром белого шу-
ма), а сам процесс дельта-коррелирован по про-
странству. Наблюдаемое для небольших по
сравнению с радиусом небесного тела участков
поверхности “укручение” спектра в малых мас-
штабах получается, если предположить, что про-
странственная корреляция углов начинает дей-
ствовать. Для простейшего вида такой корреля-

ции  спектр равен  Если

 то спектр рельефа остается обратно квад-
ратичным, а в противном случае он переходит в

 Константа  определяется свой-
ствами материала и внешними воздействиями.
Для Луны  км, а для Земли с такого масшта-
ба укручение спектра только начинается [38]. Во-
прос требует дальнейшего теоретического анали-
за, связывающего величину  с механическими
свойствами материала поверхности и с характер-
ными воздействиями на нее.

5. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ
Эта работа несет в основном методический ха-

рактер и излагает в принципе известные, но мало
употребляемые на практике конкретные правила
при анализе случайных процессов со степенными
спектрами. Численные константы, определяемые
для таких спектров путем сравнения с экспери-
ментальными данными, реальными или числен-
ными, могут меняться в зависимости от конкрет-
ных ситуаций, характеризуемых параметрами по-
добия, например, безразмерным возрастом, как в
случае ветрового волнения.

Флуктуации ветра в атмосфере в масштабах до
2500 км определяются разными причинами, и их
спектр можно назвать композитным как сумму
спектра типа Колмогорова–Обухова 1941 г. и
спектра геострофической турбулентности Чарни
1971 г. Замечательно, что такой спектр воспроиз-
водится в численной модели общей циркуляции

∂ ∂=
∂ ∂
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2 .
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высокого разрешения [17]. Последний пример –
спектр рельефа поверхности небесных тел, как и
первые два, – является хорошей иллюстрацией
действия вероятностных законов А.Н. Колмого-
рова в природных условиях, а структура рельефа в
самых мелких масштабах является естественным
обобщением основного предположения классика
науки XX в. о характере сил, определяющих слу-
чайный процесс. Предположение о коррелиро-
ванности углов рельефа на малых пространствен-
ных масштабах делает его спектр в этой области
более крутым. Характер спектра позволяет судить
о корреляционной функции воздействий сил, по-
рождающих процесс. Когда воздействие дельта-
коррелировано, то спектр рельефа на малых мас-
штабах обратно пропорционален квадрату часто-
ты, а соответствующее распределение вероятно-
сти нормально [2], § 24. Дальнейшее, более силь-
ное, спадание спектра энергии в сторону высоких
частот говорит о некоррелированности воздей-
ствий на соответствующих масштабах. Такие мас-
штабы определяются свойствами материи и харак-
тером воздействий. Иллюстрацией к этому выво-
ду, ранее авторами не встречавшемуся, служит
раздел 4 данной работы.

Другие примеры проявления в природе зако-
нов Колмогорова 1934 г. приведены в [4]. Напри-
мер, при анализе дискретной совокупности, та-
кой как числа  литосферных плит, составляю-
щих земную поверхность, в зависимости от их
площадей    использу-
ют кумулятивное распределение  Было

найдено, что  пропорционально  и

формула (4) сразу дает 

Данная работа посвящена памяти наших об-
щих учителей в образовании и в науке А.Н. Кол-
могорова, А.М. Обухова, А.М. Яглома, А.С. Мо-
нина.

Авторы признательны рецензенту за внима-
тельное прочтение и полезные замечания.

Работа была частично поддержана програм-
мой президиума Российской академии наук “Не-
линейная динамика фундаментальные проблемы
и приложения”.
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Приложение

Теория случайных процессов, стационарных и
нестационарных, была развита А.Н. Колмогоро-
вым [1] и его учениками А.М. Обуховым, А.М. Яг-
ломом и А.С. Мониным (см. [2]). В систематиче-
ском и строгом смысле теория стационарных и
родственных им случайных процессов и полей
изложена А.М. Ягломом в [21]. Обычно рассмат-
ривают стационарные случайные процессы (со-
ответственно, процессы со стационарными n-ми
приращениями) как функции времени. Им соот-
ветствуют статистически однородные процессы
(как и процессы с однородными n-ми прираще-
ниями), если они являются функциями про-
странственного аргумента. Например, если уско-
рение является стационарным случайным про-
цессом, то его интеграл по времени – скорость –
будет случайным процессом со стационарными
приращениями первого порядка (n = 1). При этом,
если  – это спектр ускорения, то спектр скоро-

сти равен  откуда следует, что при 
этот спектр может неограниченно расти. В этом
случае обычное спектральное Фурье-представле-
ние корреляционной функции не имеет смысла, и
тогда вместо нее рассматривают структурную функ-
цию  и ее спектральное представление типа
Фурье. Последующее интегрирование дает коорди-
наты, представляющие случайный процесс со ста-
ционарными приращениями второго порядка (n =
= 2), и рабочим инструментом остаются по-преж-
нему структурные функции  (или, как в тек-

сте данной статьи, ). Например, при любом
 структурная функция скорости

(П1)

где  – это приращение n-го порядка:

(П2)

является преобразованием типа Фурье от соот-
ветствующего спектра 

(П3)

( )ωS

( )ω ω2 ,S ω → 0

( ) ( )τ1
uD

( ) ( )τ2D
( ) ( )2D r

n

( ) ( ) ( ) ( )ττ = Δ
2

,n n
uD u t

( ) ( )Δτ
n u t

( ) ( ) ( )
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0

1 ,
n
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n

k

u t C u t k

( ) ( )ω :n
uS

( ) ( ) ( ) ( )
∞

−∞

τ = − ωτ ω ω2 1 cos nn n n
u uD S d

(угловые скобки означают осреднение). Если
спектр степенной, то он связан простой форму-
лой с соответствующей структурной функцией:
если  то

(П4)

В частности, для приращений первого порядка
( )

(П5)

где  [21].

Если приращения первого порядка не явля-
ются статистически стационарными, а стацио-
нарны приращения второго порядка (и, соот-
ветственно, статистически стационарны произ-
водные), то характеристиками таких процессов
являются структурная функция  и спектр

 (соотношения (П3), (П4), где n = 2,
). Для этого случая нами получена следую-

щая формула:

(П6)

(при  знаменатель в (П6) положителен).
В табл. П1 даны значения коэффициента

 вычисленные по формулам (П5) при
 и (П6) при  При  перехо-

дя к пределу, получаем, что 

Строгое систематическое изложение теории
стационарных и родственных им случайных
процессов и полей содержится в двухтомных мо-
нографиях А.С. Монина и А.М. Яглома [2] и
А.М. Яглома [21].
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( )γ = =2 5.54.k

Таблица П1. Значения коэффициента k

γ 1/3 2/3 1 4/3 5/3 2 7/3 8/3 3 10/3 11/3

γ + 1 4/3 5/3 2 7/3 8/3 3 10/3 11/3 4 13/3 14/3

k 14.1 8.04 6.28 6.09 8.35 5.54 4.70 4.24 4.19 4.76 7.43
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Random Processes with Stationary Increments and Composite Spectra
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This paper describes a method for obtaining and interpreting fractal geophysical processes with power spectra
of various origin. Examples are the energy spectra of atmospheric processes and their role in the mixing of
impurities, the frequency spectra of sea wind waves, the spatial spectra of the surface relief of the solar system
celestial bodies. The most important value for applications of A.N. Kolmogorov works of the early 1930s, sub-
sequently developed in the works of his students A.M. Obukhov, A.S. Monin, A.M. Yaglom and other, is
mentioned. Kolmogorov’s probabilistic laws serve as a model for the analysis of processes under study by
methods of the similarity and dimensionality theory.

Keywords: methods, random processes, structural functions, spectra, atmospheric turbulence, various natu-
ral processes



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


