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Для замыкания задачи русловой устойчивости Энгелунда–Фредсо в работе определено условие,
позволившее определить значение фазового сдвига между расходом влекомых наносов и максиму-
мом придонных касательных напряжений, возникающих в турбулентном гидродинамическом по-
токе при обтекании им пологих периодических донных волн малой крутизны. Выполнен анализ за-
висимости фазового сдвига для донных волн малой крутизны от геометрических и физико-механи-
ческих параметров задачи. Для распределения касательных напряжений на донной поверхности,
установлена закономерность, связывающая длину донных волн с глубиной потока. Данная законо-
мерность обобщает ряд полученных ранее феноменологических моделей и согласуется с известны-
ми экспериментальными данными.
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ВВЕДЕНИЕ
Развитие донной неустойчивости (донных волн)

приводит к изменению гидравлического сопротив-
ления потоков двигающихся по дну. Развитие дон-
ной неустойчивости необходимо уметь моделиро-
вать для решения большого спектра прикладных за-
дач. Анализу причин возникновения и развития
донной неустойчивости посвящено большое коли-
чество экспериментальных [1–3] и теоретических
работ, обзор которых можно найти в работах [4–
7]. Большинство из них посвящены исследова-
нию причин, влияющих на развитие донной не-
устойчивости. Не претендуя на полноту укажем
работы, в которых исследователи развитие дон-
ной неустойчивости связывают с характером
турбулентного течения и его характеристиками:
пульсациями скорости турбулентного потока
(Великанов М.А. [8], Михайлова Н.А. [9], Россин-
ский К.И. [10]), образованию в придонной обла-
сти турбулентного потока микро- (Шуляк Б.А.
[11]), или макро вихрей (Повало-Швейковский Н.Т.
[12], Гришанин К.В. [13]) или со всем спектром
турбулентных вихрей (Снищенко Б.Ф. [14]). Ряд
исследователей связывают процесс образования
донных форм со стратификацией водогрунтовой
смеси [11, 15] и градиентами придонного давления
[7, 16]. Рассмотренные подходы позволили сформу-
лировать феноменологические модели развития
донной неустойчивости, связывающие основные
характеристики потока, с осредненными парамет-

рами возникающих донных волн. Однако, предло-
женные модели полезные в инженерных приложе-
ниях не позволяют ответить на вопрос о причинах
возникновения и развития донной неустойчиво-
сти. Основным недостатком данных моделей яв-
ляется отсутствие четкого критерия для развития
донной неустойчивости.

Кеннеди Дж.Ф. [5] предложил теорию линей-
ной устойчивости донных волн. Используя тео-
рию Бенжамина Т.Б. [17] об определении сдвиго-
вых напряжениях в пограничном слое, он ввел в
свою модель критерий фазового сдвига – функ-
цию отставания между максимами расхода влеко-
мых наносов и средней скоростью гидродинами-
ческого потока. В дальнейшем этот критерий на-
шел широкое применение [7, 13] при анализе
различных задач донной неустойчивости. Одна-
ко, окончательно важность данного критерия
установлена Энгелундои Ф., Фредсо Ж. [18], ко-
торые показали, что донные волны будут разви-
ваться только при отрицательных значениях фа-
зового сдвига для придонных напряжений. Од-
нако, не смотря важность данного заключения,
практического использования результаты Энге-
лунда и Фредсо не получили по причине отсут-
ствия методов вычисления фазового сдвига.

В данной работе, выполнено замыкание зада-
чи Энгелунда и Фредсо для турбулентных пото-
ков, обтекающих пологие периодические длинные
волны малой амплитуды. Для частного случая –
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периодических синусоидальных волн получена за-
висимость для вычисления функции сдвига от гид-
родинамических и геометрических параметров за-
дачи, а также от параметров зернистой и волновой
шероховатости русла.

Выполнен анализ распределения фазового сдви-
га для донных волн малой амплитуды и крутизны
от геометрических и физико-механических пара-
метров задачи указывающий на наличие зависи-
мостей между длиной донных волн и глубиной
потока. Полученные теоретически результаты
обобщают ряд известных феноменологических
результатов и согласуются с известными экспери-
ментальными данными.

1. Возникновение и развитие донной неустойчиво-
сти. Рассмотрим задачу Энгелунда Ф., Фредсо Ж.
[18], определяющую фазовый сдвиг, как основ-
ной критерий развития донной неустойчивости.
Для определения эволюции периодической дон-
ной поверхности используем уравнение Экснера,
записанное в удобном для анализа виде

(1)

где  – возмущенная донная поверхность,  –
плотность и пористость донного материала соот-
ветственно,  – размерная пространствен-
ная координата,  – безразмерная простран-
ственная координата,  – длина периода донной
волны,  – время,  – расход донного материала.

Подставив в уравнение Экснера малые возму-
щения для донной поверхности  и расхода дон-
ного материала 

(2)

получим выражение для частоты возмущенной
донной волны

(3)

где  – частота возмущенной донной волны,

 – безразмерное волновое число,  –

волновое число,  – амплитуда донной волны,  –
амплитуда возмущения расхода донного материа-
ла,  – сдвиг фаз между возмущением расхода
наносов и возмущением донной поверхности.

Анализируя вид условия развития донной не-
устойчивости , где  – действи-
тельная часть частоты волны
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Энгелунд и Фредсо пришли к важному выводу:
развитие донных волн может происходить только
при существовании ненулевого отрицательного
фазового сдвига , для расхода  относитель-
но донной поверхности .

Отметим, что большинство расчетных формул,
определяющих расход наносов , являются одно-
значными монотонными функциями придонных
напряжений . Следовательно, фазовый сдвиг 
для расхода наносов  относительно донной по-
верхности  должен совпадать с фазовым сдвигом у
придонных касательных напряжений . Поэто-
му информацию о фазовом сдвиге  для расхода
наносов  можно получить, исследуя распределе-
ние придонных касательных напряжений над пе-
риодической донной поверхностью.

2. Определение функции сдвига. Касательное
придонные напряжение  на периодической
донной поверхности  определяется согласно
работе [7, 19] по формулам

(5)

(6)

где  – придонное касательное напряжение на
ровном дне,

 – высота донных волн,  – высота слоя вы-
теснения (глубина потока),  – функция то-
ка безвихревого поля скорости над периодическим
дном,  – параметр зернистой
шероховатости дна,  – зернистая шерохова-
тость дна,  – координата, направленная от дна к
свободной поверхности потока.

В частном случае (2), функция дна  имеет вид

действительная часть  определяет фор-
му дна
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и его амплитуду
(8)

C учетом (7) функции  и  согласно [19]
можно определить как

Подставляя найденное выражение  в уравне-
ние (6), получим  как функцию пространствен-
ной координаты  и параметров  и 

(9)

Отметим, что величина  характеризует от-

ношение крутизны донной волны к параметру ее
зернистой шероховатости.

Подставляя функцию (9) в уравнение (5), по-
лучим распределение сдвиговых напряжений

 на донной поверхности.

Для волн малой крутизны  теоретическая

зависимость  достаточно хорошо согласу-
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ется с экспериментами в окрестности вершины
донной волны [20] (см. рис. 1). Координата фазо-
вого сдвига  соответствует максимальной вели-
чине касательного напряжения  (см.
рис. 1).

Из условия экстремума

(10)

с помощью (9) определим функцию 
Из решения уравнения (10) при фиксирован-

ном параметре  можно получить зависимости
распределения сдвига  как функции
от параметра . Зависимости сдвига ,
полученные из условия (10) как функции от пара-
метра  при различных значениях параметра

 представлены на рис. 2 кривыми (1–10).

Из графиков  видно, что для каж-
дого фиксированного значения параметра 
функция  имеет только один минимум

. Следовательно, можно най-
ти однозначную зависимость между параметра-
ми  и , при которых функция сдвига будет при-
нимать минимальное значение . Данная
зависимость, позволяющая выполнить замыкание
задачи Энгелунда–Фредсо представлена ниже в
табличном виде. В табл. 1 приведены значения
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Рис. 1. Сравнение аналитического решения (5), (9) (кривая 1) и экспериментальных данных [20], безразмерная форма
дна (кривая 2).

0.6 0.8 1.00.2

0.4
0

1: a = 4; b = 0.4

–1

1

2

3

4
ξ*

1
2

ξ

[20]

0

( )xτ
τ

Таблица 1
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0.5 0.016 –0.016 6.0 0.518 –0.203
1.0 0.033 –0.056 7.0 0.755 –0.213
2.0 0.064 –0.104 8.0 1.064 –0.220
3.0 0.139 –0.141 9.0 1.252 –0.226
4.0 0.237 –0.168 10.0 1.6 –0.230
5.0 0.351 –0.188
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точек минимума , найденные с помо-
щью графиков 1–10 (рис. 2).

Используя метод наименьших квадратов для
обработки табличных данных, получим аналити-
ческую форму зависимость между параметрами 
и  (рис. 2, кривая 11)

(11)
3. Анализ. Из зависимости (11) следует, что для

каждого набора  и  существует минимальное от-
рицательное значение функции сдвига , при ко-
тором в линейных моделях донной устойчивости
донные волны будут расти максимально быстро.
Преобразуя зависимость (11) к размерному виду,
получим формулу

, (12)
связывающую длину волны максимально быстро
растущих донных волн  с глубиной . Данная
формула хорошо согласуется с известными экс-
периментальными данными, например зависи-
мостью Снищенко Б.Ф. [21], полученной им с ко-
эффициентом корреляции 0.85 на основе более
чем 500 экспериментальных точек

(13)

( )ξmin ,*b
a b

a
b

≈ 8 .a b

a b
ξ*

≈ 8L bH

L H

≈ 4.3 ,L H

или формулой Клавена А.Б.–Копалиани З.Д. [22]
(14)

Обе феноменологические формулы (13), (14) со-
гласуются с теоретической формулой (12) в обла-
сти изменения параметра , которая со-
ответствует экспериментам [21, 22]. Зависимость
напряжения , приведенная на рис. 1, согла-
суется с экспериментальными данными [14] и с
формулой (14) при значении  принадлежа-
щем указанной области параметров.

Заключение. Для периодических донных волн
малой амплитуды и крутизны предложена мате-
матическая модель, позволяющая найти анали-
тическую зависимость для функции сдвига  и
замкнуть задачу русловой устойчивости Энгелун-
да–Фредсо.

В частном случае для синусоидального перио-
дического дна показано, что экстремальное зна-
чение  получаемой функция сдвига 
отражает зависимость между длиной развиваю-
щейся донной волны  и глубиной слоя вытесне-
ния . Данная зависимость качественно и количе-
ственно согласуется с известными феноменологи-
ческими формулами Клавена А.Б. и Копалиани З.Д.
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( )τ ξ, ,a b
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a b ξ*

L
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Рис. 2. Зависимость величины сдвига  от параметра относительной шероховатости дна b при различных значениях
их относительной крутизны a.
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About the Problem of River Bed Stability Engelunda–Fredso
A. G. Petrov1, * and I. I. Potapov2, **
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In order to close the Engelund–Fredso channel stability problem, the condition is defined in the paper, which
made it possible to determine the value of the phase shift between the f low rate of sediment load and the max-
imum of the bottom tangential stresses arising in a turbulent hydrodynamic f low when it f lows around gentle
shallow periodic waves of low steepness. The analysis of the dependence of the phase shift for bottom waves
of small steepness on the geometric and physico-mechanical parameters of the problem. For the distribution
of shear stresses on the bottom surface, a regularity is established that relates the length of bottom waves to
the depth of f low. This pattern generalizes a number of previously obtained phenomenological models and is
consistent with known experimental data.

Keywords: f low around periodic waves, bottom stresses, bottom stability



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


