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На основе RP-модели нанокристалла с использованием парного межатомного потенциала взаимо-
действия Ми–Леннард-Джонса с единых позиций рассчитаны изменения как уравнения состоя-
ния, так и теплофизических свойств нанокристалла ниобия при уменьшении его размера. Расчеты
барических зависимостей теплофизических свойств выполнены вдоль изотерм 300 и 3000 K. Изуче-
на зависимость температуры плавления и ее производной по давлению при изменении размера и
формы нанокристалла ниобия.
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ВВЕДЕНИЕ

Ниобий широко используется в промышлен-
ности, технике, а также в атомной энергетике. Но
в литературе очень мало данных о барических за-
висимостях его теплофизических свойств. Иссле-
дования барических зависимостей свойств мак-
рокристалла Nb были проведены нами в работе
[1], где было показано хорошее согласие с имею-
щимися в литературе экспериментальными и тео-
ретическими данными. По барическим зависи-
мостям теплофизических свойств макрокристал-
ла Nb есть только одна теоретическая работа [2].
Барическая зависимость температуры плавления
макрокристалла представлена только в одной ра-
боте [3]. Для нанокристалла ниобия барические
зависимости теплофизических свойств и темпе-
ратуры плавления в литературе отсутствуют. По
этим причинам в данной работе проведено иссле-
дование эволюции барических зависимостей дан-
ных свойств при переходе от макро-, к нанокри-
сталлу ниобия. В частности, изучено изменение
уравнения состояния, барической зависимости
коэффициента теплового расширения, бариче-
ской зависимости модуля упругости и др. Также
представлены размерные зависимости указанных
свойств, полученные вдоль различных изотерм.

МЕТОДИКА РАСЧЕТА СВОЙСТВ
Предположим, что атомы взаимодействуют

посредством парного четырех параметрического
потенциала Ми–Леннард-Джонса, имеющего
следующий вид:

(1)

где D и ro – глубина и координата минимума по-
тенциала соответственно, b > a > 1 – численные
коэффициенты.

Для расчетов свойств макрокристалла мы ис-
пользуем метод, который был применен нами в
работе [1], а для изучения свойств нанокристалла
мы используем формализм RP-модели, который
изложен в работах [4, 5].

В рамках RP-модели нанокристалл со свобод-
ной поверхностью Гиббса имеет вид прямоуголь-
ного параллелепипеда с квадратным основанием,
ограненный гранями типа (100). Величина f =
Nps/Npo – это параметр формы, который опреде-
ляется отношением числа атомов на боковом реб-
ре Nps к числу атомов на ребре основания Npo. Для
стержневидной формы f > 1, для куба f = 1, для на-
нокристалла пластинчатой формы f < 1. Число
атомов в нанокристалле, равное: N =  из-
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меняется в пределах: 23/α ≤ N ≤ ∞, где α = π/(6kp),
kp – коэффициент упаковки структуры.

В рамках RP-модели среднее значение первого
координационного числа kn(N, f) зависит от раз-
мера (N) и формы нанокристалла (f) согласно вы-
ражению:

(2) (2)

где kn(∞) = kn(N = ∞) – координационное число
для макрокристалла.

Функция формы: Zs(f) = (1 + 2f)/(3f2/3), дости-
гает минимума, равного единице, при f = 1, т.е.
при форме куба. Для пластинчатых (f < 1) или
стержневидных (f > 1) форм значение Zs(f) больше
единицы. Поэтому функция kn(f)* = kn(N, f)/kn(∞)
при любом значении N имеет максимум при f = 1,
т.е. для наиболее энергетически оптимальной –
кубической, формы прямоугольного параллеле-
пипеда. При этом структуру нанокристалла (ха-
рактеризующуюся коэффициентом упаковки kp)
полагаем неизменной: kp = const.

Используя функцию (2) в формализме из ра-
бот [4, 5], можно рассчитать, как уравнение со-
стояния, так и барические зависимости при лю-
бом размере и форме нанокристалла. Как было
показано ранее в работах Магомедова RP-модель
применима от Npo = 2, т.е. от N = 8 до N = ∞ [6].

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ
Для расчетов был взят кристалл ниобия (с мас-

сой атома m(Nb) = 92.906 а. е. м.), который имеет
объемно-центрированную кубическую (ОЦК)
структуру: kn(∞) = 8, kp = 0.6802 и α = 0.76977. Для
расчета свойств нанокристалла ниобия были ис-
пользованы следующие параметры парного меж-
атомного потенциала Ми–Леннард-Джонса (1) [1]:

(3)

Параметры (3) были использованы нами при
расчете барических зависимостей свойств макро-
кристалла ниобия в [1]. Стоит отметить, что в ра-
боте [1] подробно обсуждены вопросы примене-
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ния потенциала (1) для расчета барических зави-
симостей свойств макрокристалла ниобия. Также
в работе [1] проведено сравнение наших зависи-
мостей с теоретическими расчетами других авто-
ров и с экспериментальными данными. Результа-
ты [1] показали хорошее совпадение с экспери-
ментом для уравнения состояния и барических
зависимостей свойств макрокристалла Nb. Дан-
ные для базовых параметров макрокристалла при
нормальных условиях представлены в табл. 1.

В данной работе мы изучим эволюцию бариче-
ских зависимостей коэффициента теплового рас-
ширения, модуля сжатия, удельной поверхностной
энергии и температуры плавления при уменьшении
размера нанокристалла ниобия вдоль различных
изотерм.

Отметим, что в используемом нами формализ-
ме не учитываются ни вакансии, ни самодиффу-
зия атомов, ибо как показано в [7], их влияние
при сжатии кристалла становится пренебрежи-
тельно малым. Здесь так же, как и в [1, 4–7] не учи-
тывается вклад в термодинамические параметры
электронной подсистемы, ибо потенциал (1) опи-
сывает парное взаимодействие нейтральных ато-
мов. Как было показано в [8, 9], погрешности,
возникающие при расчете термодинамических
свойств металла вследствие исключения из рас-
смотрения электронной подсистемы, пренебре-
жимо малы.

Рассчитанные на основе потенциала (1) с пара-
метрами (3) две изотермические зависимости дав-
ления от нормированного объема (v/vo = (c/ro)3) для
ниобия показаны на рис. 1. Здесь c = (6kpv/π)1/3 –
расстояние между центрами ближайших атомов,
v = V/N – удельный объем, V и N – объем и число
атомов в нанокристалле, а vo = V0/NA – удельный
объем при V = V0, где NA – число Авогадро.

На рис. 1 две нижние линии – изотермы T =
= 300 K, две верхние линии – изотермы T = 3000 K.
Сплошные линии – расчеты для макрокристалла
Nb, пунктирные – для нанокристалла из N =
=  = 83 атомов (Npo = 4 и f = 1). На рис. 1 и
далее, температура в 3000 K была выбрана, при
проведении расчетов, для того, чтобы заметнее
выделить “контраст” с температурой в 300 K.
Уменьшение роста давления при переходе от
макро- к нанокристаллу указывает на уменьше-

α3
pofN

Таблица 1. Данные для базовых параметров макрокристалла Nb при н. у.

Свойство Рассчитанное значение [1] Литературные данные [1]

Молярный объем, V0, см3/моль 10.8 10.828

Температура Дебая, Θ, K 331.5 260–300
Модуль сжатия, BT, ГПа 145.1 144.2–174

Коэффициент теплового расширения, αp, 10–6 K–1 20.6 20.8–23.9
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ние модуля упругости с уменьшением размера.
На графике имеются точки пересечения изотерм
уравнения состояния макро- и нанокристаллов с
координатами:

В этих точках давление не зависит от размера
(N) при данной температуре и форме нанокри-
сталла.

На рис. 2 приведено сравнение барических за-
висимостей коэффициента объемного теплового
расширения: αp(P) = (1/v)(∂v/∂T)P, для макро- и
нано-кристалла ниобия при N = 83 и f = 1.
Сплошные линии – расчеты для макрокристалла
вдоль изотерм 300 и 3000 K, штриховые линии –
расчеты для нанокристалла при N = 83 и f = 1
вдоль изотерм 300 и 3000 K.

( )= = =o0.84 ГПа, 1.001, 300 K;A A
P Tv v

( )= = =o9.25 ГПа, 1.001, 3000 K.B B
P Tv v

Видно, что при данном Р зависимости для на-
нокристалла лежат выше, чем для макрокристал-
ла, что обусловлено вкладом поверхности, где
атомы колеблются с большей амплитудой.

На рис. 3 показаны изоморфно (f = 1) изобари-
ческие (P = 0) размерные зависимости коэффици-
ента объемного теплового расширения αp(lg(N))
для трех изотерм 100, 300 и 3000 K. Квадраты,
окружности и треугольники – изотермы 100, 300 и
3000 K соответственно. Видно, что с уменьшением
размера увеличивается значение αp, а с увеличени-
ем температуры усиливается зависимость функции
αp от размера (т.е. от N).

На рис. 4. приведено сравнение барических за-
висимостей производной (∂αp/∂P)T для макро- и
нанокристалла ниобия при N = 83 и f = 1. Сплош-
ная и пунктирная линии – расчеты для макро-
кристалла вдоль изотерм 300 и 3000 K, треуголь-
ники и квадраты – расчеты для нанокристалла

Рис. 1. Уравнение состояния для макро- и нанокри-
сталлов ниобия.
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Рис. 2. Барические зависимости коэффициента объ-
емного теплового расширения αp(P) для макро- и на-
нокристаллов Nb.
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Рис. 3. Изоморфно изобарические размерные зависи-
мости коэффициента объемного теплового расшире-
ния для трех изотерм 100, 300 и 3000 K.
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при N = 83 и f = 1 вдоль изотерм 300 и 3000 K. Вид-
но, что зависимости (∂αp/∂P)T от P для нанокри-

сталла лежат ниже, чем для макрокристалла.

Сравнение изоморфно (f = 1) изотермиче-
ских барических зависимостей модуля сжатия
BT = –v(∂P/∂v)T, для макро- и нанокристалла ни-

обия при N = 83 и f = 1 показано на рис. 5. Линии 1
и 2 – расчеты для макрокристалла вдоль изотерм
300 и 3000 K, линии 3 и 4 – расчеты для нанокри-
сталла при N = 83 и f = 1 вдоль изотерм 300 и 3000 K.
Видно, что величина BT для нанокристалла всегда

меньше, чем для макрокристалла при той же тем-
пературе.

На рис. 6 представлены изоморфно (f = 1) изо-
барические (P = 0) размерные зависимости моду-
ля упругости ниобия вдоль трех изотерм. Квадра-
ты, окружности и треугольники – изотермы 100,
300 и 3000 K, соответственно. Видно, что с умень-
шением размера происходит уменьшение значе-
ния BT.

Барические зависимости производной модуля
упругости (∂BT/∂P)T для макро- и нанокристалла

ниобия при N = 83 и f = 1 приведены на рис. 7.
Сплошная и штриховая линии – расчеты для
макрокристалла вдоль изотерм 300 и 3000 K, ли-
нии с окружностями и квадратами – расчеты для
нанокристалла при N = 83 и f = 1 вдоль изотерм
300 и 3000 K. Видно, что на зависимости есть точ-
ки с координатами:

где (∂BT/∂P)T не зависит от N для данной темпера-
туры.

Имеются также точки с координатами:

где (∂BT/∂P)T не зависит от температуры при дан-
ном N.

На рис. 8. показана зависимость произведения
модуля упругости на коэффициент теплового
расширения: BTαp(Р) = (∂P/∂T)v, для макро- и на-

но-кристалла Nb. Линии 1 и 2 – расчеты для мак-
рокристалла вдоль изотерм 300 и 3000 K, линии 3
и 4 – расчеты для нанокристалла при N = 83 и f = 1
вдоль изотерм 300 и 3000 K. Видно, что на зависи-
мости есть точки, где произведение BTαp не зави-

сит от N для данной температуры:
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Рис. 5. Барические зависимости модуля сжатия BT
для макро- и нанокристаллов Nb.
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для T = 300 K:

для T = 3000 K:

Также есть точки, где произведение BTαp не за-

висит от температуры при данном N:

На рис. 9 представлены барические зависимо-
сти для σ – удельной (на единицу площади) по-
верхностной энергии грани (100) для макро- и на-
но-кристалла Nb. Линии 1 и 2 – расчеты для мак-
рокристалла вдоль изотерм 300 и 3000 K, линии 3
и 4 – расчеты для нанокристалла при N = 83 и f = 1
вдоль изотерм 300 и 3000 K. На изотерме T = 300 K
присутствуют две характерные P-точки, на суще-
ствование которых было указано в [10] на приме-
ре железа. В P-точках значение σ(P) не зависит от
N при заданном значении T. Для ниобия коорди-
наты P-точек следующие:

Для изотермы T = 3000 K P-точки отсутствуют.

На рис. 10 показаны изоморфно (f = 1) изоба-
рические (P = 0) размерные зависимости σ(lg(N))
ниобия вдоль трех изотерм. Квадраты, окружно-
сти и треугольники – изотермы 100, 300 и 3000 K
соответственно. Видно, что с уменьшением раз-
мера происходит уменьшение значения σ. Также
видно, что с увеличением температуры зависи-
мость σ от размера (т.е. от N) усиливается.

Барическую зависимость температуры плавле-
ния Tm(P) вычисляли по методу, основанному на

критерии Линдеманна, который представлен в
работе [1]. На рис. 11 представлены зависимости
Tm(P) для макро и нанокристаллов Nb с различ-

ным количеством атомов. Сплошная линия –
расчеты для макрокристалла, линия с окружно-
стями – нанокристалл c N = 1300 атомов (Npo = 10

и f = 1), штриховая линия – с N = 83 атома (Npo = 4

и f = 1). Видно, что с увеличением числа атомов в
нанокристалле происходит возрастание Tm(P).

Производные Tm(P) по давлению:  =

= ∂Tm(P)/∂P, для макро- и нанокристаллов Nb с

различным количеством атомов показаны на
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Рис. 8. Зависимость произведения BTαp(Р) для мак-
ро- и нанокристалла Nb.
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КРАМЫНИН

рис. 12. Сплошная линия – расчет для макрокри-
сталла, линия с окружностями – нанокристалл с
N = 1300 атомов (Npo = 10 и f = 1), штриховая ли-

ния – с N = 83 атома (Npo = 4 и f = 1). Видно, что

барические зависимости функции  пересе-

каются в точке: Px = 4.3 ГПа,  = 61 K/ГПа.

Очевидно, что при давлениях P < Px с ростом раз-

мера будет происходить уменьшение  а при

P > Px – увеличение  что показано на рис. 13.

ВЫВОДЫ

Впервые изучена размерная зависимость как
уравнения состояния, так и барических зависи-
мостей следующих свойств ниобия: изотермиче-
ский модуль упругости, коэффициент теплового
расширения, удельная поверхностная энергия и
температура плавления. Также изучены произ-
водные этих функций по давлению.

Показано, что при уменьшении размера значе-
ния αp увеличиваются, а BT, и Tm уменьшаются

вдоль изобары. Для σ наблюдается более сложный
ход зависимости, но при давлениях P > 50 ГПа тен-
денция к уменьшению значения σ с уменьшени-
ем размера сохраняется для изотермы 300 K. Для
изотермы 3000 K значения σ уменьшаются с изо-
морфным уменьшением размера вдоль изобары.

Впервые изучена размерная зависимость про-

изводной  вдоль двух изобар P = 0 и 10 ГПа.

Функции  для макро- и нанокристаллов пере-

секаются в точке Px = 4.3 ГПа,  = 61 K/ГПа.

Это указывает на то, что в этой точке величина

 от размера не зависит.

Автор выражает благодарность М.Н. Магомедо-
ву, Э.Н. Ахмедову, Е.М. Зобову и Н.Ш. Газановой
за плодотворные дискуссии и помощь в работе.

Работа выполнена при финансовой поддержке
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11013_мк.
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