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Во второй части обзора основное внимание уделено моделированию процессов эволюции лимитиро-
ванных популяций, а также влиянию миграции на динамику популяций и особенности их простран-
ственного распределения. Представлены существующие подходы и математические дискретные во
времени модели для изучения возникновения мультистабильности, синхронизации и кластеризации
в популяционных системах.
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Для понимания механизмов, вызывающих по-
пуляционные колебания, важно применять ре-
куррентные уравнения к изучению и моделирова-
нию динамики численности тех биологических
видов, которые характеризуются четко выражен-
ным сезоном размножения и стадийностью разви-
тия. Рекуррентные уравнения позволили объяс-
нить резкие колебания численности популяций
при сравнительно постоянных внешних услови-
ях. Оказалось, что периодические колебания, на-
блюдаемые в живых системах, могут определяться
не только внешними воздействиями, но и внут-
ренними свойствами самой системы. Кроме того,
часто в экспериментальных и полевых исследова-
ниях данные собираются с регулярными интервала-
ми времени, что также указывает на целесообраз-
ность использования рекуррентных уравнений.

В предыдущей части обзора были рассмотрены
динамические эффекты (мультистабильность, фа-
зовая мультистабильность), к которым приводят
плотностно-зависимая регуляция, усложнение
возрастной, половой, стадийной структур и влия-
ние внешних факторов (Фрисман и др., 2021). В
данной части обзора основное внимание уделяет-
ся задачам, связанным с моделированием про-
цессов эволюции лимитированных популяций, а
также влиянию миграции на динамику популя-
ций и особенности их пространственного распре-
деления. Предлагаемый обзор будет полезен для
исследователей, которые имеют набор данных

наблюдений или экспериментов и находятся в
поиске математических методов и моделей для их
описания и анализа.

ВЛИЯНИЕ ПРОЦЕССОВ 
МИКРОЭВОЛЮЦИИ НА 

ПОПУЛЯЦИОННУЮ ДИНАМИКУ
Базовые концепции общей биологии, связан-

ные с эволюцией популяций и динамикой экоси-
стем, были сформированы в предположении, что
экологические и эволюционные процессы тесно
взаимосвязаны. В частности, автор эволюцион-
ной теории Ч. Дарвин (Darwin, 1859), создатели
синтетической “генетической” теории эволюции
Р. Фишер (Fisher, 1930), С. Райт (Wright, 1930),
Дж. Холдейн (Haldane, 1932) и С.С. Четвериков
(Четвериков, 1926), а также основоположники
теоретической экологии (динамической теории
экосистем) П. Ферхюльст, В. Вольтера и Г.Ф. Гау-
зе (Гаузе, 1935, 1984) рассматривали эволюцион-
ные и экологические процессы как неотъемле-
мые характеристики одного целого.

Более детально механизм взаимосвязи эволю-
ционных и экологических процессов впервые
был описан в 1950-х и 1960-х гг. Одной из первых
появилась гипотеза Читти (Chitty, 1952, 1960) о
том, что циклические изменения численности
полевок могут быть следствием естественного от-
бора, благоприятствующего различным геноти-
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пам в противоположные фазы цикла внешних
условий. Затем было предположено, что именно
эволюция создает условия для контроля числен-
ности травоядных, паразитов и хищников в при-
роде (Pimentel, 1968). Развивались представления
о плотностно- и частотно-зависимых составляю-
щих в действии естественного отбора (Birch, 1955;
Charlesworth, 1971), а также о плотностно-незави-
симых формах естественного отбора, действие
которых в условиях экологического лимитирова-
ния способно вызвать изменение характера дина-
мики численности популяций (Gottlieb, 1974;
Gaines et al., 1978; Фрисман, 1986, 1995).

Позже интерес к этой теме практически про-
пал в связи с неудачными попытками экспери-
ментально подтвердить взаимосвязь эколого-ге-
нетических процессов, например, гипотезу Читти
(Boonstra, Boag, 1987). В результате укоренилось
мнение, что у эволюционных и экологических
процессов значительно отличаются временные
шкалы (Carroll et al., 2007). Несмотря на преобла-
дающий пессимизм, постепенно накапливались
результаты исследований, подтверждающие воз-
можность наблюдать существенные адаптивные
генетические изменения, происходящие в насто-
ящее время (например, изменение окраски и
признаков жизненного цикла гупий при смене
хищника (Endler, 1980; Reznick, Bryga, 1987; Rez-
nick et al., 1990); изменения признаков жизненно-
го цикла комаров, завезенных на Гавайи (Stearns,
1983); фенотипические признаки кроликов, заве-
зенных в Новую Зеландию (William, Moore,
1989)). Позже удалось экспериментально под-
твердить, что естественный отбор и генетическая
изменчивость могут влиять на популяционную
динамику (Sinervo et al., 2000; Yoshida et al., 2003).
В последнее время наблюдается рост исследова-
тельского интереса к анализу экоэволюцинной
динамики, однако полного синтеза экологиче-
ских и генетических представлений и концепций
нет до сих пор (Carroll et al., 2007; Pelletier et al.,
2009), экологические и генетические популяци-
онные процессы, как правило, рассматриваются
отдельно (Mallet, 2012; Bertram, Masel, 2019). В
частности, в популяционно-генетических моде-
лях изучается динамика генетических частот в за-
висимости от различных особенностей наследо-
вания, при этом используются относительные
значения приспособленностей генотипов, что
позволяет считать численность популяции посто-
янной (модель Фишера–Райта) (Stearns, 1992;
Ellner, 1996; Barton et al., 2007; Yamamichi, Ellner,
2016; Yamamichi, Hoso, 2017).

Отметим модели, в которых показано, что эво-
люционный процесс естественного отбора может
привести к изменению параметров роста популя-
ции и связанной с этим смене динамических ре-
жимов ее численности, и обсудим возможные ме-
ханизмы и направленность этих изменений.

Для понимания основных закономерностей
эволюции динамического поведения численно-
сти лимитированной популяции ограничимся
подробным рассмотрением простой модельной
ситуации, когда все адаптивное разнообразие в
популяции определяется одним диаллельным A ло-
кусом с аллеломорфами A1 и A2, причем фенотип
особи жестко определяется ее генотипом; популя-
ция панмиктична, в ней действуют менделевские
правила наследования, а смежные поколения осо-
бей не перекрываются. В этом случае действие от-
бора можно описать количественно, поставив в
соответствие каждому из генотипических классов
особей A1A1, A1A2, и A2A2 по одному коэффициенту
w11, w12 и w22 соответственно, называемому при-
способленностью особей данного генотипа (fit-
ness). Будем считать, что wij равно среднему числу
потомков, произведенных одной особью данного
генотипического класса и доживших до репро-
дуктивного возраста (внесших вклад в следующее
поколение). Это определение приспособленно-
сти формально эквивалентно определению Фи-
шера (Fisher, 1930; Ратнер, 1977).

Несмотря на максимальное упрощение, моно-
генная модель отбора не полностью оторвана от ре-
альности. В качестве яркого примера можно приве-
сти моногенный характер наследования размера
помета у арктических песцов Alopex lagopus. На осно-
ве комплексного сегрегационного анализа типа на-
следования размера приплода в расширенной генеа-
логии фермерских песцов было показано, что для
данного адаптивного (напрямую определяющего
приспособленность) признака наследование ма-
тематического ожидания размера приплода можно
описать в рамках моногенной модели с контролем
малого размера приплода по рецессивному типу
(Axenovich et al., 2007).

Перейдем к математическому описанию про-
цесса эволюции популяции и введем следующие
обозначения: q – частота гамет, несущих аллель
A1, N – численность популяции. Сделанные пред-
положения позволяют получить рекуррентные
уравнения, связывающие значения этих пере-
менных в смежных поколениях (Ратнер, 1977):

(1)

где n – номер поколения, 
 +  – средняя приспособлен-

ность популяции.
Рассмотрим ситуацию, когда действие отбора не

зависит от численности (плотности населения) по-
пуляции, однако будем учитывать влияние плот-
ностно-зависимых факторов, лимитирующих рост
популяции. Такое представление, по-видимому,
вполне соответствует реальному действию отбора
на те признаки, природная генотипическая из-
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менчивость по которым никак не коррелирует с
изменениями плотности в популяции. Подобным
образом должны, по-видимому, отбираться мно-
гие физиологические мутации, влияющие на об-
щую жизнеспособность.

В этом случае относительные приспособлен-
ности (отношения wij/w*, где wij – приспособлен-
ность ij-го генотипа, a w* – приспособленность
одного из генотипов, принятая за эталон) не за-
висят от численности популяции, т.е. их можно
считать константами. Поскольку популяция на-
ходится под действием плотностно-зависимых
лимитирующих факторов, то абсолютные при-
способленности каждого генотипического класса
должны зависеть от численности популяции:

(2)
Здесь f(N) – функция, характеризующая плот-

ностную регуляцию численности, одинаковую
для каждого генотипа, аij – коэффициенты, рав-
ные относительным генотипическим приспособ-
ленностям. Функцию f(N) будем считать моно-
тонно убывающей с ростом численности, причем
f(0) = 1. Такое действие отбора предлагаем назы-
вать F-отбором, подчеркивая этим, что отбор осу-
ществляется при постоянных относительных
приспособленностях (fitnesses). Легко видеть, что
в случае F-отбора уравнения динамики (1) преоб-
разуются к виду

(3)

Динамика численности рассматриваемой по-
пуляции, находящейся под действием F-отбора, мо-
жет описываться моделью Рикера (f(N) = exp(–bN)),
дискретным аналогом модели Ферхюльста (f(N) =
= 1 – kN) и др. В отличие от классических моделей
здесь коэффициент роста популяции а зависит от n.
Это связано с тем, что ап равно среднему значе-
нию относительных приспособленностей аij в по-
пуляции в n-м поколении, т.е.

Отметим, что без потери общности модель (3)
может быть записана в относительных значениях
численности:

(4)

причем в случае дискретного аналога модели
Ферхюльста f(xn) = 1 – xn, а для модели Рикера
f(xn) = exp(–xn).

Уравнение изменения генетической структу-
ры популяции при F-отборе не зависит от ее чис-
ленности и может быть исследовано отдельно.
Кроме того, оно совпадает с уравнением динами-
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ки генетической структуры нелимитированной
популяции. Следовательно, здесь справедлива
теорема Фишера, доказанная для дискретного
случая Кингманом (Kingman, 1961): ап + 1 ≥ ап, т.е.
среднее значение относительных приспособлен-
ностей аi может лишь возрастать в процессе эво-
люции независимо от их конкретных значений и
начального состояния популяции. Это означает,
что репродуктивный потенциал лимитированной
популяции возрастает в процессе эволюции так
же, как средняя приспособленность свободной.
Однако такой монотонный рост репродуктивного
потенциала, вызванный динамикой генетиче-
ской структуры, может привести к изменению ха-
рактера динамического поведения численности
даже однородной популяции и обусловить воз-
никновение периодических и нерегулярных ко-
лебаний. Таким образом, в лимитированных по-
пуляциях с неперекрывающимися поколениями
прогрессивное возрастание средней приспособ-
ленности может оказаться в диссонансе со ста-
бильностью роста популяции.

Рассмотрим модель эволюционной динамики
популяции, содержащей два возрастных класса:
младший, включающий в себя неполовозрелых
особей, и старший, состоящий из особей, участ-
вующих в размножении. Предполагается, что
рождаемость половозрелых особей меняется в
процессе микроэволюции, а репродуктивный по-
тенциал – максимально возможная плодовитость
особей – является адаптивным признаком, кото-
рый определяется одним аутосомным диаллель-
ным локусом с аллеломорфами А и а. Следова-
тельно, в популяции выделяются генотипические
группы АА, Аа и аа с различающимися репродук-
тивными потенциалами. Модель имеет вид (Не-
верова и др., 2020)

(5)

где X и Y – численности младшего и старшего воз-
растных классов соответственно; n – номер пери-
ода размножения; s (0 < s ≤ 1) и v (0 < v ≤ 1) – ко-
эффициенты выживаемости неполовозрелых и
половозрелых особей соответственно; q и p – ча-
стоты аллеля А в младшем и старшем возрастных
классах соответственно; Bn =  + 2bAapn(1 – pn) +
+ baa(1 – pn)2 – средний репродуктивный потен-
циал старшего возрастного класса в году n; bАА, bАа
и bаа – репродуктивные потенциалы соответству-
ющих генотипов; α и β – коэффициенты, харак-
теризующие интенсивности воздействия неполо-
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возрелых и половозрелых особей на уменьшение
рождаемости.

Проведенные ранее исследования нелиней-
ных моделей динамики популяций с возрастной
структурой показали, что увеличение средней ин-
дивидуальной приспособленности приводит к ко-
лебаниям численности, а затем к возникновению
хаотических аттракторов, структура и размерность
которых меняются при изменении параметров мо-
дели. В частности, увеличение рождаемости и
уменьшение смертности возрастных групп при-
водят к усложнению структуры аттракторов и ро-
сту фрактальной размерности (Фрисман, Ска-
лецкая, 1994; Фрисман, Жданова, 2009; Фрисман
и др., 2010; Frisman et al., 2011).

Согласно моделям (4) и (5) перечисленные ти-
пы динамики численности могли бы последова-
тельно возникать в эволюции лимитированной по-
пуляции под действием плотностно-независимого
естественного отбора, повышающего среднюю при-
способленность популяции в соответствии с фунда-
ментальной теоремой естественного отбора Фише-
ра. Показано, что результаты F-отбора в экологиче-
ски лимитированных популяциях не отличаются
от результатов отбора по “фишеровским” при-
способленностям в свободно размножающихся
популяциях: промежуточные значения приспо-
собленностей гетерозигот относительно приспособ-
ленностей гомозигот (движущий отбор) приводят к
установлению мономорфизма по аллелям, обеспе-
чивающим больший репродуктивный потенциал;
сверхдоминирование приводит к устойчивому по-
лиморфизму, а пониженная относительная приспо-
собленность гетерозигот – к бистабильности моно-
морфных состояний.

Плотностное лимитирование приводит к тому,
что с ростом среднего репродуктивного потенци-
ала равновесная численность популяции теряет
устойчивость и возникают колебания. При этом
генетическая структура определяется соотноше-
нием приспособленностей: при движущем отборе
устанавливается мономорфизм, при сверхдоми-
нировании – полиморфизм, при пониженном ре-
продуктивном потенциале гетерозигот – ловушка
бистабильности (Неверова и др., 2020).

Наличие возрастной структуры обеспечивает
возникновение колебаний по двум сценариям:
сценарию удвоения периода, приводящему к
“пилообразным” колебаниям численности, редко
встречающимся в природе, и сценарию рождения
инвариантной кривой, при котором возникают
квазипериодические колебания, сравнительно ча-
сто наблюдающиеся в природе.

Динамические режимы, наблюдаемые в наших
эколого-генетических моделях, – следствие объ-
единения двух подходов: естественный отбор
приводит к эволюционному росту приспособлен-
ности (в модели (5) – к росту репродуктивного

потенциала), а плотностное регулирование при
увеличении репродуктивного потенциала приво-
дит к бифуркациям, обеспечивающим возникно-
вение колебаний численности. Только теперь эти
флуктуации появляются в ходе генетической эво-
люции.

Принципиально новое здесь – возникновение
устойчивых колебаний не только численности,
но и частот генов. Отметим, что F-отбор не явля-
ется плотностно-зависимым отбором: репродук-
тивные потенциалы генотипов – константы, не-
зависящие ни от численности, ни от плотности.
Ожидалось, что F-отбор вызовет монотонное из-
менение частот, которое может привести к изме-
нению динамического режима популяции. Одна-
ко оказалось, что в рамках F-отбора возможны
бифуркации, которые приводят к возникнове-
нию устойчивых колебаний частот аллелей. При
этом нарушается принцип суперпозиции резуль-
татов двух моделей: плотностно-независимого
естественного отбора и плотностно-зависимой
регуляции роста численности; появляются режи-
мы, которые не наблюдались отдельно в каждой
из моделей.

Другой парадокс F-отбора заключается в том,
что он, будучи независимым от плотности, при-
водит к периодическим колебаниям и нерегуляр-
ным режимам динамики численности, которые
создают условия для плотностно-зависимого от-
бора, такого как r- и K-отбор.

В случае r- и K-отбора зависимость приспо-
собленности генотипов от численности оказыва-
ется более сложной, чем при F-отборе. Наиболее
часто эту зависимость формализуют в виде

(6)

Формула (6) – обобщение модели Рикера для
популяции, развивающейся под действием есте-
ственного отбора. Rij (Rij > 0) – мальтузианский
параметр, характеризующий репродуктивный
потенциал ij-го генотипа, Kij (Kij > 0) – ресурсный
параметр генотипа: это равновесное значение
численности, которое было бы достигнуто попу-
ляцией, если бы она состояла только из особей с
ij-м генотипом. Коэффициент R измеряется в аб-
солютных единицах, а K – в относительных. Рас-
сматриваемый тип естественного отбора – био-
логически содержательный, поскольку известны
результаты наблюдений r- и K-стратегий отбора в
лабораторных и природных популяциях низших
и высших организмов (Long, Long, 1974; Mac-
Naughton, 1975; Graham, 1977).

Исследование модели (1) показало, что, когда
приспособленности генотипов описываются
уравнением (6), можно выделить аналоги основ-
ных типов отбора на базе соотношения ресурсных
параметров генотипов. В отличие от результатов
действия отбора в популяциях без учета плот-

[ ]( ) exp (1 ) .ij n ij n ijw x R x K= −
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ностного лимитирования, здесь зависимость от
начальных условий при пониженном ресурсном
параметре гетерозиготы в лимитированной попу-
ляции приобретает весьма сложную форму. В
этом случае помимо начальной генетической
структуры популяции на результат эволюции мо-
жет влиять и ее начальная численность. При по-
вышенном ресурсном параметре гетерозигот в
популяции сохраняется полиморфизм, при этом
характер динамики как численности, так и частот
генов может быть как равновесным, так и флукту-
ирующим, а смена динамического режима может
быть вызвана изменением начальных условий
(рис. 1).

Даже при промежуточном значении ресурсно-
го параметра гетерозиготы (что соответствует на-
правленному отбору) популяция с плотностным
лимитированием роста численности может оста-
ваться полиморфной, при этом динамика ее чис-
ленности и генетического состава нестационарна.
На рис. 2 показана область существования устой-
чивого полиморфизма при промежуточном до-
минировании ресурсных параметров генотипов.
Динамика популяции в этом случае может быть
весьма разнообразной – от строго регулярной
(циклы различной длины) до нерегулярной.

Таким образом, сложившиеся представления о
направленном действии естественного отбора как
силы, ведущей популяцию к некоторой оптималь-
ной приспособленности, нарушаются уже даже в та-
кой простой модели вследствие ее мультистабиль-
ности. Оказалось, что изменение начальных усло-
вий, которое может быть обусловлено влиянием

внешней среды, способно значительно изменить
результат эволюции. Выявленная мультистабиль-
ность дает возможность популяции оставаться
полиморфной даже при пониженной приспособ-
ленности гетерозиготы. При этом сложная фрак-
тальная структура бассейнов притяжения альтер-
нативных аттракторов свидетельствует о колос-
сальных сложностях прогноза эволюционных
последствий даже при известных значениях при-
способленностей конкретных генотипов.

ВЛИЯНИЕ ПРОЦЕССОВ МИГРАЦИИ
Рассмотрим систему двух миграционно свя-

занных популяций, динамика каждой из которых
описывается моделью Рикера:

(7)

где m – коэффициент связи между двумя полно-
стью идентичными локальными популяциями
или коэффициент миграции, x и y – относитель-
ные численности популяций, n – номер сезона
размножения, a – коэффициент рождаемости.

Подобного типа модель известна давно (Oppo,
Kapral, 1986; Кузнецов, Кузнецов, 1991; Gyllen-
berg, Hanski, 1992; Gyllenberg et al., 1993; Hanski,
Gyllenberg, 1993; Безручко и др., 2002; Астахов
и др., 2006). Несмотря на свою простоту и боль-
шую историю модель (7) имеет ряд особенностей
динамического поведения, изученных относи-
тельно недавно (Кулаков, Фрисман, 2010; Кула-
ков и др., 2013). Так, известно, что при одних и тех

1
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Рис. 1. Бассейны притяжения двух типов динамики модели (1), (6) при Kaa = 0.8, KAA = 1, KAa = 2.2, RAA = 2.3, RAa = 1,
Raa = 5.69. Полиморфная неподвижная точка (x = 1.19, q = 0.62) устойчива.
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Рис. 2. Карта режимов динамики генетического состава популяции при Kaa = 1.46, KAA = 3.35, RAA = 3.4, x0 = 0.1, q0 =
= 0.2. Черным цветом отмечена область параметров, соответствующих мономорфному равновесию (q = 1); оттенками
серого – полиморфному состоянию системы (1), (6).

3.34

3.28

3.26

3.24

3.22

3.32

3.30

3.20

3.18
1.8 2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0 3.2 3.4

KAa

RAa

2-цикл

4-цикл

5-цикл

3-цикл

6-цикл

8-цикл

Хаос

q = 1

же значениях демографических параметров в за-
висимости от начальных значений численности
популяций в системе оказывается возможным
возникновение принципиально разных динами-
ческих режимов. Фазовое пространство модели
при этом дробится бассейнами притяжений этих
режимов. В частности, показано, что могут одно-
временно сосуществовать синхронные и несин-
хронные режимы. С ростом репродуктивного по-
тенциала a происходит рост числа возможных
мультистабильных состояний (рис. 3). Так, в диа-
пазоне существования устойчивого цикла длины
2 наблюдается единственный цикл, противофаз-
ный ему (21). В то время как несинхронные циклы
больших длин представлены несколькими свои-
ми разновидностями, которые отличаются вре-
менным сдвигом (фазой) значений рядов xn и yn

на целую величину τ, такую, что 
при  Например, 4-цикл в системе (7) имеет
3 несинхронных вида – 41, 42 и 43 (нижний индекс
равен τ). Однако несинхронный 8-цикл в системе
(7) представлен лишь 5 своими разновидностями
(81, 82, 83, 85, 87). Кроме того, цикл 82 имеет “двой-

ника” , для которого не существует предела
 однако для τ = 2 эта разница мини-

мальна. Каждый из перечисленных режимов име-
ет свои сложно устроенные области (бассейны)
притяжения (рис. 4). Это позволяет заключить,

τ 0n nx y +− →
.n → ∞

2
*8

τ 0,n nx y +− →

что из-за малого размера некоторых бассейнов
самые незначительные внешние воздействия
(промысел, болезни, хищничество и т.п.) могут
перекинуть траекторию в другой бассейн с прин-
ципиально иным типом динамики (рис. 4).

БОЛЬШИЕ МЕТАПОПУЛЯЦИИ: 
СИНХРОНИЗАЦИЯ И КЛАСТЕРИЗАЦИЯ

Дальнейшее развитие моделей, описывающих
динамику миграционно связанных популяций,
исходит из следующих соображений:

во-первых, система популяций или метапопу-
ляция может состоять более чем из двух локаль-
ных групп особей, которые каким-то образом
рассредоточены по двумерному ареалу. В этом
случае модель динамики такой системы будет со-
стоять более чем из двух связанных рекуррентных
уравнений. Логично предположить, что такие си-
стемы наследуют ряд свойств системы (7), а также
демонстрируют ряд принципиально новых;

во-вторых, особи в популяции могут отличать-
ся одна от другой по половому, возрастному или
генетическому признакам, а также подвижностью
по ареалу. Например, способными к миграции мо-
гут быть особи старшего возрастного класса, в то
время как молодняк не участвует в расселении.



ИЗВЕСТИЯ РАН. СЕРИЯ БИОЛОГИЧЕСКАЯ  № 3  2021

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПОПУЛЯЦИОННОЙ ДИНАМИКИ 233

Рис. 3. Бифуркационная диаграмма (сверху) и фазовые портреты (снизу) модели (7). Черным цветом отмечены син-
хронные циклы (20, 30, 40, 80), серым цветом – асинхронные (21, 42, 63, 81). Q1 и C0 – квазипериодическая и хаотиче-
ская динамика соответственно.
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Рис. 4. Бассейны притяжения модели (7). Черным цветом выделена область притяжения полностью синхронных ре-
жимов, белым цветом – область противофазных режимов, серым – множество иных асинхронных режимов, в том
числе с частичной синхронизацией.
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Рассмотрим следующую математическую мо-
дель (Кулаков, Фрисман, 2017, 2019; Кулаков,
2018):

(8)

где  и  – относительные численности
(плотности) младшей (неполовозрелой) и стар-
шей (половозрелой) части метапопуляции в t-й
номер сезона ( ) на участке двумерного
ареала с номером (i, j). Индекс i – номер строки
( ), j – столбца ( ), k и s –
размеры ареала. В отсутствие миграции (m = 0)
уравнения (8) описывают ситуацию, при которой
численность потомства нелинейно зависит от
численности обоих возрастных классов, что соот-
ветствует плотностно-зависимой регуляции рожда-
емости. Предполагается, что старший возрастной
класс состоит из выживших в прошлом сезоне по-
ловозрелых особей (доля таких особей составляет

) и тех особей, которые перешли из млад-
шего класса в старший (за счет выживаемости мо-
лоди с интенсивностью ). Параметр a в
первом уравнении – репродуктивный потенциал.
Величина ρ > 0 определяет вклад неполовозрелых
особей в плотностно-зависимое лимитирование
рождаемости (Frisman et al., 2011).

Функция M задает характер расселения особей
из каждой субпопуляции, т.е. M – это функция
связи. Если местообитания с номерами (i, j) и (g, h)
связаны, то 0 < M < 1, в противном случае – M = 0.
Величина S – нормирующий коэффициент, рас-
считываемый так, чтобы обеспечить строгое ра-
венство между числом особей, покинувших (i, j)-е
местообитание (эмигранты), и числом тех, кто
пополняет каждое (g, h)-е местообитание (имми-
гранты). Одна из возможных функций, описыва-
ющих связь, – это Гауссова кривая следующего
вида:

(9)

Согласно выражениям (9) интенсивность по-
тока мигрантов из (i, j)-й субпопуляции экспо-
ненциально уменьшается по мере удаления от
нее. Параметры m и P в рамках системы, состоя-
щей из уравнений (8) и (9), интерпретируются как
сила и радиус связи соответственно. Такой под-
ход описывает очевидное наблюдение: чем даль-
ше от источника расположен участок, принима-
ющий эмигрантов, тем труднее до него добраться
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за короткое время. Таким образом, на смежные
участки перемещается максимально большое
число мигрантов, а в более удаленные местооби-
тания доходит все меньше и меньше особей. Ис-
пользование нелинейных функций связи для
описания дальнодействующих взаимодействий
не ново. Например, часто используют гиперболи-
ческую или экспоненциальную зависимость (Vas-
concelos et al., 2004; Viana et al., 2017), но, как пра-
вило, для одномерных решеток, состоящих из
связанных одномерных логистических отображе-
ний. Функция вида (9) была приведена в ранее
опубликованных работах (Tuzinkevich, Frisman,
1990; Фрисман и др., 1996).

В модели (8) используются периодические
граничные условия, т.е. ареал описывается в фор-
ме тора. Для этого принимается, что первая стро-
ка решетки системы (8) связана с последней, а
первый столбец – с последним, т.е. каждая субпо-
пуляция с номером (i, j) связана с (s, j), а (i, 1) – с
(i, k). Такое представление ареала широко ис-
пользуется при моделировании пространственно-
временнóй динамики популяции на небольшом
участке огромного ареала, если моделирование на
всем ареале технически сложно (Comins et al., 1992;
Liang et al., 2005; Burton, Travis, 2008; Banerjee et al.,
2016; Huang, Zhang, 2016; Kolobov, Frisman, 2016;
Huang et al., 2019; Pommerening, Grabarnik, 2019),
например, если условия среды на всем ареале
оказываются достаточно неоднородными, в то
время как на моделируемом участке небольшой
площади условия примерно равные. Замыкание
границ в этом случае восполняет пробелы инфор-
мации о состоянии популяции за пределами мо-
делируемого участка.

Система (9) описывает развитие групп связан-
ных популяций, которые изначально имеют раз-
ные численности, вследствие чего их динамика
оказывается несинхронной. Миграционная связь
стремится сгладить возможные различия между
ними, т.е. синхронизировать их динамику. Ока-
зывается, что это возможно не всегда. Например,
при малых силе и радиусе связи это практически
невозможно (возможно лишь при специально по-
добранных начальных условиях). Вместе с тем
синхронизация может быть не полной, а кластер-
ной, когда синхронными оказываются группы
или кластеры рядом располагающихся субпопу-
ляций. Например, если каждая субпопуляция при
определенных значениях демографических пара-
метров демонстрирует колебания с периодом 2,
то в зависимости от начальных численностей ко-
лебания на разных территориях могут иметь раз-
ные фазы колебаний. Поэтому в простейшем слу-
чае динамика в разных кластерах отличается
только фазой.

На двумерном ареале кластеры синхронных
популяций приобретают форму пятен, полос,
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спиралей, лабиринтных и мозаичных узоров из
концентрации численностей. Однако, несмотря
на тот факт, что часто формируются довольно
простые пространственные структуры (пятна или
полосы), динамика в разных частях двумерного
ареала иногда отличается не только фазой (ока-
зывается некогерентной), даже несмотря на тот
факт, что все локальные субпопуляции абсолют-
но идентичные, а связь между ними достаточно
сильная (Кулаков, Фрисман, 2018, 2019, 2020).
Можно привести несколько примеров, в которых
пятна состоят из субпопуляций с синхронной
(когерентной) динамикой, но окружены субпопу-
ляциями, демонстрирующими колебания числен-
ности с другими периодом и амплитудой (рис. 5).
Такое сложное коллективное поведение связано
со следующим:

во-первых, согласно (9) поток мигрантов
уменьшается по мере удаления от каждого место-
обитания. Поэтому кластеры редко однородны
по степени синхронизации – она, как правило,
снижается от центра кластера к границам, на ко-
торых иногда возникают кластеры с переходным
типом динамики (рис. 5б);

во-вторых, динамика локальной двухвозраст-
ной популяции в отсутствие какого-либо рассе-
ления (при m = 0) обладает мультистабильностью:
при разных начальных численностях возникают
колебания, которые отличаются не только фазой
колебаний, как в случае простой метапопуляции
с непересекающимися поколениями (модель (7)),
но и периодами и амплитудами (Кулаков и др.,
2014).

В результате при определенных условиях скла-
дывается ситуация, когда в одной части ареала
наблюдается синхронизация одних циклов, а в
другой части – принципиально других. С учетом
существенной разницы в размахе колебаний фор-
мируемые кластеры хорошо контрастируют на
фоне друг друга или на фоне полностью синхрон-
ного (рис. 5б) или несинхронного поведения
(рис. 5а), или даже пространственно-временнóго
хаоса (рис. 5в).

В ряде случаев на фоне когерентной динамики
появляются одиночные субпопуляции, которые
не синхронизируются ни с кем. Колебательные
элементы с таким динамическим поведением на-
зывают уединенными состояниями (Шепелев,
Вадивасова, 2017; Rybalova et al., 2019). В модели
(8) их появление связано с одним из мультиста-
бильных режимов динамики локальной популя-
ции: 3-цикл или трехкомпонентный хаотический
аттрактор (результат серии бифуркаций 3-цикла).
С одной стороны, такие субпопуляции характе-
ризуются случайным расположением на ареале
(но появляются они не только при случайных на-
чальных условиях), с другой стороны, для них ха-
рактерен взрывной тип динамики, когда после

стремительного роста численности следует столь
же стремительное падение.

Анализ закономерностей формирования опи-
санных пространственно-временных структур
выявил несколько особенностей:

во-первых, регулярные когерентные структу-
ры в виде пятен или полос формируются даже при
максимальных силе и радиусе связи (m = 1,

). Это объясняется тем, что интен-
сивность потока мигрантов уменьшается по мере
роста расстояния между субпопуляциями. В ре-
зультате связь никогда не бывает по-настоящему
глобальной, при которой должна наступать пол-
ная синхронизация. Дальнейшая эволюция пятен
при снижении интенсивности связи сопровожда-
ется либо увеличением их количества с уменьше-
нием размера, либо слиянием и образованием по-
лос. Впоследствии эти полосы закручиваются и
приобретают форму лабиринтов, спиралей или
колец. При таком усложнении пространственных
структур динамика в целом остается когерент-
ной, т.е. динамика в разных кластерах отличается
лишь фазой;

во-вторых, при любых силе и радиусе связи
появляются некогерентные остальным популя-
ции – уединенные состояния. Их число растет по
мере снижения силы или радиуса связи, и в ка-
кой-то момент они начинают синхронизировать-
ся и образовывать кластеры, которые существен-
но отличаются от окружающих (рис. 5г). Следует
отметить, что если фоновые субпопуляции уже
давно несинхронны между собой (при низких m и
P) и невозможно выделить четкие пространствен-
ные узоры, или даже формируется простран-
ственно-временнóй хаос, то появление кластеров
из уединенных состояний приводит вновь к регу-
лярному типу пространственного распределения
особей в пространстве даже при слабой связи.

В контексте изучения миграционно связанных
популяций полная синхронизация свидетель-
ствует о равномерном распределении особей по
ареалу. В модели (8) такое распределение почти
невозможно (лишь только при специально подо-
бранных начальных условиях). Появление пятен,
особенно отличающихся амплитудой, соответ-
ствует пятнистому пространственному распреде-
лению особей по ареалу, и свидетельствует о син-
хронизации динамики субпопуляций в некото-
рой окрестности, размер которой прямо зависит
от радиуса связи. В случае появления пятен мож-
но утверждать, что ячейки образуют неотличи-
мые от локальных популяций группы, динамика
которых качественно совпадает с одиночной по-
пуляцией (Кулаков, Фрисман, 2015). С точки зре-
ния метапопуляционной биологии пятно – это
большая ядерная популяция, а все что вокруг него –
это мелкие спутниковые популяции (Hanski, Gyl-

( )min , 2P k s=
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Рис. 5. Примеры кластеров, возникающих в системе (8), в виде пятен, состоящих из когерентных субпопуляций (кла-
стер C5) на фоне некогерентных хаотических колебаний в виде пространственных волн (кластер C4) (а) или абсолютно
синхронных субпопуляций (кластер 4) (б). Кластеры, сформированные из уединенных состояний (S3), на фоне про-
странственно-временнóго хаоса (C1) (в) или лабиринтного узора (г) при a = 130, s = 0.5, v = 0.25, ρ = 0.5 (а)–(б) и ρ =
= 0.6 (в)–(г). Параметры связи и начальные значения численностей указаны над каждым примером.
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lenberg, 1993; Hanski, Gaggiotti, 2004). Появление
протяженных полос, которые тянутся через всю
территорию, можно интерпретировать как син-
хронизацию довольно удаленных субпопуляций
вдоль некоторых направлений, что указывает на
наличие миграционного коридора, по которому
наблюдается наиболее интенсивный поток особей.
Появление уединенных состояний даже на фоне
простых регулярных пространственных структур
(иногда полностью однородного распределения),
наблюдаемых в модели (8), вполне соотносится с
таким явлением, как вспышка массового размно-
жения, характерная для некоторых насекомых
(например, для сибирского шелкопряда, саранчи
и др.) (Barbosa, Schultz, 1987; Исаев и др., 2015).
Это явление аналогично уединенным состояниям
характеризуется быстрым нарастанием числен-
ности одиночной субпопуляции, после которого
следует ее резкое снижение. Более того, это со-
стояние оказывается когерентным выбросом на
других территориях, что указывает на принципи-
альную возможность прогноза таких катастрофи-
ческих явлений.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Сегодня методы нелинейной динамики позво-
лили масштабно переосмыслить целый ряд сугу-
бо физических и технических проблем и явлений,
а также привели к формулировкам и решениям
принципиально новых математических задач.
При этом методы нелинейной динамики доста-
точно давно (фактически с момента их появле-
ния) и вполне успешно применялись к решению
задач в области математической популяционной
биологии. Однако только теперь появилось по-
нимание того, что именно эти методы позволяют
не только по-новому взглянуть на общебиологи-
ческие проблемы, но и выявить некоторые фун-
даментальные закономерности, которые до этого
оставались незамеченными. Кроме того, результа-
ты демонстрируют возможности математического
моделирования при решении биологических задач,
формировании и обосновании биологических ги-
потез и позволяют сделать важные выводы. С по-
мощью математического аппарата нелинейной
динамики в перспективе можно получить сведе-
ния, относящиеся к развитию и осмыслению не-
линейных представлений и закономерностей в
разделах общей и математической биологии.

Исследование выполнено в рамках государ-
ственных заданий Института комплексного ана-
лиза региональных проблем ДВО РАН и Института
автоматики и процессов управления ДВО РАН при

частичной финансовой поддержке РФФИ в рамках
научного проекта № 19-14-50326.
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The second part of the article focuses on subjects devoted to mathematical modeling of the evolution of lim-
ited populations and migration affecting the dynamics of coupled populations and the patterns of their spatial
distribution. The purpose of this article is to present developed approaches and mathematical discrete-time
models to study emergence of multistability, synchronization and clustering in population systems.
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