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Рассмотрена задача оптимального по быстродействию изменения высоты апогея орбит с ультраниз-
ким перигеем (высотой 120–250 км). Для компенсации аэродинамического сопротивления косми-
ческого аппарата используется воздушный электрореактивный двигатель (ВЭРД), топливом для ко-
торого служат газы забортной атмосферы. Учтено падение эффективности ВЭРД с увеличением уг-
ла атаки и возможность работы ВЭРД только при достаточной концентрации газа в камере
ионизации. Задача решена на основе принципа максимума Понтрягина в предположении малости
аэродинамического сопротивления и тяги по сравнению с гравитационными силами. Представле-
ны результаты исследований оптимальных программ управления вектором тяги ВЭРД в зависимо-
сти от параметров орбиты, компоновки КА, двигателя и мощности источника энергии.
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ВВЕДЕНИЕ
Значительное повышение эффективности вы-

полнения космическими аппаратами (КА) целе-
вых задач может быть обеспечено за счет исполь-
зования ультранизких околоземных орбит высо-
той 120–250 км (УНОО) [1–3].

Для компенсации аэродинамического сопро-
тивления на таких орбитах могут использоваться
воздушные электрореактивные двигатели (ВЭРД),
в которых топливом служат газы окружающей ат-
мосферы [4–13]. В общем случае ВЭРД включают:
воздухозаборник (ВЗ), обеспечивающий захват ат-
мосферного газа; термализатор (накопитель), в ко-
тором частицы газа тормозятся до тепловых скоро-
стей; ионизационную камеру (ИК), в которой газ
ионизируется; зону разгона, в которой ионизиро-
ванный газ ускоряется в электромагнитном поле; и
нейтрализатор эжектируемой плазменной струи.
Для функционирования последних трех систем не-
обходим источник энергии (ИЭ), в качестве кото-
рого предполагается использовать солнечные ба-
тареи (СБ).

Отказ от запасенного топлива позволит повы-
сить срок активного существования и эффектив-

ность выполнения задач наблюдения земной по-
верхности и связи. В то же время использование
ВЭРД требует решения ряда проблем, связанных
с особенностями орбитального полета на ультра-
низких высотах: значительно возросшим влияни-
ем аэродинамических сил и аномалий гравитаци-
онного поля Земли.

Задачи оптимального управления низкоорби-
тальными КА с ВЭРД рассмотрены в ряде работ.
В работах [6, 7] решалась задача оптимального
управления тягой ВЭРД за счет изменения скоро-
сти истечения реактивной струи для поддержания
КА на круговой УНОО, включая оптимизацию вы-
соты орбиты в исследовании [7]. Оптимизация про-
водилась на основе принципа максимума Понтря-
гина [14] в предположении постоянных мощности
бортового источника энергии и коэффициента
аэродинамического сопротивления с учетом несфе-
ричности Земли. В работе [9] получены оценки тре-
буемой тяги и предложен алгоритм адаптивного
управления тягой электроракетного двигателя
(ЭРД) для компенсации возмущений, обуслов-
ленных аэродинамическим сопротивлением КА и
солнечной радиацией на круговых околоземных
орбитах высотой 150–450 км. Работа [10] посвя-
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щена анализу реализуемости полета на УНОО на
основе статистического моделирования орби-
тального движения КА с адаптивным управлени-
ем тягой ЭРД на околоземных слабоэллиптиче-
ских орбитах (разность высот апогея и перигея не
превышает 9 км) высотой 160 и 225 км. В публика-
ции [11] представлен обзор предложений по
управлению аэродинамическим качеством аппа-
рата для поддержания заданной орбиты, стабили-
зации КА, маневрирования для предотвращения
столкновений с различными объектами, фазиро-
вания и схода с орбиты.

Оптимизация управления вектором тяги КА c
ВЭРД рассматривалась авторами в работах [15–18].
В исследованиях [15–17] задачи максимизации
изменения высоты апогея и изменения наклоне-
ния орбит сведены к поиску локально оптималь-
ного управления, обеспечивающего максималь-
ную скорость изменения максимизируемых пара-
метров в каждый момент времени с учетом
малости влияния на функционал возмущающего
ускорения по сравнению с гравитационным. Эф-
фективность оптимальности программы управле-
ния с подобным критерием при решении задачи в
детерминированной постановке может рассмат-
риваться как мера потенциальной возможности
компенсации случайных возмущений. Переход к
локальной оптимизации управления позволил
получить аналитические соотношения для синте-
за управления КА с ВЭРД и его эффективности в
предположении постоянных скорости истечения
и аэродинамического сопротивления без учета
зависимости тяги ВЭРД от угла между продоль-
ной осью КА и вектором скорости (угла атаки) и
ограничения на допустимый уровень концентра-
ции газа в ИК.

Эффективность тяги ВЭРД существенно зави-
сит от угла атаки вследствие уменьшения эффек-
тивной площади входа в ВЗ в плоскости, перпен-
дикулярной вектору скорости, и относительного
числа молекул, пролетающих через ВЗ без столк-
новения с его стенками при наличии угла атаки
[8, 13, 19, 20]. В работе [18] при “локальной” опти-
мизации управления учитывалось снижение тяги
при ненулевых углах атаки из-за изменения эф-
фективной площади входа в ВЗ.

В настоящей работе рассматривается задача
оптимального управления вектором тяги КА с
ВЭРД для максимизации изменения высоты апо-
гея орбиты с ультранизкой начальной высотой
перигея с учетом ограничения на допустимый
уровень концентрации газа в ИК и зависимости
тяги ВЭРД и аэродинамического сопротивления
от угла атаки КА. Решение задачи получено на ос-
нове принципа максимума Понтрягина [14] в
предположении малости изменения параметров
орбиты в правых частях уравнений движения за
один виток. Приведены результаты исследований

оптимальных программ управления углом атаки
и тягой в зависимости от параметров задачи: на-
чальной высоты перигея и апогея, скорости исте-
чения, параметров компоновки КА.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассматривается движение центра масс КА с

ВЭРД в плоскости эллиптической орбиты с на-
чальными высотами перигея hπi и апогея hαi. Зада-
ча состоит в определении оптимального управле-
ния вектором тяги ВЭРД для максимального из-
менения высоты апогея hα без изменения высоты
перигея hπ с учетом зависимости тяги и аэродина-
мического сопротивления от угла атаки и ограни-
чения на допустимую концентрацию газа в ИК.
Требование равенства конечной высоты перигея
ее начальному значению обусловлено ограниче-
ниями на высоту полета КА с ВЭРД [16]. Ограни-
чение сверху на высоту полета КА с ВЭРД следует
из необходимости создания давления газа в каме-
ре ионизации не менее 5 · 10–5 торр для стабиль-
ной работы ВЭРД [4]. Ограничение снизу опреде-
ляется располагаемой мощностью ИЭ (СБ) для
компенсации аэродинамического сопротивления
КА: ниже некоторой высоты не удается обеспечить
требуемую мощность электропитания для созда-
ния тяги, так как увеличение площади СБ в свою
очередь еще более увеличивает сопротивление.

Движение центра масс КА описывается в гео-
центрической инерциальной системе координат
с началом координат в центре Земли. Ось Ox на-
правлена в перигей орбиты (в случае круговой ор-
биты – по начальному радиус-вектору), ось Oy
параллельна вектору скорости в перигее орбиты.

Приняты следующие допущения:
1. Нормальная аэродинамическая сила прене-

брежимо мала.
2. Скорость с истечения реактивной струи

ВЭРД постоянна: c = const.
3. Вектор тяги ВЭРД направлен вдоль про-

дольной оси КА.
4. Масса КА постоянна: m = const.
5. Форма Земли сферическая.
Замечание. Допущение о сферической форме

Земли основано на инвариантности аэродинами-
ческого сопротивления КА и тяги ВЭРД по отно-
шению к плотности атмосферы (см. далее соот-
ношения для расчета тяги и сопротивления (5),
(6)). Это принципиально важное отличие ВЭРД
от электроракетного двигателя, поскольку плот-
ность атмосферы даже при движении по круговой
орбите может меняться во много раз.

С учетом соотношений [21]

(1),
1 1

p pr r
e eπ α= =

+ −
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и уравнений в оскулирующих переменных [22]
запишем уравнения для изменения по времени
радиуса перигея hπ, радиуса апогея hα, электриче-
ской энергии E для создания тяги и истинной
аномалии ϑ:

(2)

где r – расстояние от центра Земли до центра масс
КА,  r – радиус-вектор

КА;  V – вектор
скорости КА, V = (Vr, Vn); Vr – составляющая век-
тора скорости, направленная по радиус-вектору r,

 Vn – составляющая вектора ско-
рости, направленная по нормали к r в сторону
движения,  p – фокальный
параметр; e – эксцентриситет; a – вектор возму-
щающего ускорения,  с компонента-
ми: at – касательная (направлена по вектору ско-
рости), as – нормальная (направлена к центру
кривизны траектории в плоскости орбиты); WP –
мощность, потребляемая ВЭРД; t – время.

Переменные в выражении (2) и далее исполь-
зуются в безразмерном виде, причем старые обо-
значения переменных сохраняются:

(3)

где нижним индексом d обозначены размерные
величины; RE – средний радиус Земли; mi – на-
чальная масса КА (в силу допущения 4.

); go – ускорение свободного паде-

ния на поверхности Земли, 
 P – тяга ВЭРД; X – аэродинамиче-

ское сопротивление КА.
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Компоненты возмущающего ускорения созда-
ются тягой ВЭРД P и аэродинамическим сопро-
тивлением X:

(4)

где α – угол между вектором скорости и вектором
тяги – угол атаки.

Вектор тяги

(5)

где μout(α) – удельный расход массы топлива,
 μin(α) – скорость поступления

массы газа в ВЗ,  ηC –
эффективность забора газа,  h – высота
полета КА; ρ(h) – плотность атмосферы; kp(α) –
коэффициент эффективности ВЗ в зависимости
от угла атаки [19, 20]; Ain – площадь входного се-
чения ВЗ, ζ – параметр включения двигателя,
принимающий значение нуль при неработаю-
щем двигателе и единица при работающем; eP –
единичный вектор тяги.

Потребляемая ВЭРД мощность WP определя-

ется по формуле 
Вектор силы сопротивления

(6)

где cxa(α) – коэффициент аэродинамического со-
противления КА; ASC – площадь поперечного се-
чения КА; eV = V/V.

Для создания тяги необходимо, чтобы концен-
трация газа в ИК nIC(α) была не меньше мини-
мально допустимой nmin, при которой возможна
его ионизация:

(7)
где n(h) – концентрация газа в атмосфере; kc – ко-
эффициент компрессии газа в ИК, определяю-
щий, во сколько раз увеличивается концентрация
газа в ИК по сравнению с концентрацией во вход-
ном потоке.

Отсюда следует, что  при nIC < nmin.
На угол атаки КА наложено ограничение

(8)
где αmax – максимально допустимый угол атаки.

Ограничение (8) угла атаки КА с ВЭРД в
первую очередь обусловлено снижением эффек-
тивности поступления атмосферных газов в ВЗ,
что показано далее.
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В качестве компонент вектора управления u
приняты угол атаки α и параметр включения дви-
гателя ζ:

(9)

Реализация заданных углов атаки может обес-
печиваться известными средствами стабилиза-
ции и управления движением КА вокруг центра
масс, достоинства и недостатки использования
которых для управления вектором тяги рассмат-
ривались в исследовании [23]. Отметим, что воз-
растание аэродинамических моментов на УНОО
относительно возмущающих моментов других
типов увеличивает влияние аэродинамической
компоновки КА и возможности использования
специальных аэродинамических поверхностей
(например, [24]).

В начальный момент времени ti = 0,

(10)

В силу сделанных допущений достаточно рас-
смотреть движение КА с ВЭРД на одном витке
орбиты  В конечный момент времени tf:

(11)

Функционал задачи – максимум изменения
высоты апогея за виток орбиты при условии ра-
венства начальной hπi и конечной hπf высоты пе-
ригея:

(12)

где Δhαf = hαf – hαi, hαf = hα(tf).

Модель аэродинамического сопротивления
Аэродинамическое сопротивление – одно из

основных слагаемых возмущающего воздействия
на движение КА на высотах менее 300 км. Оценка
аэродинамического сопротивления КА зависит
от принятой модели взаимодействия молекул с
поверхностью, температуры и молекулярного со-
става атмосферы, температуры и шероховатости
материала поверхности и т.д. Обзор различных
моделей взаимодействия молекул с поверхностью
и сравнение полученных с их использованием ко-
эффициентов аэродинамических сил приведены
в публикациях [24–27]. Наиболее простой пред-
ставляется максвелловская модель взаимодей-
ствия, в которой используется единственный коэф-
фициент σ, определяющий долю молекул, испыты-
вающих диффузное отражение от поверхности [28].
Результаты анализа движения аппаратов на высотах
менее 300 км показывают, что наиболее точное
описание аэродинамических сил может быть по-
лучено в предположении практически полностью

{ }
{ }{ }max min
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T
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u u U
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π π

α α
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диффузного отражения молекул (σ ≈ 1) [29–32].
Доминирование диффузного отражения означает
возрастание роли поверхностей КА, параллель-
ных потоку, в аэродинамическом сопротивлении.

При оптимизации управления углом атаки КА
на основе принципа максимума Понтрягина ис-
пользование аэродинамического сопротивления
КА в форме представленных в работах [24–32]
моделей приведет к существенному усложнению
математической и численной процедуры реше-
ния краевой задачи, к которой сводится оптими-
зационная. В связи с этим для регуляризации ис-
следований в настоящей работе предложена мо-
дель аэродинамического сопротивления КА,
позволяющая без существенной потери точности
использовать простые аналитические зависимо-
сти аэродинамического сопротивления от харак-
теристик атмосферы и угла атаки КА.

Для наглядности формирования модели аэро-
динамического сопротивления определим проек-
ции сечений КА плоскостями, параллельными и
перпендикулярными продольной оси КА и плос-
кости орбиты πorb (рис. 1): ASC – площадь и обо-
значение поперечного сечения КА, Apn – площадь
и обозначение проекции сечений КА на плос-
кость πpn, параллельную продольной оси КА и
перпендикулярную πorb, App – площадь и обозна-
чение проекции сечений КА на плоскость πpp, па-
раллельную продольной оси КА и πorb. Тогда,
предполагая, что движение КА происходит без
скольжения (плоскость симметрии КА проходит
через вектор скорости) и, принимая ASC в каче-
стве характерной площади, коэффициент аэро-
динамического сопротивления КА с учетом ис-
следований [28, 33] представим в виде

(13)

где cxa_n – коэффициент аэродинамического со-
противления,  характеризующе-
гося проекцией ASC,  – коэффициент аэроди-
намического сопротивления КА при нулевом
угле атаки; cxa_par – коэффициент аэродинами-
ческого сопротивления, 
характеризующегося проекциями Apn и App соот-
ветственно:  

   – ко-
эффициент аэродинамического сопротивления
пластины при нулевом угле атаки; S∞ – скорост-
ное соотношение, равное отношению скорости
набегающего потока V к тепловой скорости моле-
кул в ИК.

Из приведенных соотношений видно, что
cxa_pn = 0 при α = 0, что не соответствует режиму
диффузного отражения молекул. Для учета вкла-
да проекций Apn в сопротивление при α = 0 пред-
ложена аппроксимация 

= +_ _ ,xa xa n xa parc c c

0_ cos ,xa n xc c= α
0xc

_ _ _ ,xa par xa pn x ppc c c= +

0_ sin ,xa pn pn xc k c= α ,pn pn SCk A A=
=

//_ ,x pp pp xc k c ,pp pp SCk A A= ( )∞= π
//

1xc S

sin :α
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(14)

Как следует из выражения (14),  а при
α > 0 функция  позволяет аппроксимировать

 с достаточной точностью (рис. 2). В результа-
те получаем модель аэродинамического сопротив-
ления КА (6) с коэффициентом cxa(α) в виде

(15)

Для верификации сформированной модели (15)
проведено ее сравнение с аэродинамическим со-
противлением, рассчитываемым по широко ис-
пользуемой при исследованиях движения в верх-
них слоях атмосферы модели “Diffuse Reflection
with Incomplete Accommodation” (DRIA) [27, 29,
31]. Результаты сравнения с моделью DRIA для
полностью диффузного отражения на рис. 3, рас-
считанные для двух значений удлинения КА λSC = 2
и 4 при kpn = kpp, подтверждают возможность при-
менения модели (15) для описания аэродинами-
ческого сопротивления аппаратов в свободномо-
лекулярном потоке.

( )α ≈ + α
// //

2
( ) 1 sin .x xf c c

=
//

(0) ,xf c
( )f α

sinα

( )
α =

 = α + + α + 
 0 // // //

2

( )

cos 1 sin .

xa

x pn x x pp x

c

c k c c k c

Модель тяги ВЭРД
Влияние угла атаки на величину тяги ВЭРД

определяется уменьшением [18–20]:
1) эффективной площади входа в ВЗ Aincosα,

Рис. 1. Схема расположения плоскостей, на которые проецируются поверхности КА при создании модели аэродина-
мических сил, по отношению к продольной оси КА и плоскости орбиты πorb.

πorb

πpp

πpn D

Asc

α

V

Рис. 2. Зависимости sinα и его аппроксимации 
от угла атаки.
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2) относительного числа молекул, пролетаю-
щих через ВЗ без столкновения с его стенками
при наличии угла атаки km(α).

Тогда общий коэффициент, характеризующий
уменьшение эффективности ВЗ, а, следователь-
но, и концентрации молекул в ИК и пропорцио-
нальной ей тяги (5), равен:

(16)

В работе [19] представлены рассчитанные ме-
тодом Монте-Карло и полученные эксперимен-

( ) ( )cos .P mk kα = α α

тально значения km(α) для цилиндрического ВЗ
из нержавеющей стали удлинением λin = 9.4, ко-
торые практически совпали.

В работе [20] приведены рассчитанные мето-
дом Монте-Карло зависимости km(α) для цилин-
дрических ВЗ удлинением λin = 5, 10, 15 (рис. 4).
Для использования в условиях оптимальности
там же представлена аппроксимация  зави-
симости km(α) для цилиндрического ВЗ с λin = 5
степенным многочленом с коэффициентами, по-
лученными методом наименьших квадратов:

(17)

где k1 = –14.8094, k2 = 142.150, k3 = –504.470, ра-
диус апогея α в рад.

Модель атмосферы
Используется модель атмосферы ISO/FDIS

14222 (Space environment (natural and artificial) –
Earth upper atmosphere. ISO/FDIS 14222, ISO 2013)
для средней солнечной активности. Для исполь-
зования в расчетах построены аппроксимации за-
висимости плотности и концентрации атмосфе-
ры от высоты полиномами 4-й степени.

РЕШЕНИЕ ОПТИМИЗАЦИОННОЙ ЗАДАЧИ
Условия оптимальности

Решение задачи (12) основано на применении
принципа максимума Понтрягина [14].

В силу малости возмущающего ускорения по
сравнению с гравитационным  фокаль-
ный параметр p и эксцентриситет e орбиты в правых
частях системы уравнений (2) будем считать посто-
янными на протяжении одного витка орбиты:

Гамильтониан H системы (2) с учетом ограни-
чений (7), (8):

(18)

где λn, λα – множители Лагранжа; ψ – вектор со-
пряженных переменных, ψ = (ψπ, ψα, ψE, ψϑ)T,
удовлетворяющий системе уравнений:

(19)

Из уравнений (19) и условия трансверсально-
сти  следует:

(20)

( )mk α

3
2

1
( ) 1 ,im i

i

k k
=

α = + α

,a g!

const, const.p e= =

( )
E

min max( ) ,n IC

H r r E
n n

π π α α

ϑ α

= ψ + ψ + ψ +
+ ψ ϑ + λ − + λ α − α

 


, ( , , , ) .T TH r r E
z π α

∂⋅ψ = − = ϑ
∂

z

[ ]( , ) 0
ft t

r H t zα =−δ − δ + ψ δ =

Econst 1, const 0.αψ = = ψ = =

Рис. 3. Зависимости коэффициентов аэродинамиче-
ского сопротивления от угла атаки модели (15) пока-
заны сплошными линиями, маркерами отмечены
расчеты по модели DRIA.
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Рис. 4. Относительное снижение эффективности
ВЭРД km из-за угла атаки α для цилиндрического ка-
нала ВЗ удлинением λin = 5, 10, 15 и аппроксимация

 для λin = 5.
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В соответствии с условиями оптимальности [14]

(21)

что приводит к определению максимума недиф-
ференцируемой функции двух переменных

(22)

который в данном случае находится в результате
сравнения его значений для вариантов  (9),
указанных в табл. 1.

В табл. 1 αopt H вычисляется с помощью рекур-
рентной формулы:

(23)

где с учетом (2), (5), (6), (15), (17), (18)

(24)

Начальное приближение 
 в выражении (23) опре-

деляется из решения уравнения

(25)

где ΔHappr – аппроксимация (24) с учетом ра-
венств (14), (17) путем разложения в ряд функций

arg max ,opt H
∈

=
u U

u

( )min max

( , )
( ) ,n IC

H r r
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угла атаки α в окрестности α = 0 до α2 включи-
тельно.

Для обеспечения требуемой точности числен-
ного интегрирования моменты, соответствующие
угловым точкам в правых частях систем уравне-
ний (2) и (19), определяются с достаточной точ-
ностью из решения в общем случае нелинейных
уравнений методом хорд. Появление угловых то-
чек связано с выходом на ограничения (7), (8) и
сходом с них и сменой режимов полета в соответ-
ствии с условиями оптимальности (21) и табл. 1.
Соответствующие невязки ε указаны в табл. 2.

При активном ограничении (7) угол атаки αopt n
определяется из решения нелинейного уравне-
ния nIC(α) = nmin методом хорд с невязкой

Решение краевой задачи

Использование принципа максимума Понтря-
гина позволяет свести исходную задачу поиска
оптимального управления в функциональном
пространстве к решению краевой задачи для си-
стем обыкновенных дифференциальных уравне-
ний (2), (19). Для решения двухточечной краевой
задачи применяются модифицированный метод
Ньютона и метод гомотопии. При сделанных до-
пущениях и с учетом равенств (20) варьируемым
параметром выступает сопряженная переменная
ψn = const, а соответствующая невязка Δπ следует
из условия (11): Δπ = hπf – hπi. Для определения
оптимального управления в каждой точке траек-
тории вычисляется оптимальный угол атаки αopt в
соответствии с условиями оптимальности (21) и
табл. 1. На рис. 5 показано изменение невязки

 k = 0, 1, …, по итерациям при
применении рекуррентной формулы (23) для вы-
числения αopt = αopt H = –9.40487 град, полученно-
го при Δr ≤ 10–4 град.

min( ) .
( )p

c

nk
n h k

ε = α −

1 ,k k
r opt H opt H

+Δ = α − α

Таблица 1. Варианты вычислений ΔH(α, ζ)

2
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ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
На основании разработанной методики прове-

дены численные исследования для параметров
ВЭРД, КА и орбит, приведенных в табл. 3.

Сделаны следующие допущения:
1. КА движется по солнечно-синхронной ор-

бите (ССО) в плоскости терминатора.
2. Площадь входного отверстия ВЗ при α = 0

равна площади поперечного сечения КА Ain = ASC.
3. Apn = App.
4. Ограничение на угловую скорость разворота

КА относительно центра масс отсутствует.
Оптимальные программы изменения угла ата-

ки КА и тяги ВЭРД на орбитах с начальной высо-
той перигея hπi = 160 км в зависимости от началь-
ной высоты апогея hαi и истинной аномалии ϑ
приведены на рис. 6, 7. На рис. 6 участки опти-

Рис. 5. Пример изменения невязки Δr по итерациям
процедуры поиска оптимального угла атаки по рекур-
рентной формуле (23).
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Таблица 3. Параметры ВЭРД, КА и орбит

Параметр Значения

Начальная высота перигея hπi, км [140, 180]

Начальная высота апогея hαi, км [160, 1000]

Площадь поперечного сечения КА ASC, м2 0.1

Удлинение КА λSC  [2, 8]

Тяговый к.п.д. ВЭРД ηT 0.8

Эффективность забора газа ηc 0.333

Коэффициент компрессии газа в ИК kс 145

Скорость истечения реактивной струи с, км/с [80, 140]

Коэффициент аэродинамического сопротивления КА при нулевом угле атаки 2.2

Минимально допустимая концентрация молекул газа в ИК nmin, м–3 1018

Скоростное соотношение частиц в набегающем потоке S∞ 10

Максимально допустимый угол атаки  град 20

0xc

max ,α

Таблица 2. Невязки для отслеживания угловых точек методом хорд

Причина возникновения угловой точки Невязка

Выход на ограничение (7) при ϑ < π и сход с него при ϑ > π

Сход с ограничения (7) при ϑ < π и выход на него при ϑ > π:

• при 

• при 

Смена режимов полета между  и 

Смена режимов полета между  и 

min

( )
1 IC opt Hn

n

α
ε = −

max( , 0) ( , 1)opt nH HΔ α > Δ α max( , 0) ( , 1)opt nH Hε = Δ α − Δ α

max( , 0) ( , 1)opt nH HΔ α ≤ Δ α
min

( 0)1 ICn
n
α =ε = −

( , 1)opt Hα ζ = ( )max, 0α ζ = max( , 0) ( , 1)opt HH Hε = Δ α − Δ α

( )0, 0α = ζ = ( )max, 0α ζ = max( , 0) ( 0, 0)H Hε = Δ α − Δ α =
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мальной программы управления углом атаки при
работе ВЭРД с минимально допустимой концен-
трацией газов в ИК (на границе ограничения (7))
показаны пунктирными линиями. На круговой
орбите (начальная высота орбиты horb i = 160 км)
концентрация газов в ИК не снижается до мини-
мально допустимой, и участок, соответствующий
движению по границе ограничения (7), отсут-
ствует. Функция ΔH10 (табл. 1) — четная, т.е.
ΔH(αopt = αmax, ζ = 0) = ΔH(αopt = –αmax, ζ = 0) в со-
ответствии с выражениями (2), (4)–(6), (15), (18),
(20), (22). Поэтому выбор αopt = αmax при ϑ ≤ π и
αopt = –αmax при ϑ > π на рис. 6а обусловлен мини-
мизацией скачкообразного изменения угла атаки
в более плотных слоях атмосферы. В этом случае
максимальное изменение угла атаки (переключе-
ние с αopt = αmax на αopt = –αmax) происходит в апогее
орбиты. В то же время на круговых и слабо эллипти-
ческих орбитах это обстоятельство несущественно.
С точки зрения минимизации количества резких
изменений αopt возможные варианты зависимостей
αopt(ϑ) для исходных круговой орбиты с horb i = 160 км
и орбиты с hπi = 160 км и hαi = 200 км показаны на
рис. 6б: с реализацией αopt = –αmax (сплошные ли-
нии) и αopt = αmax (пунктирные линии) на участ-
ках движения по границе ограничения на угол
атаки (8).

На рис. 7 пунктирными линиями показаны
участки работы ВЭРД при минимально допусти-
мой концентрации в ИК (на границе ограниче-

Рис. 6. Оптимальные программы изменения αopt на орбитах с начальными hπi = 160 км и  в зависи-
мости от истинной аномалии ϑ; штриховыми линиями показаны участки, соответствующие граничной концентрации
nIC = nmin (а); варианты αopt(ϑ) при реализации αopt = –αmax (сплошные линии) и αopt = αmax (штрихпунктирные ли-
нии) на участках движения по границе ограничения (8) (б).
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Рис. 7. Оптимальные программы тяги ВЭРД Popt на ор-
битах с начальными hπi = 160 км и 
в зависимости от истинной аномалии ϑ; пунктирными
линиями выделены участки, соответствующие гранич-
ной концентрации nIC = nmin, штриховыми линиями –
участки, соответствующие  штрихпунк-
тирными линиями – участки с нулевой тягой.
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ния (7)), штрихпунктирные линии соответствуют
участкам пассивного полета КА (с нулевой тягой).
Отключается (ζ = 0) и включается (ζ = 1) тяга в со-
ответствии с условиями оптимальности (21). На
круговой орбите, где концентрация газов в ИК не
снижается до минимальной, штриховой линией

указана тяга, реализующаяся при максимальном
угле атаки.

На рис. 8 в зависимости от истинной анома-
лии ϑ показано оптимальное изменение высоты
перигея Δhπ (пунктирные линии) и апогея Δhα

Рис. 8. Изменение высот апогея Δhα (сплошные линии) и перигея Δhπ (штриховые линии) оскулирующих орбит при
оптимальном управлении КА в зависимости от истинной аномалии ϑ с начальными hπi = 160 км, 
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Рис. 9. Максимально возможное увеличение высоты апогея Δhαf и потребляемая ВЭРД энергия Ef за один виток орбиты
с начальной высотой перигея hπi = 160 км в зависимости от начальной высоты апогея hαi.
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Рис. 10. Максимальное изменение высоты апогея Δhαf (сплошные линии) и потребляемая ВЭРД энергия Ef (штриховые
линии) за один виток орбиты с начальной высотой перигея hπi = 160 км в зависимости от начальной высоты апогея hαi и
удлинения КА λSC при с = 100 км/с.
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Рис. 11. Максимальное изменение высоты апогея Δhαf (сплошные линии) и потребляемая ВЭРД энергия Ef (штриховые
линии) за один виток орбиты с начальной высотой перигея hπi = 160 км в зависимости от начальной высоты апогея hαi и
скорости истечения с при λSC = 4.

0
14010080 120

c, км/c

0

0.5

1.0

Ef, кДж�h�f, км

h�i =
 160 км

200 км

400 км

1000 км

6000

3000

1.5

2.0

9000

12 000

(сплошные линии) оскулирующих орбит при
полете КА с ВЭРД с оптимальным управлением
углом атаки и тягой (рис. 6, 7). Как следует из
рис. 8, максимум изменения высоты апогея при
оптимальном управлении достигается на круго-

вой орбите horb i = 160 км. Но и затраты энергии
для работы ВЭРД на круговой орбите также мак-
симальны (рис. 9). Поэтому в условиях ограни-
ченной энергетики благодаря возможности на-
копления энергии на высотах, где аэродинамиче-
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ское сопротивление КА практически отсутствует,
использование эллиптических орбит для обес-
печения длительного существования КА с ВЭРД
может оказаться предпочтительнее круговых.

Результаты численных исследований на
рис. 6–9 получены для КА удлинением λSC = 4 с
ВЭРД со скоростью истечения с = 100 км/с. Ре-
зультаты исследования влияния этих параметров
представлены на рис. 10, 11. Показаны относи-
тельные изменения высоты апогея Δhαf (сплош-
ные линии) и потребляемая ВЭРД энергия Ef
(штриховые линии) за один виток орбитального
полета с начальной высотой перигея hπi = 160 км
в зависимости от начальной высоты апогея hαi,

 (рис. 10) и скорости истечения
 (рис. 11). Из рисунков следует,

что влияние рассматриваемых параметров (λSC и с)
снижается при увеличении эллиптичности орбит
с начальными высотами перигея и апогея в рас-
сматриваемом диапазоне.

На рис. 12 приведены оптимальные измене-
ния высоты апогея за один виток орбиты Δhαf в
зависимости от начальной высоты перигея

 и апогея  при
постоянной скорости истечения с = 100 км/с и λSC =

[2, 8]SCλ ∈
[80, 140] км сc ∈

[ ]140, 180 кмihπ ∈ [ ]140, 1000 кмihα ∈

= 4. На рис. 12 также показаны линии уровня
усредненной мощности  за период
обращения Torb. Приведенные результаты иссле-
дований еще раз подтверждают, что для обеспече-
ния длительного активного существования КА с
ВЭРД использование эллиптических орбит с уль-
транизким перигеем может быть предпочтитель-
нее за счет возможности накопления энергии на
высотах, где аэродинамическое сопротивление
КА пренебрежимо мало.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
На основе применения принципа максимума

Понтрягина для системы уравнений в оскулиру-
ющих переменных решена задача оптимизации
управления вектором тяги ВЭРД для наискорей-
шего изменения высоты апогея орбиты КА с уче-
том зависимости тяги от угла атаки и концентра-
ции газа в ионизационной камере.

Получены оценки эффективности разрабо-
танных оптимальных программ управления уг-
лом атаки и тягой ВЭРД в зависимости от началь-
ных высот перигея и апогея, скорости истечения,
параметров компоновки КА.

Показано, что использование эллиптических
орбит в условиях ограниченной энергетики может

P av f orbW E T=

Рис. 12. Максимальное изменение высоты апогея Δhαf за один виток орбиты в зависимости от начальных hπi и hαi;
штриховыми показаны линии уровня средней за виток потребляемой ВЭРД мощности WPav при с = 100 км/с, λSC = 4.
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быть предпочтительнее благодаря возможности на-
копления энергии на высотах, где аэродинамиче-
ское сопротивление КА практически отсутствует.

Работа выполнена при поддержке Российско-
го научного фонда, проект № 20-69-46034, Орга-
низация – МГУ имени М.В. Ломоносова.
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