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Исследован режим поддержания солнечной ориентации космического аппарата –гиростата на низ-
кой околоземной орбите в течение длительного времени. Аппарат по форме близок к цилиндру с
двумя неподвижными панелями солнечных батарей. Панели расположены вдоль продольной оси
цилиндра, симметрично относительно нее. В режиме солнечной ориентации нормаль к плоскости
солнечных батарей аппарата неизменно направлена на Солнце, продольная ось совершает колеба-
ния относительно плоскости орбиты. Для реализации указанного режима движения космического
аппарата используется система четырех двигателей-маховиков, оси вращения которых направлены
параллельно боковым ребрам четырехугольной пирамиды. Положение боковых ребер пирамиды
относительно жестко связанной с аппаратом системы координат задается двумя углами, которые
являются параметрами системы двигателей-маховиков. Рассматривается закон управления гиро-
статическим моментом, при котором обеспечивается затухание возмущенного движения космиче-
ского аппарата в окрестности положения его солнечной ориентации и ограничивается накопление
собственного кинетического момента двигателей-маховиков за счет управления углом поворота ап-
парата вокруг нормали к светочувствительной стороне солнечных батарей. В работе показано, что c
помощью определенного выбора параметров системы двигателей-маховиков возможно реализо-
вать режим солнечной ориентации без проведения разгрузок гиростатического момента в течение
всего времени полета. Приведены результаты численного моделирования полной системы уравне-
ний движения космического аппарата в режиме его солнечной ориентации с учетом воздействия
гравитационного и аэродинамического моментов, подтверждающие правильность выбранных зна-
чений параметров.

DOI: 10.31857/S0023420622700017, EDN: LUGGZP

ВВЕДЕНИЕ
Режим солнечной ориентации часто использу-

ется в процессе эксплуатации космических ап-
паратов (КА), поскольку обеспечивает макси-
мальный приток электроэнергии на борт. В ра-
боте исследуется поддержание режима солнечной
ориентации КА на низкой околоземной орбите с
помощью гиросистемы в течение длительного вре-
мени. Специфика рассматриваемого КА состоит в
том, что на нем расположены неподвижные панели
солнечных батарей, поэтому для наиболее их эф-
фективного использования необходимо поддержи-
вать непрерывную ориентацию вектора нормали к
светочувствительной стороне панелей батарей на
Солнце. При использовании гиросистемы одним
из основных требований к режиму ориентации
КА является малая скорость накопления соб-
ственного кинетического момента гиросистемы
(гиростатического момента), для увеличения ин-

тервалов времени между проведением разгрузок.
Накопление гиростатического момента происхо-
дит за счет воздействия на КА гравитационного и
аэродинамического моментов. В настоящей ра-
боте рассматривается закон управления гироста-
тическим моментом КА, при котором обеспечи-
вается затухание возмущенного движения КА в
окрестности положения его солнечной ориента-
ции и ограничивается накопление гиростатиче-
ского момента за счет управления углом поворота
КА вокруг нормали к светочувствительной сторо-
не солнечных батарей [1–3].

УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ 
КОСМИЧЕСКОГО АППАРАТА

КА считаем гиростатом, для описания его дви-
жения будем использовать три правых декарто-
вых системы координат.
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• Oy1y2y3 — связанная система координат, об-
разованная главными центральными осями
инерции КА. Полагаем, что КА имеет форму пря-
мого кругового цилиндра (рис. 1) радиуса Rc и вы-
соты Lc с двумя прикрепленными к нему одина-
ковыми прямоугольными пластинами – солнеч-
ными батареями суммарной площади Sb. Ось
цилиндра совпадает с осью Oy1. Солнечные бата-
реи расположены в плоскости Oy1y3 симметрично
относительно оси Oy1, стороны батарей парал-
лельны осям и Oy3, ось Oy2 перпендикулярна
плоскости солнечных батарей. Светочувстви-
тельная сторона солнечных батарей обращена к
полупространству y2 > 0. Координаты геометри-
ческих центров цилиндра и пластин солнечных
батарей обозначим (yc, 0, 0) и (yb, 0, 0) соответ-
ственно, базисные орты этой системы – e1, e2, e3.
Ниже, если не оговорено особо, компоненты век-
торов и координаты точек относятся к системе
Oy1y2y3.

• OEY1Y2Y3 – гринвичская система координат.
Ее начало находится в центре Земли, плоскость
OEY1Y2 совпадает с плоскостью экватора, ось OEY1
пересекает гринвичский меридиан, ось OEY3 на-
правлена к Северному полюсу.

• OEZ1Z2Z3 – квазиинерциальная система ко-
ординат. Ось OEZ2 параллельна вектору кинети-
ческого момента орбитального движения КА, ось
OEZ3 лежит в плоскости экватора и направлена в
восходящий узел оскулирующей орбиты КА. Ба-
зис этой системы образован ортами E1, E2, E3.

Матрицу перехода от системы OEZ1Z2Z3 к си-

стеме OEY1Y2Y3 обозначим  где cij – ко-
синус угла между осями OEYi и OEZj. Элементы
этой матрицы выражаются через координаты и

3
, 1 ,ij i j

C c ==

компоненты скорости центра масс КА в гринвич-
ской системе координат. Матрицы перехода от
системы Oy1y2y3 к гринвичской системе коорди-
нат и системе OEZ1Z2Z3 обозначим соответствен-

но  и  Здесь bij и aij – косину-
сы углов, которые образует ось Oyj с осями OEY1 и
OEZ1. Справедливы соотношения aij = Ei × ej, B =
= CA.

Положение системы Oy1y2y3 относительно си-
стемы OEZ1Z2Z3 будем также задавать углами ψ, θ
и ϕ, которые введем следующим образом. Если
точку OE перенести в точку O, то систему OEZ1Z2Z3
можно перевести в систему Oy1y2y3 тремя после-
довательными поворотами: 1) на угол ψ вокруг
оси OEZ2, 2) на угол π/2 – θ вокруг новой оси OEZ1,
3) на угол ϕ + π вокруг новой оси OEZ2, совпадаю-
щей с осью Oy2. Элементы матрицы A выражают-
ся через эти углы с помощью следующих формул:

Уравнения движения КА состоят из двух под-
систем. Одна подсистема описывает движение
центра масс КА в гринвичской системе коорди-
нат с учетом нецентральности гравитационного
поля Земли и сопротивления атмосферы. Другая

3
, 1ij i j
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Рис. 1. Общая форма КА и положение осей связанной системы координат.
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подсистема описывает движение КА относитель-
но центра масс (вращательное движение).

В векторном виде подсистему уравнений дви-
жения центра масс КА можно представить, как в
работе [4]:

Здесь символом  обозначена локальная про-
изводная вектора в системе OEY1Y2Y3, ωE – вектор
угловой скорости вращения Земли;  –
относительная скорость движения центра масс
КА,  r – радиус-вектор центра масс КА,

 μE – гравитационный параметр Земли; fd –
вектор суммарных возмущающих ускорений,
действующих на КА;  – градиент потенциала
гравитационного поля Земли, за исключением
потенциала центрального поля; c – баллистиче-
ский коэффициент КА; ρa – плотность атмосфе-
ры в точке, задаваемой вектором r. Нецентраль-
ность поля учитывается с точностью до членов
порядка (16, 16) включительно в разложении гра-
витационного потенциала Земли в ряд по шаро-
вым функциям. Влияние атмосферы на движение
центра масс КА учитывается в виде силы лобово-
го сопротивления с нулевым углом атаки. Атмо-
сфера считается вращающейся вместе с Землей,
ее плотность рассчитывается согласно модели
ГОСТ Р 25645.166-2004. Параметры атмосферы и
баллистический коэффициент КА считаются не-
изменными на всем интервале интегрирования
уравнений движения.

Подсистема уравнений вращательного движе-
ния КА имеет вид:

(1)

Здесь  – локальная производная вектора в си-
стеме OEy1y2y3, K = (K1, K2, K3)T – кинетический
момента КА в его движении относительно центра
масс; ω = (ω1, ω2, ω3)T – абсолютная угловая ско-
рость КА;  – тензор инерции КА;
H = (H1, H2, H3)T – гиростатический момент КА
(собственный кинетический момент гиросисте-
мы); Mg – гравитационный момент, действую-
щий на КА; Ma – аэродинамический момент,
действующий на КА; Mc – момент, действующий
со стороны гиросистемы, на корпус КА;  –
угловая скорость вращения Земли; b1 и b2 – соот-
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ветственно первая и вторая строки матрицы пере-
хода B. Третья строка этой матрицы b3 = b1 × b2.
Строки b1 и b2 связаны условиями ортогонально-
сти матрицы B (bi – орты осей OEYi), которые учи-
тываются при задании начальных условий для
этих переменных.

Гравитационный момент задается формулой [5]:

Формула аэродинамического момента имеет вид

где  – компоненты вектора v (i = 1, 2, 3). При вы-
воде последней формулы считалось, что молеку-
лы атмосферы при столкновении с корпусом КА
испытывают абсолютно неупругий удар [5], и не
учитывалось взаимное затенение корпуса КА и
солнечных батарей от набегающего аэродинами-
ческого потока. Такое упрощение оправдано, по-
скольку для большинства движений КА относи-
тельная продолжительность отрезков времени, на
которых указанное затенение существенно, неве-
лика.

Чтобы замкнуть подсистему уравнений вра-
щательного движения, надо добавить к уравне-
ниям (1) выражение для Mc. Оно приведено ниже.

В расчетах использовались следующие пара-
метры описанной модели. Параметры КА: m =
= 6440 кг, I1 = 2600 кг м2, I2 = 11100 кг м2, I3 =
= 10900 кг м2, Rc = 1.3 м, Lc = 5.0 м, Sb = 33 м2, c =
= 0.005 м2/кг, yb = –1 м, yc = 0.3 м. Параметры
модели атмосферы: F10.7 = F81 = 150, Ap = 12.

Начальные условия движения центра масс КА
задавались в восходящем узле орбиты в момент
времени 07.13.07 UTC 21.XII.2013. При этом элемен-
ты орбиты составляли: высота в апогее 575.2 км, вы-
сота в перигее 546.8 км, наклонение 64.87°, аргу-
мент широты перигея –124.65°, долгота восходя-
щего узла в гринвичской системе координат
209.70°. На отрезке времени моделирования дви-
жения КА максимальное значение угла ϑ между
ортом направления “Земля–Солнце” и плоско-
стью орбиты КА достигало 88°.

Начальные условия уравнений (1) задавались в
тот же момент времени, что и начальные условия
орбитального движения КА. Этот момент служил
началом отсчета времени – точкой t = 0.

РЕЖИМ СОЛНЕЧНОЙ ОРИЕНТАЦИИ 
КОСМИЧЕСКОГО АППАРАТА

Сначала рассмотрим режим трехосной солнеч-
ной ориентации КА, в котором ось Oy2 неизмен-
но направлена на Солнце, ось Oy1 лежит в плос-
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кости орбиты, абсолютная угловая скорость КА
мала. Пусть s – орт направления “Земля–Солн-
це”. Орт  лежит в плоскости ор-
биты КА и ортогонален орту s. Изменение ортов s
и n в системе Oy1y2y3 описывается уравнениями

Закон управления гиросистемой Mc = Mc(ω, s, n),
обеспечивающий затухание возмущенного дви-
жения КА в окрестности положения ω = 0, e1 = n,
e2 = s с требуемой скоростью, имеет вид [2]:

где  ξ – положительный пара-
метр.

Рассмотрим возможность использования за-
кона управления, позволяющего не только обес-
печить затухание возмущенного движения КА в
окрестности положения e2 = s с требуемой скоро-
стью, но и дополнительно ограничить рост на-
капливаемого кинетического момента гиросисте-
мы. Чтобы не нарушать режим солнечной ориен-
тации КА накопление кинетического момента
гиросистемы будем контролировать только за
счет управления углом поворота КА вокруг орта
e2 = s. Закон управления гиросистемой, обеспечи-
вающий поддержание режима солнечной ориента-
ции с заданными выше условиями, имеет вид [2]:

(2)

где χ, κi – положительные постоянные; ri – ком-
поненты вектора r (i = 1, 2, 3). Полагаем, что за-
кон управления (2) формируется в соответствии с
показаниями установленных на КА датчиков
ориентации и угловой скорости, значения вели-
чин ri в системе управления можно получить, ис-
пользовав показания датчика центра Земли.

Покажем, что выбранный закон изменения
управляющего момента (2) действительно обес-
печивает солнечную ориентацию КА и при этом
ограничивает накопление кинетического момен-
та гиросистемы. С этой целью вычислим решение
системы (1), (2) приняв χ = 2ξ, ξ = 0.01 с–1, κ1 =
= κ2 =1 (Нмс)–1, κ3 = 3 (Нмс)–1.

Компоненты орта s в гринвичской системе ко-
ординат рассчитывались по приближенным фор-
мулам [6]. Начальные условия системы (1), (2) в
момент времени t = 0 задавались следующим об-
разом. КА в гринвичской системе координат за-
нимает положение e1 = n, e2 = s. Гиростатический

2 2( )= × ×n s E s E
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M e s e n

ω e

момент H(0) = 0, начальные значения компонент
угловой скорости ωi, задавались с учетом ошибок в
их реализации: ω1(0) = ω2(0) = ω3(0) = 0.01 град/с.
Результаты расчетов движения КА, полученные в
рамках принятой модели, приведены на рис. 2, 3.
Эти результаты представлены графиками зависи-
мости от времени углов ψ, θ и ϕ, угла σ = arcos(s × e2)
(θ = ϑ при σ = 0). На рисунках также представле-
ны графики компонент гиростатического момен-
та КА Hi (i = 1, 2, 3) и модуля вектора гиростати-
ческого момента 

Все графики на рис. 2, 3 построены на интер-
вале времени 14 сут. Переходной процесс (про-
цесс гашения возмущенного движения КА), обу-
словленный ошибками в задании начальной уг-
ловой скорости, длится менее 20 мин и из-за
масштаба на рисунках не виден. Результаты моде-
лирования показывают, что использование зако-
на управления (2) обеспечивает солнечную ори-
ентацию КА и затухание его возмущенного дви-
жения в окрестности положения e2 = s. Ошибка
солнечной ориентации иллюстрируется графи-
ком угла σ(t) (см. рис. 2). Как видно из приведен-
ного графика, ошибка ориентации достаточно
мала. Амплитуды установившихся колебаний
компонент абсолютной угловой скорости ωi огра-
ничены значениями:

На рис. 3 видны установившиеся колебания
величин Hi (i = 1, 2, 3) с доминирующей частотой
2ω0 (ω0 – среднее движение центра масс КА, для
рассматриваемой в данной работе орбиты ω0 ≈
≈ 1.1 · 10–3 с–1), которые вызваны воздействием
гравитационного момента [3]. На рис. 3 видно,
что из-за использования закона управления (2)
постоянного возрастания (накопления) величи-
ны кинетического момента гиросистемы не про-
исходит, значение  остается ограниченным на
всем интервале времени моделирования. Однако
когда Солнце относительно плоскости орбиты
поднимается достаточно высоко (ϑ > 70°), значе-
ния  начинают возрастать, достигая своего
максимума  при ϑ ≈ 88°. Это связано с
тем, что по мере увеличения угла θ изменение уг-
ла ϕ поворота КА вокруг оси Oy2 уже не может
остановить накопление  за счет воздействия
гравитационного момента. В дальнейшем, при
уменьшении θ уменьшается и кинетический мо-
мент гиросистемы до значений  Та-
ким образом, результаты моделирования показа-
ли, что, используя закон управления (2), можно
реализовать режим солнечной ориентации КА

.H

−

−

ω = ⋅
− < ω <

ω < ⋅

4
1

2
4

3

1.0 10 град с,
0.02 0.03 град с,
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без постоянного накопления абсолютного значе-
ния кинетического момента гиросистемы  В
работах [1–3] также показано, что в случаях, ко-
гда угол ϑ < 70° величина  не превышает значе-
ния 12 Нмс за счет использования закона управ-
ления (2). Можно утверждать, что на рис. 3 пред-
ставлен один из самых неблагоприятных случаев
с точки зрения накопления гиростатического мо-
мента гиросистемы, когда величина  достигает
наибольшего значения для всех возможных поло-
жений Солнца относительно рассматриваемой
орбиты КА. В настоящей работе конкретные па-
раметры гиросистемы КА подбираются для слу-
чая, при котором реализуется максимальное на-
копление значения 

СОБСТВЕННЫЙ КИНЕТИЧЕСКИЙ 
МОМЕНТ СИСТЕМЫ 

ДВИГАТЕЛЕЙ-МАХОВИКОВ

Динамические требования к системе управле-
ния КА, включающей в свой состав гиросистему,

.H

H

H

.H

во многом определяются множеством требуемых
значений кинетического момента HT. Множество
HT является областью изменения в связанной с
КА системе координат вектора суммарного кине-
тического момента, создаваемого гиросистемой.
Изменение этого вектора в указанной области в
соответствии с реализуемыми в системе законами
должно обеспечивать требуемое управление пара-
метрами вращательного движения КА. Естествен-
но, что множество HT должно содержаться внутри
множества максимальных значений кинетическо-
го момента HC, реализуемых гиросистемой.

Таким образом, для всех вариантов построе-
ния гиросистемы должно быть обеспечено вы-
полнение условия:

(3)

При этом можно утверждать, что величина
суммарного кинетического момента, создаваемо-
го гиросистемой, будет достаточной для обеспече-
ния требуемой угловой скорости вращения КА [7].

.T CH H⊂

Рис. 2. Углы ориентации КА.
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В настоящей работе в качестве гиросистемы
предназначенной для создания управляющих мо-
ментов рассматривается система четырех двига-
телей-маховиков (ДМ) [7]. Область вариации
возможных значений суммарного кинетического
момента HC, создаваемого системой ДМ, зависит
от схемы их расположения относительно связан-
ной с КА системы координат и максимального
значения кинетического момента, реализуемого
каждым из ДМ. Суммарный кинетический мо-
мент системы ДМ выражается формулой

(4)

где hk – алгебраическое значение кинетического
момента ДМ с номером k (k = 1, …, 4); gk – орт оси
вращения ДМ с номером k.

Введем связанную с системой ДМ правую де-
картову систему координат Ox1x2x3, в которой

4

1
,k k

k

h
=

= H g

вектор H представлен своими компонентами Hi
(i = 1, 2, 3). Рассмотрим область P4 пространства
R3(H1, H2, H3), заполняемую концами векторов (4)
(начала векторов помещены в точку O). Здесь и
далее считаем, что система состоит из одинако-
вых ДМ. В этом случае –hmax ≤ hk ≤ hmax, где hmax —
абсолютная величина предельного значения ки-
нетического момента отдельного ДМ. В данном
случае принято значение hmax = 18 Нмс. Оси вра-
щения ДМ расположены параллельно боковым
ребрам четырехугольной пирамиды. Высота пи-
рамиды параллельна оси Ox1, линии пересечения
граней пирамиды с плоскостью Ox2x3 параллель-
ны или перпендикулярны осям Ox2, Ox3 (рис. 4).

Орты gk, k = 1, …, 4, в системе Ox1x2x3 имеют
компоненты

1 1 2 3 2 1 2 3

3 1 2 3 4 1 2 3
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( , , ) , ( , , ) ,

T T

T T

d d d d d d

d d d d d d
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= − = − − −

g g

g g

Рис. 3. Компоненты и модуль вектора гиростатического момента КА.
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здесь d1 = cosα, d2 = sinα sinβ, d3 = sinα cosβ; α – угол
между осью Ox1 и каждым из ортов gk; β – угол меж-
ду осью Ox3 и проекцией каждого из ортов gk на
плоскость Ox2x3; углы α и β – параметры системы.
Полагаем, что 0 < α < π/2, 0 < β < π/2. Основание

пирамиды, лежащее в плоскости Ox2x3, представ-
ляет собой прямоугольник, а в случае β = π/2 –
квадрат. Скалярная запись векторного выраже-
ния (4) в системе Ox1x2x3 имеет вид:

(5)

Область пространства, заполняемая концами
векторов H, представляет собой выпуклый мно-
гогранник P4 (рис. 5).

Все необходимые при построении P4 соотно-
шения для координат вершин, а также парамет-
ризация граней приведены в исследовании [7]. На
рис. 5 обозначены вершины многогранника P4 в
которых реализуются значения Hi max – макси-
мальные абсолютные значения кинетического
момента, создаваемые системой ДМ по каждой из
осей Oxi, i = 1, 2, 3. Для системы четырех ДМ, рас-
положенных по схеме “четырехугольная пирами-
да”, значения Hi max определяются соотношения-
ми (5):

= − + −
= − + + −
= + − −
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Рис. 4. Схема расположения ортов осей вращения ДМ.
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Рис. 5. Общий вид многогранника P4.
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РАСПОЛОЖЕНИЕ
ДВИГАТЕЛЕЙ-МАХОВИКОВ 

НА КОСМИЧЕСКОМ АППАРАТЕ
Множество HT в данном случае задается мно-

жеством значений гиростатического момента H
системы ДМ реализуемого в процессе поддержа-
ния режима солнечной ориентации КА (рис. 3).
На рис. 6 представлен годограф вектора H (кри-
вые линии черного цвета), а также показана ап-
проксимация области его вариации частью пря-
мого эллиптического цилиндра.

Проверить выполнение условия (3) можно
сравнением области вариации HT и многогранни-
ка P4, для чего их необходимо построить в одной
системе координат и в едином масштабе. Как
видно из рис. 3, максимальное значение  при-
мерно в 2.5 раза меньше чем максимальное значе-
ние  и примерно в три раза меньше, чем мак-
симальное значение  Исходя из этих соотно-
шений между размерами области вариации
вектора H, наиболее рационально будет располо-
жить систему ДМ таким образом, чтобы вершина
“пирамиды” лежала на оси Oy2. Совместим нача-
ла систем координат Ox1x2x3 и Oy1y2y3 в центре
масс КА (начало системы Ox1x2x3 можно поме-
стить в любое место, важно лишь угловое положе-
ние осей Oxi относительно осей Oyi) и располо-
жим ось Ox1 вдоль оси Oy2, а ось Ox3 вдоль оси Oy3.
Зная hmax, для построения многогранника P4 оста-

2H

3H
1 .H

ется только выбрать значения α и β параметров
системы ДМ. При выборе значений параметров α
и β можно использовать разные критерии, из ко-
торых самый очевидный – это максимальный
объем многогранника P4. Рассмотрим все воз-
можные расстояния от каждой из граней P4 до
точки O. Эти расстояния по сути представляют
собой абсолютные значения кинетического мо-
мента, реализуемого системой ДМ в направле-
нии, перпендикулярном соответствующей грани.
Для схемы ДМ “четырехугольная пирамида” все
грани многогранника P4 можно условно разде-
лить на три группы в зависимости от их удаленно-
сти от его геометрического центра. Соответству-
ющие значения HI, HII, HIII кинетического мо-
мента, реализуемого системой ДМ в направлении
от точки O по нормали к какой-либо грани, при-
надлежащей своей группе, можно вычислить по
одной из следующих формул:

Наименьшее из значений HI, HII, HIII соответ-
ствует максимальному радиусу сферы, полностью
вписанной в многогранник P4. На рис. 7 представле-

α β=
− α β

α β=
− α β

= α β

max
I 2 2

max
II 2 2

III max

2 sin 2 sin ,
1 sin cos

2 sin 2 cos ,
1 sin sin

2 sin sin 2 .

hH

hH

H h

Рис. 6. Годограф H и аппроксимирующий цилиндр.
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Рис. 7. Поверхности   
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ны три поверхности:  (показана
темно-серым цветом),  (показа-
на светло-серым цветом) и 
(показана белым цветом). Поверхности имеют
одну точку пересечения, соответствующую зна-
чениям углов  и β = 45°, при
которых максимальный радиус сферы, полно-
стью вписанной в многогранник P4, а также объ-
ем P4 будут иметь наибольшее значение, равное

Еще один из способов выбрать значения углов
α и β – это разместить аппроксимирующий ци-
линдр, изображенный на рис. 6, внутри много-
гранника P4 таким образом, чтобы кратчайшие
расстояния δI, δII, δIII от поверхности цилиндра до
каждой из трех групп граней, образующих P4, бы-
ли равны между собой. На рис. 8 схематично по-
казано взаимное расположение проекций цилин-
дра и граней многогранника на координатные
плоскости систем Ox1x2x3 и Oy1y2y3. Значения δI,
δII, δIII вычисляются по формулам:
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Здесь L1 = 10 Нмс – половина высоты цилиндра,
L2 = 31 Нмс и L3 = 28 Нмс – полуоси эллипса, об-
разованного пересечением цилиндра с плоско-
стью Ox2x3 (Oy1y3),  и  – координаты точки со-
прикосновения эллипса с касательной, парал-
лельной прямой, образованной пересечением
грани многогранника и плоскостью Ox2x3 (Oy1y3).

При выполнении условий

аппроксимирующий цилиндр будет находиться
внутри многогранника P4. Значения углов α и β
можно найти из условия δI = δII = δIII, построив
три поверхности δI (α, β), δII (α, β), δIII (α, β) и
найдя точку их пересечения, но также можно вос-
пользоваться уравнением

для вычисления угла β. Для приведенных выше
значений L1, L2, L3 угол β = 48°. Зная угол β значе-
ние угла α можно найти как точку пересечения
трех кривых: δI (α), δII (α), δIII (α), приведенных на
рис. 9. Здесь график δI (α) показан штрихпунк-
тирной линией, δII (α) – пунктирной, δIII (α) –
сплошной линией. Из рис. 9 принято значение
угла α = 60°.

На рис. 10 показано взаимное расположение
проекций годографа H, аппроксимирующего ци-
линдра и двух вариантов многогранника P4.
Штрихпунктирными линиями показаны проек-
ции многогранника при значении углов α = 60°,
β = 48°, пунктирными линиями — при значении
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углов α = 54.7° и β = 45°. На рис. 10 видно, что в
случае, когда значения углов α = 60°, β = 48°, гра-
ни многогранника P4 располагаются на большем
расстоянии от поверхности цилиндра чем в слу-
чае α = 54.7° и β = 45°.

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
РЕЖИМА СОЛНЕЧНОЙ ОРИЕНТАЦИИ 

КОСМИЧЕСКОГО АППАРАТА

Выбрав значения углов α и β, проверим воз-
можность системы ДМ реализовать рассматри-
ваемый режим солнечной ориентации КА, т.е.
на всем рассматриваемом интервале времени
движения КА должно выполняться условие

 k = 1, …, 4. Для этого подсистему урав-
нений вращательного движения КА (1), (2) необ-
ходимо дополнить уравнениями, описывающими
изменение собственного кинетического момен-
та каждого из ДМ системы. Матрицу перехода
от Ox1x2x3 к Oy1y2y3 обозначим U,

Запишем орты gk, k = 1, …, 4, осей вращения
маховиков в виде матрицы  тогда
выражение (4) можно представить как

(6)

max,kh h<

0 1 0
1 0 0 .
0 0 1

U
− 

 =   
 

1, , ,nD = g g

,UD=H G

Рис. 8. Проекции цилиндра и граней многогранника P4 на координатные плоскости систем Ox1x2x3 и Oy1y2y3.
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Рис. 9. Графики функций δI (α), δII (α), δIII (α) при
β = 48°.
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где D – прямоугольная матрица размерности 3 ×
× 4, G = (h1, h2, h3, h4)T. Соотношение (6) нельзя
единственным образом разрешить относительно
величин hk, k = 1, …, 4. Чтобы достичь единствен-
ности, потребуем, чтобы решение системы (6) от-
носительно hk имело минимальную евклидову
норму

Тогда

(7)

где D+ = DT(DDT)–1 – матрица, псевдообратная
для матрицы D [8]. Матрица D+ существует при
условии, что в системе есть любые три ДМ, у ко-
торых орты gk, k = 1, …, 4, осей вращения линейно
независимы. Для схемы ДМ “четырехугольная
пирамида” (см. рис. 4) матрицы D и D+ можно
представить в виде:

На рис. 11 показаны графики зависимости от
времени собственных кинетических моментов hk,

4
2

2
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l h
=

= 
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k = 1, …, 4, каждого из ДМ, полученные в резуль-
тате численного моделирования движения КА в
рамках модели, приведенной выше, с учетом со-
отношений (6), (7), при значениях углов α = 60°,
β = 48°. Как и на рис. 2, 3, графики на рис. 11 по-
строены на интервалах времени 14 сут. Переход-
ной процесс (процесс гашения возмущенного
движения КА), обусловленный ошибками в зада-
нии начальной угловой скорости, длится менее
20 мин и из-за масштаба на рисунках не виден. Из
рис. 11 видно, что на интервале времени с 6-х по
8-е сутки полета КА величины hk, k = 1, …, 4, пре-
вышают максимально допустимое значение
hmax = 18 Нмс, что вызвано наличием колебаний
составляющих вектора гиростатического момен-
та КА (см. рис. 3). Ограничить колебания величин
hk, k = 1, …, 4, можно использовав другое условие
достижения единственности решение системы (6)
относительно hk.

МЕТОД МИНИМАЛЬНОЙ НОРМЫ l∞

Еще одним из способов достижения един-
ственности решения системы (6) относительно
hk, k = 1, …, 4, является требование минимума
нормы

Применение метода минимальной нормы l∞
позволяет системе ДМ наиболее эффективно ис-
пользовать весь возможный объем области HC со-
здаваемого кинетического момента. В общем
случае указанный метод представлен в виде не-

1 4
max .k

k
l h∞

≤ ≤
=

Рис. 10. Проекции годографа H, аппроксимирующего цилиндра и двух вариантов многогранника P4.
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которых алгоритмов поиска решения, примеры
реализации которых приведены в работах [9–11].
Однако в случае, когда гиросистема состоит из
четырех ДМ, оси вращения которых расположе-
ны параллельно боковым ребрам симметричной
пирамиды (см. рис. 4) решение системы (6) с по-
мощью метода минимальной нормы l∞ можно
представить в виде [10]:

(8)

Здесь символами min(·) и max(·) обозначены ком-
поненты вектора, имеющие минимальное и мак-
симальное значения соответственно,  – вектор
нуль-пространства [12] (ядра) матрицы UD, удо-
влетворяющий условию  Для рас-

+

+ +

= +
+= −


0

0

,

min( ) max( ).
2

T

T T

D U h

D U D Uh

G H G

H H

G

(0,0,0) .ТUD =G

сматриваемой схемы расположения ДМ нуль-
пространство матрицы UD состоит из единствен-
ного базисного вектора 

На рис. 12 показаны графики, аналогичные
приведенным на рис. 11, полученные в результате
численного моделирования движения КА с уче-
том соотношений (6), (8). Графики на рис. 15 так-
же построены на интервалах времени 14 сут при
значениях углов α = 60°, β = 48°. Приведенные
результаты моделирования показали, что исполь-
зование метода минимальной нормы l∞ при ре-
шении системы (6) позволяет выполнить условие

 k = 1, …, 4, в процессе реализации рас-
сматриваемого режима солнечной ориентации
КА на всем интервале времени моделирования.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе показано, что c помощью системы

двигателей-маховиков, расположенных по схеме

(1, 1, 1, 1) .Т=G

max,kh h<

Рис. 11. Собственные кинетические моменты каждого ДМ системы (норма l2) .
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“четырехугольная пирамида”, можно реализо-
вать режим солнечной ориентации космического
аппарата без проведения разгрузок кинетическо-
го момента. Предложенный в работе способ срав-
нения областей требуемого и реализуемого кине-
тического момента позволяет выбрать необходи-
мые значения геометрических параметров схемы
расположения двигателей-маховиков. Приведе-
ны результаты численного моделирования систе-
мы уравнений движения космического аппарата,
подтверждающие правильность выбранных зна-
чений геометрических параметров, обеспечиваю-
щих реализацию режима солнечной ориентации
космического аппарата.

Полученные в работе результаты могут быть
использованы при предварительном проектиро-
вании систем управления ориентацией космиче-
ского аппарата, использующих в качестве испол-
нительных органов двигатели-маховики.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Игнатов А.И., Сазонов В.В. Оценка низкочастот-
ных микроускорений на борту ИСЗ в режиме од-
ноосной солнечной ориентации // Космич. ис-
след. 2013. Т. 51. № 5. С. 380–388. 
https://doi.org/10.7868/S0023420613050051 (Cosmic
Research. 2013. Т. 51. № 5. С. 342–349.)

2. Игнатов А.И. Стабилизация режима солнечной ори-
ентации искусственного спутника Земли без накоп-
ления кинетического момента гиросистемы // Изв.
РАН. Теория и системы управления. 2020. № 3.
С. 164–176. 
https://doi.org/10.31857/S0002338820030063

3. Игнатов А.И. Оценка низкочастотных микроуско-
рений на борту искусственного спутника Земли в
режиме солнечной ориентации // Космич. исслед.
2022. Т. 60. № 1. С. 43–56. 
https://doi.org/10.31857/S0023420622010046 (Cos-
mic Research. 2022. Т. 60. № 1. С. 38–50.)

Рис. 12. Собственные кинетические моменты каждого ДМ системы (норма l∞).

t, сут
14321 1110987654 1312

5

14321 1110987654 1312

0

10

14321 1110987654 1312
–18
–15

18

14321 1110987654 1312

5

15
10

18
15
10
5
0

h 4
, Н

м
с

h 3
, Н

м
с

h 1
, Н

м
с

h 2
, Н

м
с

–5
–10

–18
–15

5
0

–5
–10

–5
0

–5

–15
–10



156

КОСМИЧЕСКИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ  том 61  № 2  2023

ИГНАТОВ и др.

4. Бажинов И.К., Гаврилов В.П., Ястребов В.Д. и др.
Навигационное обеспечение полета орбитального
комплекса “Салют-6” – “Союз” – “Прогресс”. М.:
Наука, 1985.

5. Белецкий В.В. Движение искусственного КА отно-
сительно центра масс. М.: Наука, 1965.

6. Меес Ж. Астрономические формулы для калькуля-
торов. М.: Мир, 1988.

7. Игнатов А.И. Выбор геометрических параметров
расположения системы двигателей-маховиков при
управлении вращательным движением космиче-
ского аппарата // Изв. РАН. Теория и системы
управления. 2022. № 1. С. 124–144. 
https://doi.org/10.31857/S0002338822010061

8. Гантмахер Ф.Р. Теория матриц. Москва, Наука.
Главная редакция физ.-мат. литературы, 1988.

9. Markley F.L., Reynolds R.G., Liu F.X. Maximum torque
and momentum envelopes for reaction-wheel arrays //
J. Guidance, Control, and Dynamics. 2010. V. 33. № 5.
P. 1606–1614. 
https://doi.org/10.2514/1.47235

10. Yoon H., Seo H.H., Choi H.-T. Optimal uses of reaction
wheels in the pyramid configuration using a new mini-
mum infinity-norm solution // Aerospace Science and
Technology. 2014. V. 39. P. 109–119. 
https://doi.org/10.1016/j.ast.2014.09.002

11. Yoon H., Seo H.H., Park Y.-W., Choi H.-T. A New Min-
imum Infinity-Norm Solution: with Application to Ca-
pacity Analysis of Spacecraft Reaction Wheels //
American Control Conf. (ACC). 2015. P. 1241–1245.

12. Стренг Г. Линейная алгебра и ее применения. М.:
Мир, 1980.



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


