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Модель Морана–Рикера с запаздыванием 1 и 2 года, учитывающая внутрипопуляционные саморе-
гуляторные механизмы, применяется к описанию динамики плотности двух популяций листоверт-
ки лиственничной (Zeiraphera griseana). Используются данные о популяциях, обитающих в Швей-
царии в локациях Graubunden (the Global Population Dynamics Database: Data set 1525 (Baltensweiler,
Fischlin, 1988)) и Oberengadin (Baltensweiler, 1991). Оценки значений параметров моделей находи-
лись путем минимизации суммы квадратов отклонений эмпирических и модельных траекторий.
Показано, что найденные точечные оценки популяционных параметров удовлетворяют статисти-
ческим критериям и располагаются в области квазипериодических колебаний, как правило, сосед-
ствуя с другими динамическими режимами. Следовательно, вариация демографических парамет-
ров, например, в результате эволюционных процессов или же влияния модифицирующих факторов
может привести к смене динамического режима. Чтобы проверить прогностические свойства этих
моделей, часть данных была использована для оценок значений параметров, а оставшаяся часть –
для сопоставления реальной динамики и модельного прогноза. Как оказалось, качество прогноза
существенно зависит от характера динамики в конце обучающей выборки, используемой для оцен-
ки параметров. Наилучший прогноз будет получен, если обучающая выборка заканчивается на фазе
пика численности. В случае фазы низкой численности прогноз может характеризоваться приемле-
мой ошибкой, однако характер прогнозируемой динамики может измениться: например, произой-
дет смещение пика численности. Для Data set 1525 проведено сопоставление точечных оценок, по-
лученных по обучающей выборке разной длины, с динамическими режимами модели Морана–Ри-
кера. Это позволило получить представление об эволюции динамических режимов в популяции
листовертки лиственничной и выявить переходы от одних динамических режимов к другим.

Ключевые слова: плотностно-зависимая регуляция с запаздыванием, динамические режимы, оценка па-
раметров, прогноз, смена режима динамики. 
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Анализу динамики численности популяций
насекомых с последующим моделированием и
сопутствующим прогнозом посвящено большое
количество работ – от отдельных научных статей до
монографий (Baltensweiler, Fischlin, 1988; Turchin,
1990, 2003; Baltensweiler, 1991; Kendall et al., 1999;
Исаев и др., 2001, 2015; Turchin et al., 2003; Недо-
резова, Недорезов, 2011; Недорезов, 2015а, б; Ne-
dorezov, Sadykova, 2015; Суховольский и др., 2015;
Neverova et al., 2016; и др.). Интерес к данному
объекту обусловлен тем, что многие виды насеко-
мых имеют 1) выраженный годовой жизненный
цикл, что позволяет использовать модели с непе-
рекрывающимися поколениями, и 2) сложную

флуктуирующую динамику вплоть до “вспышек”
численности. Также немаловажную роль играют
многочисленные ряды данных по динамике раз-
ных видов насекомых, накопленные научным со-
обществом за годы исследований. Существенный
вклад в понимание динамических процессов по-
пуляциях лесных насекомых позволил получить
феноменологический подход, учитывающий за-
кономерности изменений плотности популяций
в совокупности с влиянием модифицирующих и
регулирующих факторов (Исаев и др., 2001, 2015;
Суховольский и др., 2015). В частности, на основе
данного подхода была предложена классифика-
ция типов динамики численности и типов вспы-
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шек массового размножения насекомых. В целом
на сегодняшний день можно выделить следую-
щие подходы, направленные на описание и анализ
популяционной динамики насекомых: 1) примене-
ние классических одномерных моделей и их моди-
фикаций (Исаев и др., 2001, 2015; Недорезов, 2015а,
б; Nedorezov, Sadykova, 2015); 2) разработка моделей
различной степени детализации, охватывающих
ключевые аспекты существования вида (Turchin,
1990, 2003); одной из разновидностей является ими-
тационное моделирование; 3) использование авто-
регресионных моделей (Исаев и др., 2015; Сухо-
вольский и др., 2015).

Отметим, что излишне детализированные мо-
дели сложны как для исследования, так и интер-
претации полученных результатов с точки зрения
содержательности, но при этом хороши для до-
стижения прогностических целей. С другой сто-
роны, при использовании моделей, которые не
являются имитационными и включают всего не-
сколько переменных, введение дополнительных
предположений может существенно изменить
картину динамического поведения (Turchin et al.,
2003; Недорезова, Недорезов, 2011). В этом кон-
тексте применение простых математических мо-
делей с учетом небольшого числа регуляторных
механизмов является весьма перспективным ин-
струментарием для анализа популяционной ди-
намики насекомых и построения прогнозов (Не-
дорезова, Недорезов, 2011).

В данной работе к анализу и прогнозу реаль-
ной динамики листовертки лиственничной при-
меняется модель Морана–Рикера (Moran, 1950;
Ricker, 1954) с запаздыванием. Следует отметить,
что уравнения с запаздыванием весьма успешно
описывают динамику численности популяций
насекомых (Turchin, 1990, 2003; Turchin et al.,
2003; Kendall et al., 1999; Nedorezov, Sadykova,
2015; Neverova et al., 2016), поскольку они учиты-
вают регулирующие факторы, а также инерцион-
ность системы (Исаев и др., 2015). В частности, в
работе Л.В. Недорезова, Д.И. Садыковой (Ne-
dorezov, Sadykova, 2015) модель Морана–Рикера
при разных значениях лага была применена к
описанию динамики плотности листовертки
лиственничной (The Global Population Dynamics
Database (GPDD): Data set 1525). Нередко внима-
ние подобных исследований сосредоточено на
оценке качественных и количественных показа-
телей, характеризующих качество аппроксима-
ции эмпирических данных модельными. При
этом возможности математического моделирова-
ния для анализа динамики реальных популяций
не всегда используются в полной мере. Модель
Рикера–Морана с запаздыванием демонстрирует
периодические и нерегулярные колебания, а так-
же мультирежимность (Неверова, Фрисман, 2015;
Neverova et al., 2016), когда при одних и тех же
значениях демографических параметров наблю-

дается разная динамика: либо стабильная, либо
периодическая, либо нерегулярная. При этом
случайная вариация текущей численности попу-
ляции может привести к смене наблюдаемого ди-
намического режима. В связи с этим при приме-
нении данной модели к описанию реальной ди-
намики, помимо проверки точечной оценки
модели на адекватность и соответствие объекту,
возникает необходимость дополнительного ис-
следования возможных динамических режимов
модели в окрестности точечной оценки. Такое
исследование позволяет идентифицировать ди-
намические режимы, между которыми возможны
переходы, вызванные влиянием факторов экзо- и
эндогенной природы.

В данной работе модель Морана–Рикера с за-
паздыванием применяется к анализу и прогнозу
динамики численности популяций серой лист-
венничной листовертки. Использованы данные о
плотности (личинок на 1 кг хвои) популяций,
обитающих в Швейцарии в локациях Graubunden
(the Global Population Dynamics Database: Data set
1525 (Baltensweiler, Fischlin, 1988)) и Oberengadin
(Baltensweiler, 1991). При этом изучаются не толь-
ко динамические режимы модели, возникающие
при значениях параметров, соответствующих
найденной их точечной оценке, но и режимы,
проявляющиеся при вариации параметров моде-
ли. Кроме того, в дальнейшем исследовании для
оценок значений параметров моделей использу-
ются только части данных (части временных ря-
дов), а оставшиеся части (“хвосты”) применяют-
ся для проверки прогностических свойств моде-
ли. На картах динамических режимов “новые”
точечные оценки сопоставляются с оценками,
полученными по всему временному ряду. Такое
исследование позволяет получить представление
о возможных динамических режимах и переходах
между ними и, как следствие, делать выводы о
предполагаемых сценариях развития популяции.

ОБЪЕКТЫ И МЕТОДИКА
Модель Морана–Рикера с запаздыванием в об-

щем виде может быть представлена уравнением:

(1)

где – xn численность популяции, с которой она
вступает в n-ый период размножения, а – репро-
дуктивный потенциал популяции. Множитель

 характеризует экологическое ли-
митирование роста численности популяции, m –
величина временного лага – число поколений, в
течение которых сказываются ограничения ре-
сурсов жизнедеятельности. Подробное исследо-
вание динамических режимов модели (1) при раз-
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личных значениях лага представлено в работе
Г.П. Неверовой, Е.Я. Фрисмана (Неверова, Фри-
сман, 2015).

При  уравнение (1) сводится к классиче-
ской и хорошо исследованной модели Рикера
(Moran, 1950; Ricker, 1954)

Параметр b0 играет роль масштабирующего
коэффициента, определяется интенсивностью
плотностно-зависимого экологического лимити-
рования и косвенно характеризует емкость эко-
логической ниши, поскольку при xn = 1/b0 чис-
ленность следующего поколения достигает мак-
симума, возможного для данной популяции.
Заметим, что здесь неявно предполагается, что
каждое поколение “получает” одинаковый объем
экологических ресурсов, необходимых для жиз-
недеятельности, независимо от предыдущей ис-
тории (динамики численности) популяции. Это
может быть справедливо для тех видов, ресурсная
база которых полностью восстанавливается за
время, протекающее между периодами размно-
жения. В противном случае необходимо явно
учитывать уменьшение ресурсов, вызванное их
потреблением предыдущими поколениями. В ка-
честве одного из подходов здесь может быть рас-
смотрено уравнение (1), учитывающее влияние
предыдущих поколений на изменение численно-
сти популяции.

Модель Морана–Рикера с однолетним и двух-
летним запаздыванием применялась к описанию
динамики двух популяций лиственничной листо-
вертки, обитающих в Швейцарии в локациях
Graubunden (Baltensweiler, Fischlin, 1988; Data set
1525 (GPDD)) и Oberengadin (Baltensweiler, 1991;
Исаев и др., 2015). Коэффициенты модели оцени-
вались методом подгонки начального условия
(Безручко, Смирнов, 2005), для чего подбирались
такие значений параметров модели, при которых
модельная численность наилучшим образом ап-
проксимирует известную последовательность
фактической численности популяции, т.е. реша-
лась следующая задача

(2)

где  – вектор параметров системы, (
) – начальное приближение, zn – фактиче-

ская численность. Значение xn(u, ) вычисля-
ется по модели (1). Для минимизации целевого
функционала преимущественно использовалась
реализация метода Левенберга–Марквардта
(Гилл и др., 1985) в программе MathCAD. Допол-
нительно применялся метод штрафных функций,
который позволил наложить биологически зна-
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чимые ограничения на искомые значения пара-
метров (Гилл и др., 1985).

Анализ соответствия между эмпирическими
данными и модельными траекториями проведен
на основе стандартной методики (Draper, Smith,
2014; Nedorezov, Sadykova, 2015). Проверялись
следующие гипотезы: 1) о равенстве нулю средне-
го арифметического отклонения эмпирических
значений от модельных (тест Стьюдента); о нор-
мальности распределения отклонений (критерий
Колмогорова); об отсутствии автокорреляции в
последовательности остатков (критерий Дарби-
на–Уотсона). Дополнительно вычислялся скор-
ректированный коэффициент детерминации, ко-
торый позволяет учесть при оценке качества мо-
дели соотношение количества наблюдений и
числа оцениваемых параметров модели. Для каж-
дого варианта модели рассчитывался информа-
ционный критерий Акаике (Akaike, 1974).

Далее найденная точечная оценка наносилась
на карту динамических режимов модели (1) с со-
ответствующим лагом. Карты получены следую-
щим образом: в каждой точке (соответствующей
одному пикселю) плоскости параметров выпол-
нялось 5000 итераций отображения (1), по резуль-
татам последних 500 шагов определялся период
предельного цикла, и эта точка окрашивалась в
заданный цвет в соответствии с полученным пе-
риодом. Данные карты динамических режимов
модели позволяют в значительной степени иден-
тифицировать те динамические режимы, которые
оказываются возможны при значениях парамет-
ров вблизи найденной точечной оценки.

Первоначально, чтобы максимально учесть
имеющуюся информацию о динамике популя-
ции, мы при поиске параметров модели исполь-
зовали весь временной ряд, поскольку целью яв-
лялся анализ динамических режимов в окрестно-
сти полученной точечной оценки. В дальнейшем
значения параметров моделей оценивались по
укороченному ряду данных, а “хвосты” рядов ис-
пользовались для проверки прогностических
свойств модели.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Модель Морана–Рикера с различным значе-
нием лага применялась к описанию динамики
двух популяций лиственничной листовертки.
Полученные оценки параметров модели, вклю-
чая начальное приближение, представлены в
табл. 1. В первом столбце таблицы приведена то-
чечная оценка и ее статистические характеристи-
ки, полученные в работе Л.В. Недорезова и
Д.Л. Садыковой (Nedorezov, Sadykova, 2015) при
применении модели Морана–Рикера с лагом 1 к
описанию динамики плотности листовертки лист-
венничной (Baltensweiler, Fischlin, 1988; GPDD,
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Data set 1525), остальные оценки и статистиче-
ские характеристики рассчитаны нами.

На рис. 1а приведены результаты описания ди-
намики плотности листовертки лиственничной
по точечной оценке, полученной Л.В. Недорезо-
вым и Д.Л. Садыковой (Nedorezov, Sadykova,
2015). Этим значениям параметров соответству-
ет асимптотический режим, близкий к циклу
длины 9, что, как отмечают авторы, хорошо со-
гласуется с результатами наблюдений и является
наилучшим результатом (Nedorezov, Sadykova,
2015). Отметим, что оценки параметров модели
показывают, что b1 значительно больше b0, т.е.
вклад предыдущего поколения в лимитирование
воспроизводства популяции существенно больше
вклада текущего поколения. Дополнительно на-
ми была построена карта динамических режимов
модели (1) при  она представлена на рис. 1б.= 1;m

Как видно, точечная оценка параметров, полу-
ченная Л.В. Недорезовым и Д.Л. Садыковой, на-
ходится в окне периодичности, которое вклини-
вается в зону квазипериодической динамики и
соответствует колебаниям с периодом 18. Цикл
длины 18 возникает в результате бифуркации
удвоения периода цикла 9, при этом раздвоивши-
еся элементы цикла близки друг к другу. В целом
же оценка параметров лежит вблизи границы,
разделяющей циклы 9 и 18, и, соответственно, не-
большая флуктуация значений параметров может
привести к смене режима динамики.

Следует отметить, что при несколько больших
значениях репродуктивного потенциала и мень-
ших значениях коэффициента ρ = b1/b0 наблюда-
ется наложение языков Арнольда друг на друга.
Так, на рис. 1б можно видеть характерные полосы
цикла 9, лежащие поверх цикла длины 10 и его

Таблица 1. Значения статистических показателей и критериев, характеризующих качество описания реальных 
данных модельными

Источник данных динамики 
плотности Zeiraphera griseana

Graubunden
(Baltensweiler, Fischlin, 1988)

GPDD: Data set 1525

Oberengadin
(Baltensweiler, 1991)

Лаг m = 1 m = 2 m = 1 m = 2

Длина выборки n=38 n=28

Точечная оценка параметров 
модели (1)

a = 8.2996,
b0 = 2.2 × 10−3,

b1 = 0.0214,
x1 = 0.1274,

х0 = 4.1 × 10−14

(Nedorezov, 
Sadykova, 2015)

a = 7.093,
b0 = 4.923 × 10−3,
b1 = 5.354 × 10−4,

b2 = 0.014,
x2 = 2.504,
x1 = 0.121,
x0 = 0.326

a = 7.231,
b0 = 1.5 × 10−3,

b1 = 0.036,
x1 = 72.1,
х0 = 12.48

a = 8.989,
b0 = 9.48 × 10−3,
b1 = 9.33 × 10−4,

b2 = 0.026,
x2 = 324.4,
x1 = 81.4,
x0 = 0.54

* Значение параметров
ρ = b1/b0 и β = b2/b0

ρ = 10.041 ρ = 0.109,
β = 2.814

ρ = 23 ρ = 0.098,
β = 2.734

Коэффициент детерминации 0.832 0.905 0.93 0.939

Скорректированный коэффици-
ент детерминации

0.819 0.902 0.921 0.915

Значение теста Стьюдента при 
уровне значимости 1%, гипотеза 
принимается, если t < tα = 0.01

t = 0.876
tα = 0.01 = 2.715

t = 0.67
tα = 0.01 = 2.715

t = 0.708
tα = 0.01 = 2.771

t = –0.34
tα = 0.01 = 2.771

Значение критерия Колмогорова 
при уровне значимости 1%, гипо-
теза принимается, если λ< λ α

λ = 1.541
λ α = 0.01 = 1.63

λ = 1.59
λ α = 0.01 = 1.63

λ = 1.318
λ α = 0.01 = 1.63

λ = 1.78
λ α = 0.001 = 1.95

Значение критерия Дарбина-Уот-
сона при уровне значимости 5%; 
гипотеза принимается,
если  < d < d*

 = 1.59
d = 1.838
d* = 2.41

 = 1.66
d = 1.979

d* = 2.349

 = 1.56
d = 2.22

d* = 2.44

 = 1.41
d = 1.982
d* = 2.59

Критерий Акаике 8.466 7.739 6.7 6.32
*d

*d *d *d *d
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последующих бифуркаций (цикл 20, 40 и квазипе-
риодическая динамика). Соответственно, цикл 9
сосуществует с перечисленными динамически-
ми режимами и, в зависимости от выбора на-
чального условия, может реализовываться либо
цикл длины 9, либо сопутствующий режим (цикл
длины 10 или его последующие бифуркации). Сле-
довательно, если точечная оценка, соответствую-
щая реальной динамике, будет находиться в обла-
сти мультирежимности, то характер динамического
режима будет определяться не только значениями
демографических параметров, но и величиной те-
кущей численности. Дополнительно в окрестно-
сти данной точечной оценки была построена кар-
та динамических режимов в пространстве пара-
метров b1 и b0 (рис. 1в). Как видно, карта пестрит
различными близко соседствующими динамиче-
скими режимами. Это позволяет говорить о чув-
ствительности динамических режимов к вариа-
ции значений коэффициентов, характеризующих
интенсивность воздействия плотностно-зависи-
мых факторов на процесс воспроизводства.

С другой стороны, модель Морана-Рикера с
лагом 2 года несколько лучше аппроксимирует
временной ряд: Data set 1525 (Baltensweiler, Fisch-
lin, 1988). Такие выводы позволяют сделать рас-
считанные значения статистических показателей
и критериев, характеризующих качество описа-
ния фактических данных модельными, а также
значение критерия Акаике (табл. 1). Результаты
описания реальной динамики моделью (1) при
т = 2 представлены на рис. 2. Как видно, модель
в большинстве своем описывает характер дина-
мики популяций и улавливает вспышки плотно-
сти несколько лучше. Точечная оценка, соответ-
ствующая данной модели, располагается в обла-
сти квазипериодической динамики, где в случае
небольших флуктуаций значений параметров a и

ρ характер динамического режима сохраняется.
Вместе с тем есть возможность точного попада-
ния параметров в зону одного из языков Арноль-
да и перехода от квазипериодической динамики к
строго периодической, соответствующей циклу 9,
что вполне согласуется с результатами (Ne-
dorezov, Sadykova, 2015). Также следует отметить
чувствительность наблюдаемой динамики по от-
ношению к значению параметра, характеризую-
щего экологическое лимитирование в текущем
году. Как видно, увеличение или уменьшении
конкуренции за имеющиеся ресурсы может при-
вести к смене динамического режима, в силу сме-
щения текущей точечной оценки в зону одного из
языков Арнольда и перехода от квазипериодиче-
ской динамики к строго периодической (рис. 2в).

Поведение реальных и модельных траекторий
для лиственничной листовертки, обитающей на
территории Oberengadin (Baltensweiler, 1991), при
значениях лага 1 и 2 года представлено на рис. 3а, 3в.
Как видно, модельные траектории улавливают
особенности динамики реальной популяции. По
аналогии с предыдущим случаем найденные то-
чечные оценки были дополнены картами дина-
мических режимов (рис. 3в, 3г).

Точечная оценка модели (1) с лагом 1 распола-
гается в области цикла 20 (рис. 3б). Оценка коэф-
фициентов модели с двухлетним запаздыванием
попадает в область квазипериодической динами-
ки, близко соседствуя с языком Арнольда, соот-
ветствующего циклу длины 9 (рис. 3г). При этом
видно, что в обоих случаях небольшая вариация
значений параметров а и ρ может привести к це-
почке изменений динамических режимов, зве-
ньями которой будут являться квазипериодиче-
ская и периодическая динамика. Вследствие это-
го траектория реальной динамики вполне может

Рис. 1. (а) Результаты описания динамики плотности листовертки лиственничной при помощи модели Морана-Рике-
ра с лагом 1. Оценка параметров получена Л.В. Недорезовым и Д.Л. Садыковой (Nedorezov, Sadykova, 2015). (б–в) Кар-
ты динамических режимов модели Морана–Рикера при m = 1, дополненные точечной оценкой, соответствующей ре-
альной динамике. ρ = b1/b0. Числа – длины наблюдаемых циклов, Q – квазипериодическая динамика.
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Рис. 2. (а) Результаты описания динамики листовертки лиственничной моделью Морана–Рикера с лагом 2 года.
(б‒в) Карты динамических режимов, дополненные точечной оценкой, соответствующей реальной динамике, ρ = b1/b0.
Числа – длины наблюдаемых циклов, Q – квазипериодическая динамика.
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представлять собой совокупность переходных
процессов от одного режима к другому.

Отметим, что не всегда модели, дающие луч-
шую аппроксимацию данных, позволяют полу-
чить хороший прогноз изменения численности.
Более того, модели, которые не соответствуют не-
которым статистическим критериям и не дают
удовлетворительную аппроксимацию данных,
могут прогнозировать динамику лучше (Недоре-
зова, Недорезов, 2011). Поэтому в рамках данной
работы для построения прогноза динамики плот-
ности популяции мы будем использовать оба ва-
рианта модели.

Перейдем теперь к исследованию прогности-
ческих возможностей рассматриваемых моделей.
Разобьем имеющиеся ряды данных на две части:
первую будем использовать в качестве обучаю-
щей выборки, а вторую – для оценки прогности-
ческих свойств моделей. Параметры моделей оце-

нивались путем минимизации функционала (2) по

обучающей выборке, длину которой мы варьиро-

вали (табл. 2). Отклонения эмпирических и мо-

дельных траекторий для первой части выборки

проверялись на “нормальность” (критерий Кол-

могорова–Смирнова), а также на наличие сери-

альной корреляции (критерий Дарбина–Уотсо-

на). Также рассчитывался скорректированный

коэффициент детерминации  между факти-

ческими и модельными данными. Дополнитель-

но анализировался характер динамики в конце

фрагмента обучающей выборки, а также асимп-

тотический динамический режим, который дает

найденная точечная оценка. “Хвосты” рядов

(вторая часть выборки) использовались для про-

верки прогностических свойств модели, для этого

рассчитывались средняя абсолютная ошибка

прогноза (MAE) и коэффициент детерминации

( )2

jR

Рис. 3. Результаты описания динамики Zeiraphera griseana моделью Морана–Рикера с лагом 1 (б) и 2 (в) года. (а, г) Кар-
ты динамических режимов, дополненные точечными оценками.
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Таблица 2. Оценки значений параметров модели (1) и качества прогноза в зависимости от длины обучающей выборки

* ↑ фаза роста; ↑↑ пик численности; ↓ падение численности; ↓↓ начало фазы низкой численности; ↔ низкая численность;
↓↑ переход от низкой численности к фазе роста.

** + критерии Колмогорова–Смирнова и Дарбина–Уотсона выполняются; DW – зона неопределенности критерия Дарби-
на–Уотсона.

*** Числа – длины наблюдаемых циклов, Q – квазипериодическая динамика.

Длина обучающей выборки, 

Data set 1525
33 32 31 30 29 28 27 26 25 24 23 22 21 20

“Хвост”, l 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Характер динамики в конце 

обучающей выборки*
↑ ↓↑ ↔ ↔ ↔ ↔ ↓↓ ↓ ↑↑ ↑ ↓↑ ↔ ↔ ↔

Лаг

т = 1

Параметр а 8.6 8.47 8.62 8.61 8.61 8.61 8.58 8.58 8.59 8.93 9.1 10.1 9.3 9.29
Параметр ρ 9.7 10.3 10.0 9.97 9.97 9.97 10.12 10.1 10.1 9.7 9.8 8.45 9.29 9.37
Статистические

критерии**

+ + + + + + + + + + + + + +

0.83 0.842 0.84 0.84 0.836 0.834 0.831 0.828 0.962 0.982 0.989 0.987 0.99 0.99

MAE 71 71.1 61.8 54.3 48.2 43.4 39.4 36.6 56.6 109 81.3 70.2 103 89

R2 0.93 0.76 0.75 0.75 0.75 0.75 0.75 0.756 0.525 0.35 0.595 0.64 0.34 0.39

Асимптотическая 

динамика***

9 9 9 9 9 9 9 9 9 10 Q Q Q Q

Лаг 

т = 2

Параметр а 7.196 7.03 7.03 7.027 7.027 7.037 7.207 6.973 8.601 9.66 8.857 10.71 8.68 9.36
Параметр ρ 0.117 0.12 0.13 0.126 0.126 0.126 0.114 0.128 1.184 1.23 1.487 1.738 1.72 1.9
Параметр β 2.851 2.92 2.9 2.92 2.92 2.919 2.905 2.925 2.943 2.896 2.905 2.765 2.85 2.74
Статистические

критерии**

+ + + + + + + + + + + + + +

0.896 0.81 0.91 0.91 0.904 0.901 0.898 0.896 0.966 0.982 0.908 0.987 0.98 0.98

MAE 45 66.4 60 53.4 48.1 43.7 40.14 37.4 49.6 76.54 80.81 110.6 65 78.5

R2 0.996 0.91 0.81 0.81 0.808 0.808 0.807 0.806 0.605 0.504 0.509 0.327 0.57 0.43

Асимптотическая 

динамика***

Q Q Q Q Q Q Q Q 38 Q Q Q Q Q

Длина обучающей 

выборки, Oberengadin
23 22 21 20 19 18 17 16 15 14 13 12

“Хвост”, l 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Характер динамики в 

конце обучающей 

выборки*

↓ ↑↑ ↑ ↑ ↓↑ ↔ ↔ ↔ ↔ ↓↓ ↓ ↑↑

Лаг 

т = 1

Параметр а 7.216 8.49 8.37 8.27 8.56 7.89 8.37 8.14 8.14 8.14 8.14 9.22
Параметр ρ 23.11 9.89 8.68 8.85 8.46 9.36 8.61 8.92 8.92 8.92 8.916 10.1
Статистические

критерии**

+ DW- + + + + + + + DW- DW- DW-

0.913 0.984 0.927 0.929 0.992 0.992 0.992 0.992 0.991 0.991 0.99 0.993

MAE 0.96 30 26 26.8 69 69.3 60.4 57 52.5 48.8 45.7 19.7
R2 0.02 0.13 0.658 0.657 0.32 0.257 0.28 0.266 0.262 0.266 0.266 0.842
Асимптотическая 

динамика***

20 9 18 18 18 9 18 9 9 9 9 Q

Лаг

т = 2

Параметр а 8.8 9.46 8.3 10.9 9.08 9.2 9.04 9.22 9.302 9.29 10.7 9.34
Параметр ρ 0.096 0.768 0.765 0.835 1.18 0.84 1.18 1.176 1.14 1.12 0.27 0.33
Параметр β 2.743 0.99 3.014 2.94 2.81 2.81 2.8 2.74 2.74 2.75 2.88 2.9
Статистические

критерии**

+ DW- + DW- DW- DW- DW- DW- DW- DW- DW- DW-

0.91 0.983 0.971 0.989 0.99 0.99 0.989 0.989 0.988 0.987 0.995 0.993

MAE 0.86 24 21.7 29.4 34 36.3 29 34 31.8 28.6 21 17.9
R2 0.613 0.9 0.79 0.78 0.708 0.667 0.703 0.598 0.594 0.611 0.784 0.859
Асимптотическая 

динамика***

Q 4 Q 20 9 9 9 9 9 9 38 4

2
jR

2
jR

2
jR

2
jR
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R2 между фактическими и прогнозными данны-
ми. Описанный блок исследований представлен в
табл. 2, которая демонстрирует, что уменьшение
обучающей выборки, сопровождающееся увели-
чением “хвоста” может приводить к росту каче-
ства прогноза (табл. 2).

Динамика фактических и модельных данных,
а также варианты прогноза приведены на рис. 4.
Как видно, наилучший прогноз может быть полу-
чен, если обучающая выборка заканчивается на
фазе пика численности (рис. 4г–4ж) или же на
следующем за пиком численности элементе
(рис. 4а–4в). Также в ряде случаев можно полу-
чить неплохие результаты прогноза для первой
части временного ряда, завершающейся на ста-
дии роста численности (рис. 4з).

Модель (1) с лагом 2 года лучше описывает ряд
данных, соответствующий динамике листовертки
лиственничной, обитающей в Oberengadin (Baltens-
weiler, 1991) (табл. 2), что и отражают прогнозы,
приведенные на рис. 4д, 4е. В целом же представ-
ленные на рис. 4а–4з варианты прогноза динами-
ки плотности насекомых достаточно точно описы-
вают фактические данные, повторяя тенденции
изменения и улавливая пики. С другой стороны,
прогноз, построенный по части выборки, завер-
шающейся в фазе низкой численности, может ха-
рактеризоваться приемлемой ошибкой, однако

характер прогнозируемой динамики может изме-
ниться: например, может произойти смещение
пика численности (рис. 4и).

Несмотря на то, что модель (1) при т = 1 не-
сколько хуже описывает Data set 1525, качество ее
прогноза сопоставимо с прогнозом модели (1)
при т = 2 (табл. 2, рис. 4а, 4б, 4г). Более того, ре-
зультаты применения модели (1) с лагом 1 удобно
совместить с картой динамических режимов, что
позволяет получить некоторое представление об
эволюции динамики и переходных процессах,
протекающих в реальной популяции (рис. 5б).
Используемая модель косвенно учитывает влия-
ние внешних факторов, поэтому изменение то-
чечных оценок параметров и их “прыжки” по па-
раметрическому пространству вполне могут быть
проинтерпретированы как воздействие модифи-
цирующих факторов, которые усиливают либо
ослабляют процессы регуляции численности.

С этой точки зрения, популяция, которая раз-
вивается при слабо меняющихся внешних усло-
виях, остается в диапазоне значений параметров,
при которых наблюдаются схожие режимы, но в
случае, когда условия существенно изменились,
популяция, подстраиваясь под новую ситуацию,
стремится выйти на принципиально другой ре-
жим. Так видно, что изначально в популяции в
течение нескольких лет наблюдалась квазиперио-

Рис. 4. Динамика популяций листовертки лиственничной и ее прогноз.
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дическая динамика, которая некоторым образом
модифицировалась в силу экологического лими-
тирования. Затем произошло достаточно резкое
смещение оценок в область цикла 9 за счет паде-
ния скорости роста популяции. Отметим, что
большинство найденных точечных оценок распо-
лагается в диапазоне девятилетних колебаний.
Интересно, что здесь смещение точечных оценок
относительно друг друга связано преимуществен-
но с вариацией значений параметра ρ, характери-
зующего экологическое лимитирование. Измене-
ние коэффициента рождаемости также происхо-
дит, но оно в значительной степени меньше и,
скорее всего, обусловлено влиянием плотностно-
зависимой регуляции с запаздыванием.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Применение модели Морана–Рикера с запаз-
дыванием к описанию динамики плотности двух
популяций листовертки лиственничной оказа-
лось вполне успешным, что позволяет уверенно
предполагать влияние плотностно-зависимой ре-
гуляции с запаздыванием на развитие этого вида.
Найденные точечные оценки популяционных па-
раметров удовлетворяют статистическим критери-
ям. Показано, что для анализа и описания динами-
ки, помимо проверки модели (при значениях пара-
метров, полученных на основе их точечной оценки)
на адекватность и соответствие реальному объекту,
необходимо дополнительное исследование воз-
можных динамических режимов модели при зна-
чениях параметров, соседствующих с найденной
точечной оценкой. Такое исследование позволя-
ет как идентифицировать текущие динамические
режимы, так и выявить новые режимы, к кото-

рым могут привести небольшие изменения пара-
метров модели или случайные флуктуации чис-
ленности. В частности, показано, что найденные
точечные оценки демографических параметров,
соответствующие динамике популяций листо-
вертки лиственничной, располагаются в области
квазипериодических колебаний и, как правило,
соседствуют с другим динамическим режимом.
Следовательно, вариация демографических пара-
метров, например, в результате процессов эволю-
ции или же влияния модифицирующих факторов
может примести к смене динамического режима.

Показано, что предложенные модели динами-
ки могут быть использованы для прогноза дина-
мики популяций листовертки лиственничной.
Как оказалось, качество прогноза существенно
зависит от характера динамики в конце обучаю-
щей выборки, используемой для оценки парамет-
ров. Так, если в конце фрагмента временного ря-
да наблюдается фаза низкой численности, то, как
правило, по оценкам, полученным на основе дан-
ного фрагмента, хорошо прогнозировать динами-
ку численности оказывается достаточно проблема-
тично. Однако если обучающий фрагмент времен-
ного ряда заканчивает на фазе пика численности
или же на следующем за пиком численности эле-
менте, то результаты прогноза существенно улуч-
шаются. Отметим, что сопоставление точечных
оценок, полученных по обучающим выборкам
разной длины, с динамическими режимами моде-
ли Морана–Рикера с запаздыванием позволяет по-
лучить представление об эволюции динамических
режимов в конкретной популяции и выявить пере-
ходы от одних динамических режимов к другим.

Работа выполнена в рамках государственных
заданий Института автоматики и процессов
управления ДВО РАН, Института комплексного
анализа региональных проблем ДВО РАН.
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We have applied the Moran–Ricker model with a time lag to describe the dynamics of two populations of
larch bud moth. The model takes into account intrapopulation self-regulatory mechanisms. Data on popula-
tions inhabiting Switzerland in Graubunden (Baltensweiler, Fischlin, 1988; the Global Population Dynamics
Database: Data set 1525) and Oberengadin (Baltensweiler, 1991) locations were used. We have found esti-
mates of model parameter values by minimizing the sum of squared deviations of empirical and model tra-
jectories. The point estimates of the population parameters were shown to satisfy the statistical criteria. The
point estimates are located in the region of quasi-periodic oscillations, where, as a rule, they are adjacent to
other dynamics modes. Consequently, the variation of population parameters caused by, for example, evolu-
tionary processes or modifying factors influence can change the observed dynamics mode. To test the pre-
dictive properties of these models, we use the first part of the data to estimate the parameter values and the
rest to compare the real dynamics with the model forecast. As it turned out, the quality of the forecast signifi-
cantly depends on the nature of the dynamics at the end of the training sample used to estimate the parame-
ters. The best prediction can be obtained if the training sample ends at the population peak phase. In the case
of a low abundance phase, the forecast may have an acceptable error, but the nature of the predicted dynamics
may change: for example, a shift in the population peak. For Data set 1525, we compare the point estimates
obtained from a training sample of different lengths with the dynamic modes of the Moran–Riker model.
This allows us to get an insight into the dynamic mode evolution in the Zeiraphera griseana population and to
identify transitions from one dynamics mode to another.

Keywords: delayed density-dependent regulation, dynamic modes, parameter estimation, forecast, dynamics mode
change. 
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