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В 1933 г. Борсук сформулировал ставшую классической гипотезу о том, что
минимальное число частей меньшего диаметра, на которые может быть разбито
произвольное множество диаметра 1 в R

n, равно n+1. В 1993 г. гипотеза была
опровергнута с помощью совокупностей точек с координатами 0 и 1. Позже вто-
рым автором статьи были получены более сильные контрпримеры, основанные
на семействах точек с координатами −1, 0, 1. В настоящей статье устанавлива-
ются новые нижние оценки для чисел Борсука в семействах такого типа.
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§ 1. Введение и формулировки результатов
Настоящая статья посвящена одному важному аспекту классической проблемы

Борсука о разбиении множеств на части меньшего диаметра (см. [1–3]). Напом-
ним, что число Борсука – это величина f(d), равная минимальному количеству ча-
стей меньшего диаметра, на которые может быть разбито произвольное множество
Ω ⊂ Rd, имеющее диаметр 1. Долгое время большинство специалистов верило, что
f(d) = d + 1. Однако в 1993 г. эта гипотеза была опровергнута, и сейчас известно,
что хотя f(1) = 2, f(2) = 3, f(3) = 4, уже f(64) > 65 (см. [1, 4]), и более того,((

2√
3

)√
2

+ o(1)

)√
d

� f(d) �
(√

3

2
+ o(1)

)d

(1)

(см. нижнюю оценку в [1], а верхнюю – в [5, 6]). При малых d множество смежных
результатов и ссылок можно найти в [7–9].

В дальнейшем нас будут интересовать нижние оценки величины f(d) при d→∞.
Пусть Ω ⊂ Rd – конечное множество точек. Граф G = GΩ = (Ω, E) называется его
графом диаметров, если (x, y) ∈ E тогда и только тогда, когда расстояние |x − y|
между точками x, y равно диаметру diamΩ множества Ω. Напомним, что хромати-
ческое число произвольного графа H – это минимальное число цветов χ(H), в кото-
рые можно так покрасить вершины H , чтобы концы каждого ребра имели разные
цвета. Нетрудно видеть, что для конечных множеств разбиение на части меньшего
диаметра и раскраска графа диаметров суть одно и то же. Поэтому имеет место
оценка f(d) � χ(GΩ), коль скоро Ω ⊂ Rd.

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского фонда фундаменталь-
ных исследований (номер проекта 18-01-00355) и гранта Президента Российской Федерации для
государственной поддержки ведущих научных школ (номер гранта НШ-2540.2020.1).
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Напомним, далее, что дистанционным графом в Rd называется любой граф G =
= (V,E), у которого V ⊂ R

d, а ребра – всевозможные пары вершин, между которыми
одно и то же наперед заданное расстояние (см. [10–13]).

Нижняя оценка в неравенстве (1) получается следующим образом. Сперва в Rn

берется дистанционный граф G, у которого вершины являются (−1, 0, 1)-векторами
с равными (общими для всех) количествами отрицательных и положительных ко-
ординат, а ребра порождаются парами ортогональных вершин. Затем ищется граф
диаметров H , изоморфный G и расположенный в Rd с d � n(n+ 1)

2
. В итоге оказы-

вается, что

χ(G) �
(

2√
3
+ o(1)

)n

,

откуда

f(d) � χ(H) = χ(G) �
((

2√
3

)√
2

+ o(1)

)√
d

.

Возникает следующая естественная постановка. Пусть n, k−1, k0, k1 ∈ N, причем
k−1+k0+k1 = n. Пусть V (n, k−1, k0, k1) – множество (−1, 0, 1)-векторов в Rn, в каж-
дом из которых ki координат, равных i ∈ {−1, 0, 1}. Пусть G(k−1, k0, k1) – множество
всех таких дистанционных графов с вершинами V (n, k−1, k0, k1), что для каждого

из них существует изоморфный ему граф диаметров в Rd с d � n(n+ 1)

2
. Пусть, на-

конец, χ(n, k−1, k0, k1) – максимум величины χ(G) по всем G ∈ G(k−1, k0, k1). Ясно,
что сказанное выше означает справедливость неравенства

max
k1

χ(n, k1, k0, k1) �
(

2√
3
+ o(1)

)n

.

Вопрос в том, как ведет себя с ростом n исходная величина χ(n, k−1, k0, k1). Растет
ли она экспоненциально при k−1 �= k1? Тут важно не забывать, что даже при фикси-
рованных n, k−1, k1 максимизация ведется по величине расстояния, задающего ди-
станционный граф из множества G(k−1, k0, k1), с нетривиальным, однако, условием
существования изоморфного графа диаметров в пространстве сравнительно малой
размерности.

Ответ на поставленные вопросы дает следующая
Т е о р ем а 1. Пусть k′−1 � k′1, k′1 + k′−1 ∈ (0, 1/2). Пусть k−1 ∼ k′−1n, k1 ∼ k′1n,

и стало быть, k0 ∼ (1−k′−1−k′1)n при n→∞. Положим p′ = k′−1+k′1−(k′1−k′−1)
2.

Пусть x′ – меньший корень квадратного уравнения x(1− p′ + x) = (p′− 2x)2. Тогда

χ(n, k−1, k0, k1) �
(
(x′)x

′
(p′ − 2x′)p

′−2x′
(1− p′ + x′)1−p′+x′

(k′−1)
k′
−1(k′1)

k′
1(1− k′1 − k′−1)

1−k′
1−k′

−1

+ o(1)

)n

.

В табл. 1 приведены значения оснований экспоненты из теоремы 1. В ней по вер-
тикали отмечены значения k′−1, а по горизонтали – значения k′1. Видно, что во всех
клетках числа больше единицы. Таким образом, в условиях теоремы 1 оценка всегда
экспоненциальна. С другой стороны, максимум чисел в таблице (как показывает
более детальный расчет) равен 2/

√
3 = 1,154 . . . , т.е. оценка в исходной проблеме

Борсука остается прежней.
В следующем параграфе мы докажем теорему 1. Отметим, что смежные иссле-

дования, связанные с конструкциями на (−1, 0, 1)-векторах, можно найти в рабо-
тах [14–31].
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Таблица 1

0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 0,12 0,14 0,16 0,18 0,20 0,22 0,24
0,02 1,026
0,06 1,044 1,060 1,072
0,10 1,056 1,076 1,089 1,100 1,109
0,14 1,068 1,088 1,103 1,113 1,122 1,129 1,135
0,18 1,078 1,099 1,113 1,124 1,132 1,138 1,144 1,147 1,150
0,20 1,083 1,104 1,118 1,128 1,136 1,142 1,147 1,150 1,152 1,154
0,22 1,088 1,108 1,122 1,132 1,139 1,145 1,149 1,152 1,153 1,154 1,154
0,24 1,092 1,112 1,125 1,135 1,142 1,147 1,150 1,152 1,153 1,154 1,153 1,151
0,26 1,096 1,116 1,128 1,137 1,143 1,148 1,151 1,152 1,153 1,152 1,151
0,28 1,099 1,119 1,131 1,139 1,144 1,148 1,150 1,151 1,151 1,150
0,30 1,103 1,121 1,133 1,140 1,145 1,148 1,149 1,149 1,148
0,32 1,106 1,123 1,134 1,140 1,144 1,146 1,147 1,146
0,36 1,110 1,126 1,134 1,139 1,141 1,141
0,40 1,112 1,126 1,132 1,134
0,44 1,113 1,123

§ 2. Доказательство теоремы 1
2.1. Построение дистанционного графа. Прежде всего заметим, что максимальное

скалярное произведение векторов из множества V (n, k−1, k0, k1) равно скалярному
квадрату любого из них, т.е. величине k1+ k−1. Напротив, выбор параметров таков,
что минимальное скалярное произведение равно −2k−1. Пусть p – минимальное про-
стое число, строго большее величины k1 + k−1 − (k1 − k−1)

2/n. Согласно известным
результатам теории чисел (см. [32]) p ∼ p′n при n→∞. При этом

k1 + k−1 − 2p < −2k−1. (2)

В самом деле, достаточно проверить, что k1 + k−1 − p < (k1 − k−1)/2, т.е. что

(k1 − k−1)
2

n
<

k1 − k−1

2
⇐⇒ k1 − k−1 <

n

2
,

а это мгновенно следует из условия теоремы.
Соединим ребром две вершины из V (n, k−1, k0, k1) тогда и только тогда, когда

скалярное произведение соответствующих векторов равно k1 + k−1 − p. Возника-
ет дистанционный граф G в R

n. Однако мы пока не знаем, принадлежит ли он
множеству G(k−1, k0, k1). Ниже мы докажем это, а также убедимся в том, что для
хроматического числа графа G справедлива оценка, фигурирующая в теореме 1. На
этом доказательство теоремы 1 будет завершено.

2.2. Принадлежность графа G множеству G(k−1, k0, k1). Пусть λ – корень квад-
ратного уравнения

λ2n− 2λ(k1 − k−1) + k1 + k−1 − p = 0.

Он вещественный, поскольку положительность дискриминанта следует из условий,
наложенных на величину p.

Пусть x = (x1, . . . , xn) ∈ V (n, k−1, k0, k1). Рассмотрим вектор

x∗ =
(
(x1 − λ)(x1 − λ), (x1 − λ)(x2 − λ), . . . , (x1 − λ)(xn − λ),

(x2 − λ)(x1 − λ), . . . , (x2 − λ)(xn − λ), . . . , (xn − λ)(xn − λ)
)
.

Множество таких векторов обозначим через W . Оно лежит в подпространстве раз-
мерности n(n+ 1)

2
пространства Rn2

. Таким образом, остается доказать, что граф
диаметров этого множества изоморфен графу G.
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Заметим, что

(x∗,y∗) =
n∑

i=1

n∑
j=1

(xi − λ)(xj − λ)(yi − λ)(yj − λ) =

=

(
n∑

i=1

(xi − λ)(yi − λ)

)2

=
(
(x,y)− 2λ(k1 − k−1) + λ2n

)2
.

Величина λ подобрана так, чтобы получившийся полный квадрат принимал ми-
нимальное по (x,y) значение (равное нулю) тогда и только тогда, когда (x,y) =
= k1 + k−1 − p. Последнее равенство в точности соответствует образованию ребра
между вершинами x,y графа G. А максимум расстояния между векторами из мно-
жества W достигается ровно тогда, когда их скалярное произведение минимально,
ведь, как мы видим из формулы для их скалярного произведения, все их скалярные
квадраты одинаковы. Следовательно, граф G изоморфен графу диаметров множе-
ства W , и эта часть доказательства завершена.

2.3. Оценка хроматического числа графа G. Хорошо известно, что χ(G) � |V |
α(G)

,

где α(G) – число независимости графа, равное максимальной мощности такого мно-
жества вершин графа, что никакие две вершины в нем не соединены ребром (сами
такие множества называются независимыми). Легко видеть, что в нашем случае

|V | = Ck1
n C

k−1

n−k1
=

(
1

(k′−1)
k′
−1(k′1)

k′
1(1− k′1 − k′−1)

1−k′
1−k′

−1

+ o(1)

)n

.

Соответственно, неравенство в теореме 1 подсказывает, что верхняя оценка числа
независимости должна иметь вид(

1

(x′)x′(p′ − 2x′)p′−2x′(1− p′ + x′)1−p′+x′ + o(1)

)n

,

и нам остается обосновать это.
Рассмотрим произвольное независимое множество вершин нашего графа W =

= {x1, . . . ,xt}. Каждому вектору xi сопоставим многочлен Pxi
∈ Z/pZ[y1, . . . , yn]

(здесь p – простое число из формулировки теоремы), задаваемый в виде

Pxi
(y) =

∏
j∈J

(j − (xi,y)), y = (y1, . . . , yn),

J = {0, 1, . . . , p− 1} \ {k1 + k−1 − p}.

Преобразуем многочлены Pxi следующим образом. Раскроем все скобки в опреде-
лении и получим некоторую комбинацию одночленов. Степень каждого одночлена
не превосходит p− 1. Если одночлен имеет вид y

αi1

i1
· . . . · yαiq

iq
, где

q � p− 1, 1 � αiν � p− 1, 1 � ν � q, αi1 + . . .+ αiq � p− 1,

то заменим в нем все четные αiν на двойки, а все нечетные – на единицы. После
приведения подобных слагаемых над Z/pZ возникает новый многочлен P ′

xi
. Сте-

пень каждого такого многочлена по-прежнему не выше p − 1. При этом все эти
многочлены расположены в линейном пространстве, размерность которого не боль-
ше величины∑

(i,j): i+2j�p−1

Ci
nC

j
n−i.
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Здесь i – число переменных первой степени, а j – число переменных второй степени
в мономах, образующих стандартный базис.

Если мы докажем, что многочлены P ′
x1
, . . . , P ′

xt
линейно независимы над Z/pZ,

то мы установим оценку

α(G) �
∑

(i,j): i+2j�p−1

Ci
nC

j
n−i.

Предположим, что

c1P
′
x1

+ . . .+ ctP
′
xt

= 0.

Тогда для любого y ∈W верно

c1P
′
x1
(y) + . . .+ ctP

′
xt
(y) ≡ 0 (mod p).

Более того, верно и

c1Px1(y) + . . .+ ctPxt(y) ≡ 0 (mod p).

Дело в том, что для y ∈ W все yi ∈ {−1, 0, 1}, а на таких значениях переменных
значения P и P ′ просто равны между собой.

Подставим вместо y вектор x1. Мы знаем, что (x1,x1) = k1 + k−1. Но в мно-
жестве J (см. определение многочлена P ) нет вычета k1 + k−1. Значит, Px1

(x1) �≡
�≡ 0 (mod p). С другой стороны, для любого другого xi имеем

(xi,x1) < k1 + k−1, (xi,x1) �= k1 + k−1 − p,

(xi,x1) � −2k−1, k1 + k−1 − 2p < −2k−1,

где второе неравенство является следствием отсутствия ребер в независимом мно-
жестве W , четвертое неравенство – это полученный ранее факт (2), а все вместе
говорит о том, что

(xi,x1) �≡ k1 + k−1 − p (mod p),

откуда Pxi(x1) ≡ 0 (mod p). В итоге видим, что c1 ≡ 0 (mod p). Действуя аналогич-
но, получаем, что все коэффициенты равны нулю по модулю p, так что многочлены
и впрямь линейно независимы.

Для завершения доказательства остается проверить, что∑
(i,j): i+2j�p−1

Ci
nC

j
n−i =

(
1

(x′)x′(p′ − 2x′)p′−2x′(1 − p′ + x′)1−p′+x′ + o(1)

)n

.

Это довольно рутинный анализ, и мы опускаем подробности. Во-первых, ясно, что
запись (c+o(1))n при c > 1 не чувствительна к домножению и делению на субэкспо-
ненциальные функции – тем более на многочлены. Поэтому достаточно найти c в за-
писи максимального слагаемого в сумме. Разумеется, в этом слагаемом i+2j = p−1.
Стало быть, мы ищем максимум выражения Ci

nC
p−1−2i
n−i . Отбрасывая субэкспоненци-

альные величины и вспоминая, что p ∼ p′n, видим, что максимизирующее i можно
искать среди i ∼ xn, где x ∈ (0, 1) при n→∞. Тогда

Ci
nC

p−1−2i
n−i =

(
1

xx(p′ − 2x)p′−2x(1 − p′ + x)1−p′+x
+ o(1)

)n

.

Дифференцируя по x дробь, стоящую в скобках, находим необходимое условие экс-
тремума как раз в виде квадратного уравнения из условия теоремы. Стандартными
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выкладками проверяем, что это и есть точка максимума. Заменяем x на x′, и теорема
доказана. �
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