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Новые формулы для дзета-констант получены на основе теоретико-числового
подхода, применяемого для доказательства иррациональности некоторых клас-
сических констант. Используя эти формулы, можно приблизить дзета-констан-
ты и их комбинации рациональными дробями и построить новый эффективный
метод их вычисления.
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§ 1. Введение
Проблема построения эффективных методов вычисления значений дзета-функ-

ции Римана в точках разной арифметической природы рассматривалась многими
авторами (см., например, [1–6]).

В [7] был построен новый метод быстрого приближения дзета-констант, т.е. зна-
чений дзета-функции Римана ζ(n), n � 2, n – целое число, рациональными дробя-
ми. Этот метод возник на основе подхода Эрмита –Бёйкерса (см. [8–10]), который
был применен последним для доказательства иррациональности дзета-констант ζ(2)
и ζ(3) с использованием двух специально подобранных полиномов Pn(x) и Qn(x),
n � 1:

Pn(x) =
1

n!

(
d

dx

)n

(xn(1− x)n) , Qn(x) = (1− x)n. (1)

Различные варианты метода Бёйкерса, его модификаций и обобщений широко при-
меняются в последнее время при исследовании значений различных функций на
иррациональность (см., например, [9–14], а также [4]).

В [7] был представлен метод, который позволяет приблизить дзета-константы
и некоторые их комбинации достаточно простыми выражениями из рациональных
дробей, в которых участвуют коэффициенты многочленов (1), и затем эффективно
их вычислить.

В настоящей статье продолжены исследования, начатые в [7]. Построен метод
с участием трех многочленов (а не двух, как в [7]) и описан алгоритм аппроксимации
и вычисления дзета-констант. Следует упомянуть, что метод из [7] предполагает, что
оба многочлена необходимы для обеспечения достаточно хорошего приближения
(как в методе Бёйкерса, см. [9,10]). В представленном методе с тремя многочленами

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследо-
ваний (номер проекта 19-07-00750).
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можно сделать выбор и пойти двумя путями:
1) все три многочлена обеспечат скорость сходимости; или
2) два многочлена обеспечат скорость сходимости, а подбирая коэффициенты тре-

тьего многочлена, можно уменьшить количество вычисляемых рациональных
дробей.

Итак, представленный метод с тремя многочленами является первым, в котором
возможны манипуляции с коэффициентами (третьего многочлена) для понижения
сложности вычисления.

Далее мы используем следующие стандартные обозначения. Обобщенное гармо-
ническое число H

(m)
n порядка m представляет собой следующую сумму для нату-

ральных чисел n и m:

H(m)
n =

n∑
k=1

1

km
, H(1)

n = Hn, H
(m)
0 = 0. (2)

Свойства и методы вычисления гармонических чисел хорошо изучены: см., напри-
мер, [15–17].

§ 2. Вспомогательные формулы
При |t| < 1 имеем

1

1− t
= 1 + t+ t2 + . . . =

∞∑
k=0

tk.

Отсюда

I3 =

1∫
0

1∫
0

1∫
0

dx dy dz

1− xyz
=

1∫
0

1∫
0

1∫
0

∞∑
k=0

xkykzk dx dy dz =

=

∞∑
k=0

( 1∫
0

xk dx

)( 1∫
0

yk dy

)( 1∫
0

zkdz

)
=

∞∑
k=0

1

(k + 1)3
= ζ(3).

Лемма 1. При любых r1, r2, r3 � 0, s � 3 справедливо соотношение

I(r1, r2, r3) =

1∫
0

. . .

1∫
0

xr1
1 xr2

2 xr3
3

1− x1x2x3 . . . xs
dx1 dx2 dx3 . . . dxs =

=

∞∑
k=0

1

(r1 + k + 1)(r2 + k + 1)(r3 + k + 1)(k + 1)s−3
. (3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. При 0 < x1, . . . , xs < 1, 0 < x1x2 . . . xs < 1, имеем

1

1− x1 . . . xs
=

∞∑
k=0

(x1 . . . xs)
k,

I(r1, r2, r3) =

1∫
0

. . .

1∫
0

xr1
1 xr2

2 xr3
3

1− x1x2x3 . . . xs
dx1 dx2 dx3 . . . dxs =

=
∞∑
k=0

1∫
0

xk+r1
1 dx1

1∫
0

xk+r2
2 dx2

1∫
0

xk+r3
3 dx3

1∫
0

xk
4 dx4 . . .

1∫
0

xk
s dxs =
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=

∞∑
k=0

1

r1 + k + 1
· 1

r2 + k + 1
· 1

r3 + k + 1
· 1

(k + 1)s−3
,

что и требовалось доказать. �
Лемма 2. Для любого целого s � 1 и любых r � 1, k � 0 справедливы тожде-

ства

1

(r + k + 1)(k + 1)s
=

s∑
j=1

(−1)j−1 1

rj(k + 1)s+1−j
+ (−1)s

1

rs(r + k + 1)
, (4)

1

(r + k + 1)2(k + 1)s
=

s∑
j=1

(−1)j−1 j

rj+1(k + 1)s+1−j
+

+ (−1)s
s

rs+1(r + k + 1)
+ (−1)s

1

rs(r + k + 1)2
, (5)

1

(r + k + 1)3(k + 1)s
=

s∑
j=1

(−1)j−1 j(j + 1)

2rj+2(k + 1)s+1−j
+

+ (−1)s
s(s+ 1)

2rs+2(r + k + 1)
+ (−1)s

s

rs+1(r + k + 1)2
+ (−1)s

1

rs(r + k + 1)3
. (6)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Формулы (4)–(6) доказываются индукцией по s. Докажем,
например, (6). При s = 1 справедливость равенства

1

(r + k + 1)3(k + 1)
=

=
1

r3(k + 1)
− 1

r3(r + k + 1)
− 1

r2(r + k + 1)2
− 1

r(r + k + 1)3
(7)

проверяется непосредственно. Пусть (6) справедливо при s � n, и пусть

1

(r + k + 1)3(k + 1)n
=

n∑
j=1

(−1)j−1 j(j + 1)

2rj+2(k + 1)n+1−j
+

+ (−1)n
n(n+ 1)

2rn+2(r + k + 1)
+ (−1)n

n

rn+1(r + k + 1)2
+ (−1)n

1

rn(r + k + 1)3
. (8)

Докажем, что (6) справедливо также при s = n+ 1. Из (8) имеем

1

(r + k + 1)3(k + 1)n+1
=

1

k + 1

n∑
j=1

(−1)j−1j(j + 1)

2rj+2(k + 1)n+1−j
+

+
(−1)nn(n+ 1)

2rn+2(k + 1)(r + k + 1)
+

(−1)nn

rn+1(k + 1)(r + k + 1)2
+

(−1)n

rn(k + 1)(r + k + 1)3
.

Подставляя в последнее выражение (4), (5) при s = 1 и формулу (7), находим

1

(r + k + 1)3(k + 1)n+1
=

=

n∑
j=1

(−1)j−1j(j + 1)

2rj+2(k + 1)n+2−j
+

(−1)nn(n+ 1)

2rn+2

(
1

r(k + 1)
− 1

r(r + k + 1)

)
+
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+
(−1)nn

rn+1

(
1

r2(k + 1)
− 1

r2(r + k + 1)
− 1

r(r + k + 1)2

)
+

+
(−1)n

rn

(
1

r3(k + 1)
− 1

r3(r + k + 1)
− 1

r2(r + k + 1)2
− 1

r(r + k + 1)3

)
=

=

n∑
j=1

(−1)j−1j(j + 1)

2rj+2(k + 1)n+2−j
+

(−1)n
(

n(n+1)
2 + n+ 1

)
rn+3(k + 1)

+

+
(−1)n+1

(
n(n+1)

2 + n+ 1
)

rn+3(r + k + 1)
+

(−1)n+1(n+ 1)

rn+2(r + k + 1)2
+

(−1)n+1

rn+1(r + k + 1)3
=

=

n+1∑
j=1

(−1)j−1j(j + 1)

2rj+2(k + 1)n+2−j
+

(−1)n+1(n+ 1)(n+ 2)

2rn+3(r + k + 1)
+

+
(−1)n+1(n+ 1)

rn+2(r + k + 1)2
+

(−1)n+1

rn+1(r + k + 1)3
,

т.е. получаем формулу (6) при s = n+ 1. �

§ 3. Основная формула

Пусть a0, a1, . . . , an, b0, b1, . . . , bn, c0, c1, . . . , cn – произвольные числа; рассмотрим
многочлены Pn(x), Qn(x) и Tn(x), n � 1:

Pn(x) = a0 + a1x+ . . .+ anx
n,

Qn(x) = b0 + b1x+ . . .+ bnx
n,

Tn(x) = c0 + c1x+ . . .+ cnx
n.

Умножим левую и правую части соотношения (3) на ar1br2cr3 и просуммируем по
r1, r2, r3 = 0, 1, . . . , n; s � 3:

Is = Is(n) =

n∑
r1=0

n∑
r2=0

n∑
r3=0

ar1br2cr3I(r1, r2, r3) =

=

1∫
0

. . .

1∫
0

Pn(x1)Qn(x2)Tn(x3)

1− x1x2x3 . . . xs
dx1 dx2 dx3 . . . dxs =

=

∞∑
k=0

1

(k + 1)s−3

n∑
r1=0

n∑
r2=0

n∑
r3=0

ar1br2cr3
(r1 + k + 1)(r2 + k + 1)(r3 + k + 1)

.

(9)

Выделяя в (9) члены с r1 = r2 = r3 = 0, затем с r1 = r2 = 0, r3 �= 0, r2 = r3 = 0,
r1 �= 0, r1 = r3 = 0, r2 �= 0, и наконец, с r1 = 0, r2, r3 �= 0, r2 = 0, r1, r3 �= 0, r3 = 0,
r1, r2 �= 0, получаем

Is = a0b0c0ζ(s) + a0b0

∞∑
k=0

1

(k + 1)s−1

n∑
r3=1

cr3
r3 + k + 1

+

+ a0c0

∞∑
k=0

1

(k + 1)s−1

n∑
r2=1

br2
r2 + k + 1

+ b0c0

∞∑
k=0

1

(k + 1)s−1

n∑
r1=1

ar1
r1 + k + 1

+

+ a0

∞∑
k=0

1

(k + 1)s−2

n∑
r2=1

n∑
r3=1

br2cr3
(r2 + k + 1)(r3 + k + 1)

+

76



+ b0

∞∑
k=0

1

(k + 1)s−2

n∑
r1=1

n∑
r3=1

ar1cr3
(r1 + k + 1)(r3 + k + 1)

+

+ c0

∞∑
k=0

1

(k + 1)s−2

n∑
r1=1

n∑
r2=1

ar1br2
(r1 + k + 1)(r2 + k + 1)

+

+

∞∑
k=0

1

(k + 1)s−3

n∑
r1=1

n∑
r2=1

n∑
r3=1

ar1br2cr3
(r1 + k + 1)(r2 + k + 1)(r3 + k + 1)

. (10)

Разобьем двойные суммы по rμ, μ = 1, 2, 3, в правой части (10) на две суммы:
сумму, в которой индексы суммирования равны, и сумму, в которой они не равны,
т.е., например,

n∑
r1=1

n∑
r2=1

ar1br2
(r1 + k + 1)(r2 + k + 1)

=

=

n∑
r1=1

ar1br1
(r1 + k + 1)2

+

n∑
r1,r2=1
r1 =r2

ar1br2
r2 − r1

(
1

r1 + k + 1
− 1

r2 + k + 1

)
. (11)

В тройной сумме по rξ из (10) также выделим слагаемые с одинаковыми индек-
сами, воспользовавшись соотношениями

n∑
r1=1

n∑
r2=1

n∑
r3=1

ar1br2cr3
(r1 + k + 1)(r2 + k + 1)(r3 + k + 1)

=

n∑
r1=1

ar1br1cr1
(r1 + k + 1)3

+

+

n∑
r1,r2,r3=1
r1=r2 =r3

ar1br1cr3
(r1 + k + 1)2(r3 + k + 1)

+

n∑
r1,r2,r3=1
r1=r3 =r2

ar1br2cr1
(r1 + k + 1)2(r2 + k + 1)

+

+

n∑
r1,r2,r3=1
r2=r3 =r1

ar1br2cr2
(r2 + k + 1)2(r1 + k + 1)

+

n∑
r1,r2,r3=1
r1 =r2 =r3

ar1br2cr3
(r1 + k + 1)(r2 + k + 1)(r3 + k + 1)

.

Таким образом,

n∑
r1=1

n∑
r2=1

n∑
r3=1

ar1br2cr3
(r1 + k + 1)(r2 + k + 1)(r3 + k + 1)

=

=
n∑

r1=1

ar1br1cr1
(r1 + k + 1)3

+
n∑

r1,r2=1
r1 =r2

ar1br1cr2 + ar1br2cr1 + ar2br1cr1
(r1 + k + 1)2(r2 + k + 1)

−

−
n∑

r1,r2,r3=1
r1 =r2 =r3

ar1br2cr3
(r1 + k + 1)(r3 − r2)

(
1

r3 + k + 1
− 1

r2 + k + 1

)
.

Отсюда находим

n∑
r1=1

n∑
r2=1

n∑
r3=1

ar1br2cr3
(r1 + k + 1)(r2 + k + 1)(r3 + k + 1)

=
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=

n∑
r1=1

ar1br1cr1
(r1 + k + 1)3

+

n∑
r1,r2=1
r1 =r2

ar1br1cr2 + ar1br2cr1 + ar2br1cr1
(r1 + k + 1)2(r2 + k + 1)

−

−
n∑

r1,r2,r3=1
r1 =r3 =r2

ar1br2cr3
(r3 − r2)(r2 − r1)

(
1

r2 + k + 1
− 1

r1 + k + 1

)
+

+

n∑
r1,r2,r3=1
r1 =r2 =r3

ar1br2cr3
(r3 − r2)(r3 − r1)

(
1

r3 + k + 1
− 1

r1 + k + 1

)
. (12)

Подставляя (11), (12) в (10), находим:

Is = a0b0c0ζ(s) +

∞∑
k=0

n∑
r1=1

a0b0cr1 + a0c0br1 + b0c0ar1
(k + 1)s−1(r1 + k + 1)

+

+

∞∑
k=0

n∑
r1=1

a0br1cr1 + b0ar1cr1 + c0ar1br1
(k + 1)s−2(r1 + k + 1)2

−

−
∞∑
k=0

n∑
r1,r2=1
r1 =r2

a0br1cr2 + b0ar2cr1 + c0ar1br2
(k + 1)s−2(r2 − r1)

(
1

r2 + k + 1
− 1

r1 + k + 1

)
+

+

∞∑
k=0

n∑
r1=1

ar1br1cr1
(k + 1)s−3(r1 + k + 1)3

+

+

∞∑
k=0

n∑
r1,r2=1
r1 =r2

ar1br1cr2 + ar1br2cr1 + ar2br1cr1
(k + 1)s−3(r1 + k + 1)2(r2 − r1)

+

+

∞∑
k=0

n∑
r1,r2=1
r1 =r2

ar1br1cr2 + ar1br2cr1 + ar2br1cr1
(k + 1)s−3(r2 − r1)2

(
1

r2 + k + 1
− 1

r1 + k + 1

)
+

+

∞∑
k=0

n∑
r1,r2,r3=1
r1 =r2 =r3

ar1br2cr3
(k + 1)s−3

(
1

(r3 − r2)(r3 − r1)(r3 + k + 1)
+

+
1

(r2 − r3)(r2 − r1)(r2 + k + 1)
+

1

(r1 − r3)(r1 − r2)(r1 + k + 1)

)
. (13)

Из (13) при s = 3 имеем:

I3 = a0b0c0ζ(3) +

∞∑
k=0

n∑
r1=1

a0b0cr1 + a0c0br1 + b0c0ar1
(k + 1)2(r1 + k + 1)

+

+

∞∑
k=0

n∑
r1=1

a0br1cr1 + b0ar1cr1 + c0ar1br1
(k + 1)(r1 + k + 1)2

−

−
∞∑
k=0

n∑
r1,r2=1
r1 =r2

a0br1cr2 + b0ar2cr1 + c0ar1br2
(k + 1)(r2 − r1)

(
1

r2 + k + 1
− 1

r1 + k + 1

)
+
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+

∞∑
k=0

n∑
r1=1

ar1br1cr1
(r1 + k + 1)3

+

∞∑
k=0

n∑
r1,r2=1
r1 =r2

ar1br1cr2 + ar1cr1br2 + br1cr1ar2
(r1 + k + 1)2(r2 − r1)

+

+

∞∑
k=0

n∑
r1,r2=1
r1 =r2

ar1br1cr2 + ar1cr1br2 + br1cr1ar2
(r2 − r1)2

(
1

r2 + k + 1
− 1

r1 + k + 1

)
+

+

∞∑
k=0

n∑
r1,r2,r3=1
r1 =r2 =r3

ar1br2cr3
(r3 − r2)(r3 − r1)

(
1

r3 + k + 1
− 1

r1 + k + 1

)
+

+

∞∑
k=0

n∑
r1,r2,r3=1
r1 =r2 =r3

ar1br2cr3
(r3 − r2)(r1 − r2)

(
1

r2 + k + 1
− 1

r1 + k + 1

)
. (14)

Для большей компактности представления формул введем обозначения

S00r1 = a0b0cr1 + a0c0br1 + b0c0ar1 ,

S0r1r1 = a0br1cr1 + b0ar1cr1 + c0ar1br1 ,

S0r1r2 = a0br1cr2 + b0ar2cr1 + c0ar1br2 ,

Sr1r1r2 = ar1br1cr2 + ar1cr1br2 + br1cr1ar2 .

Преобразуя суммы из (14) на основе леммы 2, легко видеть следующее:
1) для второго слагаемого в правой части (14) справедливо соотношение

∞∑
k=0

n∑
r1=1

S00r1

(k + 1)2(r1 + k + 1)
= ζ(2)

n∑
r1=1

S00r1

r1
−

n∑
r1=1

S00r1Hr1

r21
; (15)

2) для третьего слагаемого в правой части (14) справедливо равенство
∞∑
k=0

n∑
r1=1

S0r1r1

(k + 1)(r1 + k + 1)2
=

n∑
r1=1

S0r1r1Hr1

r21
−

n∑
r1=1

S0r1r1

r1

(
ζ(2)−H(2)

r1

)
; (16)

3) далее имеем
∞∑
k=0

n∑
r1=1

ar1br1cr1
(r1 + k + 1)3

=

n∑
r1=1

ar1br1cr1

(
ζ(3)−H(3)

r1

)
; (17)

4) далее находим
∞∑
k=0

n∑
r1,r2=1
r1 =r2

S0r1r2

r2 − r1

(
1

(k + 1)(r2 + k + 1)
− 1

(k + 1)(r1 + k + 1)

)
=

=

n∑
r1,r2=1
r1 =r2

S0r1r2

r2 − r1

(
Hr2

r2
− Hr1

r1

)
; (18)

5) и наконец, замечаем, что
∞∑
k=0

n∑
r1,r2=1
r1 =r2

Sr1r1r2

(r1 + k + 1)2(r2 − r1)
=

n∑
r1,r2=1
r1 =r2

Sr1r1r2

r2 − r1

(
ζ(2)−H(2)

r1

)
. (19)
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Подставляя (15)–(19) в (14) и выполняя очевидные преобразования, получаем

I3 = ζ(3)

n∑
r1=0

ar1br1cr1 + ζ(2)

(
n∑

r1,r2=1
r1 =r2

(
S00r1 − S0r1r1

r1
+

Sr1r1r2

r2 − r1

))
+

+

n∑
r1,r2,r3=1
r1 =r2 =r3

(
−ar1br1cr1H

(3)
r1 +

(
S0r1r1

r1
− Sr1r1r2

r2 − r1

)
H(2)

r1 +
S0r1r1 − S00r1

r21
Hr1 −

− S0r1r2

r2 − r1

(
Hr2

r2
− Hr1

r1

)
− Sr1r1r2

(r2 − r1)2
(Hr2 −Hr1)− ar1br2cr3 ×

×
(

Hr1

(r1 − r3)(r1 − r2)
+

Hr2

(r2 − r1)(r2 − r3)
+

Hr3

(r3 − r1)(r3 − r2)

))
, (20)

где Hm
rξ , ξ = 1, 2, 3, m = 1, 2, 3 суть гармонические числа, т.е. суммы, определяемые

соотношениями (2). Аналогично из (13) при s = 4 находим

I4 = a0b0c0ζ(4) +

∞∑
k=0

n∑
r1=1

S00r1

(k + 1)3(r1 + k + 1)
+

∞∑
k=0

n∑
r1=1

S0r1r1

(k + 1)2(r1 + k + 1)2
−

−
∞∑
k=0

n∑
r1,r2=1
r1 =r2

S0r1r2

(k + 1)2(r2 − r1)

(
1

r2 + k + 1
− 1

r1 + k + 1

)
+

+
∞∑
k=0

n∑
r1=1

ar1br1cr1
(k + 1)(r1 + k + 1)3

+
∞∑
k=0

n∑
r1,r2=1
r1 =r2

Sr1r1r2

(k + 1)(r1 + k + 1)2(r2 − r1)
+

+
∞∑
k=0

n∑
r1,r2=1
r1 =r2

Sr1r1r2

(r2 − r1)2(k + 1)

(
1

r2 + k + 1
− 1

r1 + k + 1

)
+

+
∞∑
k=0

n∑
r1,r2,r3=1
r1 =r2 =r3

ar1br2cr3
k + 1

(
1

(r3 − r2)(r3 − r1)(r3 + k + 1)
+

+
1

(r3 − r2)(r1 − r2)(r2 + k + 1)
+

1

(r1 − r3)(r1 − r2)(r1 + k + 1)

)
.

(21)

Преобразуя суммы из (21) на основании леммы 2, получаем:

I4 = a0b0c0ζ(4) + ζ(3)

n∑
r1=1

S00r1 − ar1br1cr1
r1

+

+ ζ(2)

n∑
r1,r2=1
r1 =r2

(
2S0r1r1 − S00r1 − ar1br1cr1

r21
− S0r1r2

r2 − r1

(
1

r2
− 1

r1

)
+

Sr1r1r2

r1(r2 − r1)

)
+

+

n∑
r1=1

S00r1 − 2S0r1r1 + ar1br1cr1
r31

Hr1 +

n∑
r1=1

ar1br1cr1 − S0r1r1

r21
H(2)

r1 +
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+

n∑
r1=1

ar1br1cr1
r1

H(3)
r1 +

n∑
r1,r2=1
r1 =r2

S0r1r2

r2 − r1

(
Hr2

r22
− Hr1

r21

)
+

+

n∑
r1,r2=1
r1 =r2

Sr1r1r2

(r2 − r1)r21
Hr1 +

n∑
r1,r2=1
r1 =r2

Sr1r1r2

(r2 − r1)r1
H(2)

r1 +

+

n∑
r1,r2=1
r1 =r2

Sr1r1r2

(r2 − r1)2

(
Hr2

r2
− Hr1

r1

)
+

n∑
r1,r2,r3=1
r1 =r2 =r3

ar1br2cr3 ×

×
(

Hr1

r1(r1 − r2)(r1 − r3)
+

Hr2

r2(r2 − r1)(r2 − r3)
+

Hr3

r3(r3 − r1)(r3 − r2)

)
. (22)

Для любого s � 5 на основании леммы 2 преобразуем слагаемые (13). Выполняя
алгебраические вычисления, аналогичные приведенным выше, для s � 5 получаем

Is = a0b0c0ζ(s) +

(
n∑

r1=1

S00r1

r1

)
ζ(s− 1) +

+

(
n∑

r1,r2=1
r1 =r2

S0r1r1 − S00r1

r21
− S0r1r2

r2 − r1

(
1

r2
− 1

r1

))
ζ(s− 2) +

+

s−4∑
j=3

(−1)j−1

(
n∑

r1,r2,r3=1
r1 =r2 =r3

(
S00r1 − (j − 1)S0r1r1 +

(j − 2)(j − 1)

2
ar1br1cr1

rj1
+

+
Sr1r1r2

r2 − r1

(
j − 2

rj−1
1

+
1

r2 − r1

(
1

rj−2
2

− 1

rj−2
1

))
− S0r1r2

r2 − r1

(
1

rj−1
2

− 1

rj−1
1

)
+

+ ar1br2cr3

(
1

(r3 − r2)(r3 − r1)r
j−2
3

+
1

(r2 − r3)(r2 − r1)r
j−2
2

+

+
1

(r1 − r3)(r1 − r2)r
j−2
1

)))
ζ(s− j) +

+ (−1)s−3

(
n∑

r1,r2,r3=1
r1 =r2 =r3

(
ar1br1cr1

(
1− (s− 5)(s− 4)

2

)
− S00r1 + (s− 4)S0r1r1

rs−3
1

+

+
S0r1r2

r2 − r1

(
1

rs−4
2

− 1

rs−4
1

)
− Sr1r1r2

r2 − r1

(
s− 5

rs−4
1

+
1

r2 − r1

(
1

rs−5
2

− 1

rs−5
1

))
−

− ar1br2cr3

(
1

(r3 − r2)(r3 − r1)r
s−5
3

+
1

(r2 − r3)(r2 − r1)r
s−5
2

+

+
1

(r1 − r3)(r1 − r2)r
s−5
1

)))
ζ(3) +

+ (−1)s−2

(
n∑

r1,r2,r3=1
r1 =r2 =r3

(
(s− 2)S0r1r1 − S00r1 −

(s− 2)(s− 3)

2
ar1br1cr1

rs−2
1

+
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+
S0r1r2

r2 − r1

(
1

rs−3
2

− 1

rs−3
1

)
− Sr1r1r2

r2 − r1

(
s− 3

rs−3
1

+
1

r2 − r1

(
1

rs−4
2

− 1

rs−4
1

))
+

+ ar1br2cr3

(
1

(r3 − r2)(r3 − r1)r
s−4
3

+
1

(r2 − r3)(r2 − r1)r
s−4
2

+

+
1

(r1 − r3)(r1 − r2)r
s−4
1

)))
ζ(2) +

+ (−1)s−2
n∑

r1,r2,r3=1
r1 =r2 =r3

((−(s− 2)S0r1r1 + S00r1 +
(s− 2)(s− 3)

2
ar1br1cr1

rs−1
1

+

+
(s− 3)Sr1r1r2

(r2 − r1)r
s−2
1

)
Hr1 −

S0r1r2

r2 − r1

(
Hr2

rs−2
2

− Hr1

rs−2
1

)
+

+
Sr1r1r2

(r2 − r1)2

(
Hr2

rs−3
2

− Hr1

rs−3
1

)
+ ar1br2cr3

(
Hr1

(r1 − r2)(r1 − r3)r
s−3
1

+

+
Hr2

(r2 − r1)(r2 − r3)r
s−3
2

+
Hr3

(r3 − r2)(r3 − r1)r
s−3
3

))
+

+ (−1)s−3
n∑

r1,r2=1
r1 =r2

(
S0r1r1 − (s− 3)ar1br1cr1

rs−2
1

− Sr1r1r2

(r2 − r1)r
s−3
1

)
H(2)

r1 +

+ (−1)s−4
n∑

r1=1

ar1br1cr1
H

(3)
r1

rs−3
1

. (23)

Формулы (20), (22), (23) можно представить несколько в более удобном для вы-
числений виде, группируя множители при одинаковых дзета-константах и заменяя
суммы по несовпадающим индексам двойными и тройными суммами. Таким обра-
зом, мы доказали следующее утверждение.

Т е о р ем а 1. Пусть Pn(x), Qn(x) и Tn(x) – три многочлена степени n, n � 1,

Pn(x) = a0 + a1x+ . . .+ anx
n, (24)

Qn(x) = b0 + b1x+ . . .+ bnx
n, (25)

Tn(x) = c0 + c1x+ . . .+ cnx
n, (26)

a0, a1, . . . , an, b0, b1, . . . , bn, c0, c1, . . . , cn – произвольные числа. Пусть интеграл Is,
s � 3, определяется как

Is =

1∫
0

. . .

1∫
0

Pn(x1)Qn(x2)Tn(x3)

1− x1x2x3 . . . xs
dx1 dx2 dx3 . . . dxs. (27)

Тогда при s � 5 справедливы следующие соотношения:

I3 = As−2,3ζ(3)−As−2,2ζ(2)−As−2,

I4 = As−3,4ζ(4) +As−3,3ζ(3)−As−3,2ζ(2)−As−3,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Is = A1,sζ(s) +A1,s−1ζ(s − 1) + . . .+A1,3ζ(3)− A1,2ζ(2)−A1,

(28)
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где при s = 5, 6, 7, . . .

As−2,3 =

n∑
r=1

arbrcr, As−2,2 =

n∑
r=1

r−1∑

=0

Srr
 − S

r

r − 	
, (29)

As−2 =

n∑
r=1

arbrcrH
(3)
r −

n∑
r=1

r−1∑

=0

(Srr
 − S

r)

(
H

(2)
r −H

(2)



r − 	
+

Hr −H


(r − 	)2

)
+

+

n∑
r=2

r−1∑

=1


−1∑
i=0

(Sir
 + Si
r)

(
Hi

(i− r)(i − 	)
+

Hr

(r − i)(r − 	)
+

H


(	− i)(	− r)

)
, (30)

As−3,4 = a0b0c0, As−3,3 =

n∑
r=1

S00r − arbrcr
r

, (31)

As−3,2 =

n∑
r=1

arbrcr + S00r − 2S0rr

r2
+

+

n∑
r=2

r−1∑

=1

(
S0r
 + S0
r

r − 	

(
1

r
− 1

	

)
− 1

r − 	

(
Srr


r
− S

r

	

))
, (32)

As−3 =

n∑
r=1

(
2S0rr − arbrcr − S00r

r3
Hr +

S0rr − arbrcr
r2

H(2)
r − arbrcr

r
H(3)

r

)
−

−
n∑

r=2

r−1∑

=1

(
Srr
 − S

r

(r − 	)2

(
Hr

r
− H


	

)
+

1

r − 	

(
Srr


Hr

r2
− S

r

H


	2

)
+

+
1

r − 	

(
Srr


H
(2)
r

r
− S

r

H
(2)



	

))
−

n∑
r=2

r−1∑

=1


−1∑
i=0

(Sir
 + Si
r)

(
Hi

i(i− r)(i − 	)
+

+
Hr

r(r − i)(r − 	)
+

H


	(	− i)(	− r)

)
, (33)

A1,s = a0b0c0, A1,s−1 =

n∑
r=1

S00r

r
, (34)

A1,s−2 =

n∑
r=1

S0rr − S00r

r2
−

n∑
r=2

r−1∑

=1

S0
r + S0r


r − 	

(
1

r
− 1

	

)
, (35)

а при j = 3, 4, . . . , s− 2

A1,s−j = (−1)j−1

(
n∑

r=1

S00r − (j − 1)S0rr +
(j − 2)(j − 1)

2
arbrcr

rj
−

−
n∑

r=2

r−1∑

=1

(
S

r − Srr


(r − 	)2

(
1

rj−2
− 1

	j−2

)
+

j − 2

r − 	

(
S

r

	j−1
− Srr


rj−1

))
−

−
n∑

r=2

r−1∑

=1


−1∑
i=0

(Sir
 + Si
r)

(
Hi

ij−2(i − r)(i − 	)
+

+
Hr

rj−2(r − i)(r − 	)
+

H


	j−2(	 − i)(	− r)

))
, (36)
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A1 = (−1)s−1

(
n∑

r=1

(−S00r + (s− 2)S0rr −
(s− 2)(s− 3)

2
arbrcr

rs−1
Hr +

+
(s− 3)arbrcr − S0rr

rs−2
H(2)

r +
arbrcr
rs−3

H(3)
r

)
−

−
(

n∑
r=2

r−1∑

=1

1

r − 	

(
H

(2)

 S

r

	s−3
− H

(2)
r Srr


rs−3

)
+

+
s− 3

r − 	

(
H
S

r

	s−2
− HrSrr


rs−2

)
+

S

r − Srr


(r − 	)2

(
Hr

rs−3
− H


	s−3

))
−

−
n∑

r=2

r−1∑

=1


−1∑
i=0

(Sir
 + Si
r)

(
Hi

is−3(i− r)(i − 	)
+

+
Hr

rs−3(r − i)(r − 	)
+

H


	s−3(	 − i)(	− r)

))
, (37)

где для 0 � μ � n, 0 � ν � n, 0 � λ � n

Sμνλ = aμbνcλ + bμcνaλ + cμaνbλ, (38)

а H
(m)
n – гармонические числа, определяемые соотношениями (2).

§ 4. Новая формула для вычисления дзета-констант

Отметим, что формулы теоремы 1 имеют самый общий вид, ведь коэффициенты
a0, a1, . . . , an, b0, b1, . . . , bn, c0, c1, . . . , cn – произвольные числа.

Чтобы эффективно вычислить какую-либо дзета-константу ζ(s), s � 3, на ос-
нове формул (28)–(38), нужно подобрать такие многочлены (24)–(26), чтобы инте-
грал (27) был мал, например порядка 2−Cn, C = const � 1, и в то же время вычис-
ление коэффициентов при дзета-константах и свободных членов в (29)–(37) не было
бы слишком затратным.

Допустим, что выбранные нами многочлены (24)–(26) таковы, что Is мало,

Is = Is(n) = θs(n) = θs. (39)

Тогда получаем систему

A1,sζ(s) +A1,s−1ζ(s− 1) + . . .+ A1,3ζ(3) = A1,2ζ(2) +A1 + θs,

A2,s−1ζ(s− 1) + . . .+A2,3ζ(3) = A2,2ζ(2) +A2 + θs−1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
As−2,3ζ(3) = As−2,2ζ(2) +As−2 + θ3,

где коэффициенты при дзета-константах определяются формулами (29)–(38) для
s− 2 значений Ir , r = 3, 4, . . . , s. Значение ζ(s) выражается отношением определите-
лей:

Δ = A1,sA2,s−1 . . . As−2,3, ζ(s) =
Δs

Δ
,
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при этом

Δs =

∣∣∣∣∣∣∣
A1,2ζ(2) +A1 + θs A1,s−1 . . . A1,3

A2,2ζ(2) +A2 + θs−1 A2,s−1 . . . A2,3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
As−2,2ζ(2) +As−2 + θ3 0 . . . As−2,3

∣∣∣∣∣∣∣ = Δ(1)
s +Δ(2)

s +Δ(3)
s ,

где

Δ(1)
s =

∣∣∣∣∣∣∣
A1,2ζ(2) A1,s−1 . . . A1,3

A2,2ζ(2) A2,s−1 . . . A2,3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
As−2,2ζ(2) 0 . . . As−2,3

∣∣∣∣∣∣∣ ,

Δ(2)
s =

∣∣∣∣∣∣∣
A1 A1,s−1 . . . A1,3

A2 A2,s−1 . . . A2,3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
As−2 0 . . . As−2,3

∣∣∣∣∣∣∣ , Δ(3)
s =

∣∣∣∣∣∣∣
θs A1,s−1 . . . A1,3

θs−1 A2,s−1 . . . A2,3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
θ3 0 . . . As−2,3

∣∣∣∣∣∣∣ .
Таким образом,

ζ(s) =
Δs

Δ
=

1

Δ

s−2∑
ν=1

(Aν,2ζ(2) +Aν + θs+1−ν)Δνs,

где Δνs – соответствующие алгебраические дополнения, т.е.

ζ(s) =
ζ(2)

Δ

s−2∑
ν=1

Aν,2Δνs +
1

Δ

s−2∑
ν=1

AνΔνs +
1

Δ

s−2∑
ν=1

θs+1−νΔνs. (40)

§ 5. Аппроксимация

Получим из (39), (40) оценку значений θs, s � 3, для специально подобранных
многочленов. Как и в [7], в качестве основных, обеспечивающих точность приближе-
ния, выберем многочлены (1): в качестве Pn(x) – смещенный многочлен Лежандра, в
качестве Qn(x) – биномиальный многочлен. Третий многочлен Tn(x) будет записан
в каноническом виде, поскольку может использоваться для понижения сложности
вычислений. Имеет место

Л емма 3. Пусть

Pn(x) =
1

n!

(
d

dx

)n

(xn(1− x)n) = a0 + a1x+ . . .+ anx
n, (41)

ar =
(−1)r(n+ r)!

(r!)2(n− r)!
, (42)

Qn(x) = (1− x)n = b0 + b1x+ . . .+ bnx
n, (43)

br = (−1)r
n!

r! (n− r)!
. (44)

Пусть

Tn(x) = c0 + c1x+ . . .+ cnx
n, c∗ = max

0�j�n
|cj |. (45)
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Тогда при любом s � 3 для интеграла

Is = Is(n) =

1∫
0

. . .

1∫
0

Pn(x1)Qn(x2)Tn(x3)

1− x1x2x3 . . . xs
dx1 dx2 dx3 . . . dxs, s � 3,

справедлива оценка

|Is| �
c∗

22n
. (46)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из (43), (44) имеем для k � 1

1∫
0

xkQn(x) dx =

1∫
0

xk(1− x)n dx = B(k + 1, n+ 1) =
k!n!

(k + n+ 1)!
,

где B(x, y) – бета функция Эйлера (см., например, [18, 19]), B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
, где

Γ(x + 1) = xΓ(x) – гамма-функция Эйлера. В то же время из (41), (42) интегриро-
ванием по частям находим

1∫
0

xkPn(x) dx =
1

n!

1∫
0

xk d

dx

(
dn−1

dxn−1
(xn(1− x)n)

)
dx =

= (−1)n
k(k − 1) . . . (k − n+ 1)

n!
B(k + 1, n+ 1) = (−1)n

k(k − 1) . . . (k − n+ 1)

(k + 1) . . . (k + n)(k + n+ 1)

при k � n. Если k < n, то

1∫
0

xkPn(x) dx = 0,

так как при интегрировании по частям все время участвует член вида

xνxn(1− x)n
∣∣1
0
= 0.

Таким образом, при выбранных Pn(x) и Qn(x) имеем

1∫
0

xkQn(x) dx = B(k + 1, n+ 1),

1∫
0

xkPn(x) dx =

{
0, если k � n− 1,

(−1)n
k(k − 1) . . . (k − n+ 1)

n!
B(k + 1, n+ 1), если k � n.

В то же время из (45)

1∫
0

xkTn(x) dx =
n∑

i=0

ci
k + 1 + i

= T (k, n). (47)
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Следовательно,

Is = Is(n) =

1∫
0

. . .

1∫
0

Pn(x1)Qn(x2)Tn(x3)

1− x1x2x3 . . . xs
dx1 dx2 dx3 . . . dxs =

=

∞∑
k=0

1∫
0

. . .

1∫
0

(x1x2 . . . xs)
kPn(x1)Qn(x2)Tn(x3) dx1 dx2 dx3 . . . dxs =

= (−1)n
∞∑

k=n

k(k − 1) . . . (k − n+ 1)

n!

B2(k + 1, n+ 1)T (k, n)

(k + 1)s−3
. (48)

Из (47), (48) находим:

|Is| � c∗
∞∑
j=0

(n+ j)!

j!n!

B2(n+ 1 + j, n+ 1)

(n+ 1 + j)s−3

� c∗
∞∑
j=0

B(n+ 1 + j, n+ 1)

(2n+ j + 1)(n+ 1 + j)s−3

Γ2(n+ j + 1)

Γ(2n+ j + 1)Γ(j + 1)
. (49)

Поскольку (см., например, [18])

Γ(α)Γ(β)

Γ(α+ γ)Γ(β − γ)
=

∞∏
ν=0

(
1 +

γ

α+ ν

)(
1− γ

β + ν

)
,

то

Γ2(n+ j + 1)

Γ(2n+ j + 1)Γ(j + 1)
=

∞∏
ν=0

(
1−

(
n

n+ 1 + j + ν

)2
)

< 1

для любого n � 1. Следовательно, в силу (49) для любого s � 3 выполняется оценка

|Is| � c∗
∞∑
j=0

B(n+ 1 + j, n+ 1)

(2n+ j + 1)(n+ 1 + j)s−3
� c∗

2

∞∑
j=0

B(n+ 1 + j, n+ 1).

Принимая во внимание (см. [19]), что
∞∑
j=0

B(x, y + j) = B(x− 1, y), и учитывая со-

ответствующие оценки для бета-функций (см., например, [18], а также [7]), отсюда
находим

|Is| �
c∗

2
B(n, n+ 1) � c∗

4
B(n, n) � c∗

4
21−2nB

(1
2
, n
)
� c∗2−2n,

т.е. оценка (46) справедлива. �

§ 6. Заключение
На основе новых формул для дзета-констант построен метод их аппроксимации

и вычисления, с контролем скорости аппроксимации посредством выбора коэффи-
циентов трех многочленов.

Возникает естественный вопрос: возможно ли, по крайней мере гипотетически, на
основе этих новых формул построить быстрый алгоритм? Если бы три многочлена
Pn(x), Qn(x) и Tn(x) могли бы быть выбраны так, чтобы последняя сумма в (40)
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была мала, а остальные две суммы могли бы быть вычислены с низкой оценкой
сложности, то найденные формулы могли бы стать основой для такого алгоритма.
Отметим, что существует множество быстрых алгоритмов вычисления константы
ζ(2) = π2/6 (см., например, [5]).

С другой стороны, могут появиться новые возможности, если обобщить пред-
ставленный метод, построив метод вычисления дзета-констант с участием s = 2k+1
многочленов, k = 2, 3 . . . , учитывая, что коэффициенты, подобные коэффициентам
из (29)–(38), относительно легко оценить.

В [20] было доказано следующее утверждение.
Л емма 4. Для любых целых s и m, s � 1, m � 1, и любых r � 1, k � 0

справедливо тождество

1

(r + k + 1)m(k + 1)s
=

=

s∑
j=1

(−1)j−1

(
m+ j − 2

m− 1

)
rj+m−1(k + 1)s+1−j

+ (−1)s
m∑
j=1

(
s+m− j − 1

m− j

)
rs+m−j(r + k + 1)j

. (50)

Пользуясь (50), можно построить обобщенный метод с участием s многочленов.
Однако из-за того, что многочлены записываются в канонической форме с произ-
вольными коэффициентами, выведенные формулы будут настолько громоздкими,
что описание такого метода представляется затруднительным. По-видимому, даль-
нейшая работа по созданию нового метода вычисления дзета-констант на основе
этого подхода должна заключаться в определении ограничений на коэффициенты,
которые сделают метод более эффективным, а в долгосрочной перспективе – быст-
рым.
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