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§ 1. Обозначения, определения и вспомогательные результаты

Множество натуральных чисел обозначим символом N, причем будем считать,
что 0 ∈ N. Множество последовательных целых чисел {i, i+1, . . . , j} для некоторых
i, j ∈ N, i � j, будем обозначать через [i, j]. Для множества [1, j] будем исполь-
зовать сокращение [j]. Для обозначения векторов будем использовать полужирные
символы, например, x, а i-ю координату вектора x будем записывать в виде xi. Для
векторов i = (i1, . . . , im) и j = (j1, . . . , jm) из Nm определим естественное отноше-
ние частичного порядка: i � j, если выполнено ik � jk для всех k ∈ [m]. Через(
i+ j

i

)
для некоторых i, j ∈ Nm будем обозначать произведение

m∏
k=1

(
ik + jk

ik

)
. За-

пись max{i1, . . . , im} обозначает максимум из чисел i1, . . . , im. Кодом C длины n
над алфавитом A будем называть произвольное подмножество множества An, т.е.
C ⊆ An. Через |A| будем обозначать мощность множества A, например, объем ко-
да равен |C|. Расстояние Хэмминга между двумя векторами x,y ∈ An определим
как dH(x,y) := |{i : xi �= yi}|. Минимальное расстояние в коде C равно минимуму
величины dH(x,y) по всем x,y ∈ C, x �= y.

В настоящей статье будем рассматривать лишь конечные поля Fq с характеристи-
кой p, т.е. q = pc для некоторого c ∈ N\{0} и простого числа p. Мультипликативную
группу поля Fq будем обозначать через F∗

q . Символом 0 будем обозначать вектор из
всех нулей, длина которого будет ясна из контекста. Будем использовать прописные
символы для обозначения переменных, например, T или X = (X1, . . . , Xm). В хо-
де рассуждений число переменных m будет чаще всего фиксировано. Обозначим
через Fq[X] кольцо многочленов от m переменных X1, . . . , Xm над полем Fq. Для

вектора v = (v1, . . . , vm) ∈ Nm моном Xv ∈ Fq[X] определяется как
m∏
j=1

X
vj
j . Для

многочлена f(X) ∈ Fq[X ] и вектора i ∈ Nm будем обозначать через [Xi]f(X) коэф-
фициент перед Xi в записи f(X). Для вектора x0 ∈ Fm

q значение многочлена f(X)
в точке x0 будем записывать в виде f(x0), где f(x0) ∈ Fq. Пусть X = (X1, . . . , Xm)

1 Работа выполнена в Сколковском институте науки и технологий при поддержке гранта Рос-
сийского научного фонда (номер проекта 19-71-00137).
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и Y = (Y1, . . . , Yk). Тогда для многочлена f(X,Y ) из Fq[X,Y ] через {Y i}f(X,Y )
будем обозначать многочлен из Fq[X], определяемый равенством

{Y i}f(X,Y ) :=
∑
j∈N

m

(
[XjY i]f(X,Y )

)
Xj .

1.1. Производная Хассе и эквивалентные многочлены.
Опр е д е л е н и е 1. Пусть X = (X1, . . . , Xm) и Y = (Y1, . . . , Ym). Для вектора

i ∈ Nm определим i-ю производную Хассе многочлена f(X) ∈ Fq[X] как i-й коэф-
фициент “сдвинутого” многочлена f̃(X,Y ) := f(X + Y ), т.е.

f (i)(X) := {Y i}f̃(X,Y ).

Иногда для удобства будем использовать эквивалентное обозначение D(i)f(X) :=
:= f (i)(X). Таким образом, выполнено соотношение

f(X + Y ) =
∑
i∈Nm

f (i)(X)Y i.

Отметим несколько свойств производной Хассе, доказательство которых можно
найти в [1].

П р е д л оже н и е 1. Пусть f(X), g(X) ∈ Fq[X], λ ∈ Fq, и пусть i, j ∈ Nm.
Тогда справедливы следующие соотношения:
1. f (i)(X) + g(i)(X) = (f + g)(i)(X);
2. (λf)(i)(X) = λf (i)(X);

3. (fg)(i)(X) =
∑

0�e�i

f (e)(X)g(i−e)(X);

4. (f (i))(j)(X) =

(
i+ j

i

)
f (i+j)(X).

Определим функцию

deg : Nm → N, deg(v) =

m∑
j=1

vj ,

и функцию

degq : N
m → N, degq(v) =

m∑
j=1

�vj/q�.

Степень deg(f(X)) многочлена f(X) ∈ Fq[X] определим как максимальное значе-
ние deg(i) для вектора i ∈ Nm, такого что [Xi]f(X) �= 0. Следующее утверждение
напрямую вытекает из [2, следствие 6.50].

П р е д л оже н и е 2. Для произвольного числа s ∈ [q − 1] определим многочлен
от одной переменной f(T ) := (T q − T )s ∈ Fq[T ]. Тогда

f (i)(T ) =

{
(−1)i

(
s

i

)
(T q − T )s−i для 0 � i � s,

0 для i > s.

Через f (<s)(x0) ∈ F
(s+m−1

m )
q будем обозначать вектор, i-я компонента которого

равна f (i)(x0) для всех i ∈ Nm, deg(i) < s.

46



Опр е д е л е н и е 2. Два многочлена f(X), g(X) ∈ Fq[X] назовем s-эквивалент-
ными, если f (<s)(x0) = g(<s)(x0) для всех x0 ∈ Fm

q . В таком случае будем также
писать f(X) ≡s g(X).

Доказательства следующего и некоторых последующих утверждений, для кото-
рых не указаны ссылки на работы, содержащие доказательства, приведены в § 3.

П р е д л оже н и е 3. Пусть q – степень простого числа p, и пусть s ∈ [q − 1].
Тогда для всякого многочлена от одной переменной f(T ) ∈ Fq[T ] существует един-
ственный многочлен g(T ) ∈ Fq[T ] степени не выше sq−1, такой что f(T ) ≡s g(T ).
Если s также является степенью p, то

f(T ) ≡ g(T ) (mod T qs + (−T )s).

В дальнейшем чаще всего будем предполагать, что s является степенью p. Это
позволит существенным образом упростить анализ ввиду предложения 3. Опреде-
лим функцию Modsq : N → [0, qs− 1] по следующему правилу:
• если a < s, то Modsq(a) = a;
• если a � s и a ≡ b (mod qs− s), b ∈ [s, qs− 1], то Modsq(a) = b.
Эта функция имеет смысл благодаря следующему наблюдению. Если s является
степенью p, то

T a ≡s (−1)tTMods
q(a), (1)

где t =
a−Mods

q(a)

qs− s
.

1.2. Хорошие мономы и обобщение s-кодов Рида –Соломона. Определим отноше-
ние частичного порядка �p на множествах N и Nm для некоторого простого числа p.

О п р е д е л е н и е 3. Возьмем целые числа n, k ∈ N, простое число p и положим

t := �logp(max{n, k})�. Рассмотрим p-ичные представления чисел n =
t∑

i=0

n(i)pi и

k =
t∑

i=0

k(i)pi. Определим следующий порядок: k �p n, если k(i) � n(i) для всех

i ∈ [0, t]. Для вектора v = (v1, . . . , vm) ∈ Nm будем писать v �p n, если vj �p n для
всех j ∈ [m]. Для двух векторов одной длины v,w ∈ Nm определим порядок v �p w,
если выполнено vj �p wj для всех j ∈ [m].

Следующий результат, доказанный в [3], поясняет удобство использования вы-
шеуказанного частичного порядка.

П р е д л оже н и е 4. Пусть даны целые числа n > 0, k � 0, k � n, и простое
число p. Определим t := �logp(n)� и рассмотрим p-ичные представления чисел

n =
t∑

i=0

n(i)pi и k =
t∑

i=0

k(i)pi. Тогда для биномиального коэффициента справедли-

во соотношение(
n

k

)
≡

t∏
i=0

(
n(i)

k(i)

)
(mod p).

В частности, равенство
(
n

k

)
≡ 0 (mod p) выполнено в том и только том случае,

когда существует хотя бы один индекс i ∈ [0, t], для которого k(i) > n(i). Другими
словами, соотношение

(
n

k

)
�≡ 0 (mod p) верно тогда и только тогда, когда k �p n.
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Сл е д с т в и е 1. Пусть даны целые числа n, kj ∈ N, j ∈ [m],
m∑
j=1

kj = n, и простое

число p. Тогда соответствующий мультиномиальный коэффициент не равен нулю,(
n

k1, . . . , km

)
�≡ 0 (mod p), тогда и только тогда, когда отношение порядка kj �p n

справедливо для всех j ∈ [m].

Опр е д е л е н и е 4. Пусть q и s являются степенью простого p, s < q, и пусть
даны числа m � 1 и d ∈ [sq]. Будем говорить, что моном Xv ∈ Fq[X], где v ∈ Nm,
является (m, d)sq-хорошим, если выполнены следующие два условия:

1. degq(v) � s− 1;
2. для всякого i ∈ Nm, такого что i �p v, выполнено неравенство Modsq(deg(i)) < d.

Заметим, что все мономы Xv, для которых выполнено первое условие опреде-
ления 4 и при этом deg(v) < d, являются (m, d)sq-хорошими. Однако общее число
(m, d)sq-хороших мономов может быть значительно большим. Вышеуказанное опре-
деление иллюстрирует следующий

Прим е р 1. Пусть m = s = 2, d = 7, q = 22 = 4; рассмотрим моном f(X1, X2) =
= X2

1X
6
2 , т.е. f(X) = Xv для v = (v1, v2) = (2, 6) и deg(v) = 8 > d. Проверим, что

этот моном является (m, d)sq-хорошим. Во-первых, выполнено

degq(v) =

⌊
v1
q

⌋
+

⌊
v2
q

⌋
=

⌊
2

4

⌋
+

⌊
6

4

⌋
= 1 � s− 1.

Для проверки второго условия отметим, что существует несколько различных век-
торов i = (i1, i2), удовлетворяющих соотношению i �2 v. Подходят все векторы
(i1, i2), такие что i1 ∈ {0, 2} и i2 ∈ {0, 2, 4, 6}. Поскольку функция Modsq(·) не уве-
личивает аргумент, достаточно проверить условие Modsq(deg(i)) < d = 7 лишь для
i = (2, 6). Действительно, для i = (2, 6) выполнено

Modsq(deg(i)) = Modsq(8) = 2 < d,

поскольку 8 ≡ 2 (mod qs− s) и 2 ∈ [s, qs− 1].

Обозначим множество (m, d)sq-хороших мономов через Gs
q(m, d) ⊆ Fq[X], а его

мощность – через Ns
q (m, d). Заметим, что кольцо Fq[X] можно рассматривать как

Fq-линейное векторное пространство. Пусть V s
q (m, d) ⊆ Fq[X] обозначает линейную

оболочку множестваGs
q(m, d) над Fq. В следующем утверждении указано важнейшее

свойство хороших мономов и пространства V s
q (m, d).

П р е д л оже н и е 5. Пусть задан произвольный вектор из линейных многочле-
нов от одной переменной γ(T ) = aT + b, a, b ∈ F

m
q , a �= 0, а также произволь-

ный многочлен f(X) ∈ V s
q (d,m). Тогда многочлен g(T ), определяемый как ком-

позиция f ◦ γ(T ), s-эквивалентен некоторому многочлену h(T ) ∈ Fq[T ] степени
deg(h(T )) < d.

Замечание 1. Отметим, что в предложении 5 образ отображения вычисления
значений функции γ(T ) : Fq → Fm

q соответствует некоторой прямой в простран-
стве F

m
q . Таким образом, предложение 5 утверждает, что если рассмотреть линей-

ную комбинацию хороших многочленов и ограничить их на произвольную прямую
в пространстве, то полученный многочлен от одной переменной может быть эквива-
лентным образом задан (с точки зрения вычисления значений многочлена и всех его
производных до (s−1)-го порядка включительно) многочленом от одной переменной
невысокой степени.
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Обозначим отображение вычисления значений многочлена и всех его производ-
ных до (s− 1)-го порядка включительно во всех точках пространства F

m
q через

Evsq,m : Fq[X ] →
(
F
(s+m−1

m )
q

)qm
.

Для произвольного многочлена f(X) ∈ Fq[X] его образ равен

Evsq,m(f(X)) =
(
f (<s)(x0)

)∣∣
x0∈Fm

q
.

Наконец, определим коды, которые будут исследоваться в данной статье.

О пр е д е л е н и е 5 (обобщение s-кодов Рида –Соломона). Пусть q и s – степени
простого числа p, s < q, и пусть даны положительные числа m � 1 и d � sq. Тогда

определим код Cs
q(m, d) длины qm над алфавитом F

(m+s−1
m )

q как

Cs
q(m, d) :=

{
Evsq,m(f(X)) : f(X) ∈ V s

q (d,m)
}
.

Определение 5 в указанном виде ранее в литературе не вводилось. Далее мы при-
ведем историческую справку, которая раскрывает мотивацию для изучения обобще-
ний s-кодов Рида –Соломона.

Код Рида –Соломона, один из наиболее исследованных в теории кодирования на
данный момент, был изобретен в 1960 г. Ридом и Соломоном. Этот код в частном
случае может быть задан как образ отображения вычисления значений многочле-
нов от одной переменной степени не выше d − 1 во всех точках поля Fq. Отметим
очевидное и при этом важное свойство, что при d < q произвольная стертая коор-
дината кодового слова кода Рида –Соломона может быть восстановлена при чтении
всех остальных координат.

Недвоичные коды Рида –Маллера, предложенные в ряде параллельных работ
в 1968–1970 гг., являются естественным обобщением кодов Рида –Соломона. Подоб-
ный код может быть задан как образ отображения вычисления значений многочле-
нов от m � 2 переменных степени не выше d − 1 во всех точках пространства Fm

q .
При d < q недвоичные коды Рида –Маллера обладают свойством локального вос-
становления: произвольная стертая координата кодового слова, соответствующая
вычислению в точке x0 ∈ Fm

q , может быть восстановлена после прочтения коор-
динат кодового слова, соответствующих произвольной прямой в Fm

q , проходящей
через x0. Это свойство выполнено, поскольку ограничение кодового слова недвоич-
ного кода Рида –Маллера на произвольную прямую является кодовым словом кода
Рида –Соломона. Однако кодовая скорость недвоичных кодов Рида –Маллера при
d < q и m � 2 не превышает 1/2.

Чтобы построить код более высокой скорости, сохранив при этом свойство ло-
кального восстановления, Го, Коппарти и Судан [4] предложили в 2013 г. так на-
зываемые многомерные коды Рида –Соломона (lifted Reed–Solomon codes), соответ-
ствующие определению 5 при s = 1. Другой естественный способ обобщить коды
Рида –Соломона был также предложен Розенблюмом и Цфасманом [5] в 1997 го-
ду в контексте введенной ими же новой метрики (так называемой s-метрики, или
метрики Розенблюма –Цфасмана). Таким образом, в [5] был построен код, соответ-
ствующий определению 5 при m = 1, и назван s-кодом Рида –Соломона. Отметим,
что s-код Рида –Соломона, так же как и обычный код Рида –Соломона, не обла-
дает желанным сочетанием высокой скорости и локального восстановления. Таким
образом, в 2014 г. Коппарти, Шараф и Еханин [6] разработали недвоичные s-коды
Рида –Маллера (multiplicity codes), которые можно задать как образ отображения
вычисления значений многочленов от m � 2 переменных степени не выше d − 1 и
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всех их производных до (s− 1)-го порядка во всех точках пространства Fm
q , т.е.

Ms
q(d,m) :=

{
Evsq,m(f(X)) : f(X) ∈ Fq[X], deg(f(X)) < d

}
.

При d � sq имеет место вложение Ms
q(d,m) ⊆ Cs

q(d,m), поскольку множество
V s
q (m, d) содержит всевозможные многочлены степени, меньшей d, а также некото-

рые многочлены значительно большей степени (см. подробнее [7]). В той же рабо-
те [6] было также показано, что недвоичные s-коды Рида –Маллера наряду с много-
мерными кодами Рида –Соломона могут достигать высокой скорости (сколь угодно
близкой к 1), сохраняя при этом хорошие свойства локального восстановления.

Наконец, отметим, что наиболее родственные по смыслу коды, но все же отлич-
ные (см. [7]) от определения 5, – многомерные s-коды Рида –Соломона (чаще всего
называемые в англоязычной литературе lifted multiplicity codes) – были изначаль-
но определены Ву [8] в 2015 г. c целью построить наиболее широкий класс кодов
с высокой скоростью и отличными способностями локального восстановления. По-
добный m-мерный s-код Рида –Соломона может быть задан как образ отображения
вычисления значений всевозможных (m, d)sq-хороших многочленов и их производ-
ных. Здесь под (m, d)sq-хорошим многочленом мы понимаем такой многочлен, кото-
рый при ограничении на произвольную прямую в пространстве Fm

q является s-экви-
валентным некоторому многочлену от одной переменной степени не выше d − 1.
В работах [7–9] приведен анализ скорости многомерных s-кодов Рида –Соломона и
предложены некоторые алгоритмы локального восстановления.

Очевидно, что обобщение s-кода Рида –Соломона Cs
q(m, d) является подкодом

соответствующего m-мерного s-кода Рида –Соломона. В данной статье нам необхо-
димо непосредственно использовать структурное свойство кода Cs

q(m, d), а имен-
но то, что всякое кодовое слово этого кода соответствует линейной комбинации
(m, d)sq-хороших мономов. В следующем предложении отметим несколько важных
свойств кода Cs

q(m, d), которые более формально разъясняют вышеописанную моти-
вацию. Это утверждение было доказано в [7,9] для полей характеристики 2. В общем
случае доказательство работает без изменений.

П р е д л оже н и е 6. Пусть m � 2 и C = Cs
q(m, d). Тогда имеют место следую-

щие свойства.
1. Мощность кода удовлетворяет соотношению

logq |C| = Ns
q (m, d).

Другими словами, образ (m, d)sq-хороших мономов при отображении Evsq,m зада-
ет Fq-базис кода C, и кодовое слово, состоящее из символов 0, соответствует
лишь тождественно нулевому многочлену;

2. Минимальное расстояние в коде C не меньше

1 +

⌈
qs− d− s+ 1

s

⌉
(q − s)qm−2;

3. Пусть даны точка в пространстве x0 ∈ F
m
q и m − 1 множество Aj ⊆ Fq,

|Aj | = s, j ∈ [m− 1]. Определим множество

S := {x0 + λa : λ ∈ F
∗
q , a = (a1, . . . , am−1, 1), aj ∈ Aj , j ∈ [m− 1]}.

Пусть d � qs − s. Тогда для произвольного x0 ∈ Fm
q компонента f (<s)(x0) ∈

∈ F
(s+m−1

m )
q кодового слова Evsq,m(f(X)) может быть восстановлена с помощью

вектора значений
(
f (<s)(y0)

)∣∣
y0∈S

. Таким образом, можно найти
(
q

s

)m−1

вза-
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имно непересекающихся восстанавливающих множеств для каждой компонен-
ты f (<s)(x0) кодового слова кода C.
Замечание 2. Как сказано ранее, интерес к кодам Cs

q(m, d) в последние годы во
многом объясняется свойством 3 в предложении 6, а также тем фактом, что при
d � qs − q, фиксированном m, и q = pc → ∞ скорость этих кодов можно оценить
величиной

1−O

(
s−1

(
q

qs− d

)λp
)
,

где константа λp < 0. Также отметим, что при qs − q � d < qs, фиксированном
m и q = pc → ∞ скорость кодов Ms

q(d,m) (недвоичных s-кодов Рида –Маллера)
равна 1−Θ(s−1), что меньше вышеуказанной оценки скорости кодов Cs

q(m, d) (более
подробно см. в [7]).

1.3. Списочное декодирование s-кодов Рида –Соломона. Обобщение списочного
алгоритма декодирования Гурусвами –Судана на случай s-кодов Рида –Соломона
было впервые предложено в работе [10]. Отметим, что в случае m = 1 можно опу-
стить ограничение на то, что s является степенью простого p в определениях 4, 5.
Мы приведем чуть более слабую версию утверждения из [10], более удобную для
использования.

П р е д л оже н и е 7. Пусть даны целые положительные числа s и q, где q – сте-
пень простого числа p, а s < q. Выберем некоторое целое число ϕ � 3 и целое число
d ∈ [s, qs]. Тогда существует алгоритм As

q(d, ϕ), входом которого является про-
извольный вектор r ∈ (Fs

q)
q, а выходом – множество всевозможных кодовых слов

s-кода Рида –Соломона L ⊆ Cs
q(1, d), для которых расстояние Хэмминга dH(c, r)

удовлетворяет неравенству

dH(c, r) � q − (1 + 3/ϕ)
√
q(d− 1)/s− 1, c ∈ L.

Более того, время работы этого алгоритма равно poly(q, ϕ), а размер списка |L| =
= O(ϕ

√
sq/d).

В дальнейшем были найдены [11,12] более эффективные списочные декодеры для
s-кода Рида –Соломона, заданного над простым полем Fp. Однако мы воспользуемся
вышеуказанным утверждением, поскольку нам потребуется использовать биектив-
ное отображение между пространством Fm

q и полем Fqm , а поле Fqm при m � 2
гарантированно не является простым. Также отметим, что при s = 1 списочное
декодирование соответствующих кодов C1

q (m, d) (m-мерных кодов Рида –Соломона)
было впервые предложено в работе [13]. Мы воспользуемся идеями из этой работы,
а также структурой алгоритма списочного декодера кодов Ms

q(d,m) (недвоичных
s-кодов Рида –Маллера) из работы [11].

1.4. Базис в поле Fqm и параметризация пространства Fm
q . Пусть элементы

α1, . . . , αm ∈ Fqm образуют Fq-базис поля Fqm , т.е. всякий элемент β ∈ Fqm пред-

ставим в виде β =
m∑
j=1

λjαj для некоторых λj ∈ Fq, j ∈ [m]. Через α обозначим

вектор (α1, . . . , αm). В дальнейшем будем кратко говорить, что α ∈ Fm
qm является

базисом.
О п р е д е л е н и е 6. Будем говорить, что набор из базисов α1, . . . ,αt ∈ Fm

qm нахо-
дится в s-общем положении, если для произвольного ненулевого многочлена r(X) ∈
∈ Fqm [X] степени deg(r(X)) < s существует такое число i ∈ [t], что r(αi) �= 0.

Следующее утверждение было доказано в [11, 14].
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Пр е д л оже н и е 8. Пусть даны число q, являющееся степенью простого чис-
ла p, целое число m � 2, а также целое положительное число s, s < q. Если
t � sm, то существует набор из базисов α1, . . . ,αt ∈ Fm

qm , находящийся в s-общем
положении. Более того, такой набор может быть найден за время poly(q,m).

Пусть α = (α1, . . . , αm) ∈ Fm
qm является базисом. Определим биективное отобра-

жение γα : Fqm → Fm
q следующим образом:

γα(x) :=
(
Tr(α1x), . . . ,Tr(αmx)

)
,

где функция Tr: Fqm → Fq является стандартным следом элементов расширенного

поля Fqm в Fq, т.е. Tr(y) =
m−1∑
i=0

yq
i

. Кроме того, будем использовать запись Tr(T )

для обозначения многочлена
m−1∑
i=0

T qi . Следующее естественное утверждение было
также доказано в [11, 14].

П р е д л оже н и е 9. Пусть даны число q, являющееся степенью простого чис-
ла p, и целое число m � 2. Пусть также заданы многочлен f(X) ∈ Fq[X] и базис
α = (α1, . . . , αm) ∈ Fm

qm . Определим

g(T ) := f ◦ γα(T ) ∈ Fqm [T ].

Тогда для произвольной точки x0 ∈ Fqm и любого i ∈ [0, q− 1] выполнено следующее
соотношение:

g(i)(x0) =
∑
e∈N

m

deg(e)=i

f (e)(γα(x0))

m∏
j=1

α
ej
j .

§ 2. Основные результаты

Главным результатом данной статьи является следующее утверждение.
Т е о р ем а 1. Пусть даны числа q и s, являющиеся степенями простого числа

p, а также положительные числаm � 2 и d, для которых верно d � sq−m−2(s−1)
и m+ s � q. Определим целое число

d̃ := qm−1

(
s− 1 +

q − 1

q
(m+ d− 1)

)
и зададим некоторый целочисленный параметр ϕ � 3. Тогда существует алгоритм

As
q(d,m, ϕ), входом которого является произвольный вектор r ∈

(
F
(s+m−1

m )
q

)qm
,

а выходом – множество L ⊆ Cs
q(m, d) всевозможных кодовых слов кода Cs

q (m, d),
для которых расстояние Хэмминга dH(c, r) удовлетворяет неравенству

dH(c, r) � qm − (1 + 3/ϕ)

√
qmd̃/s− 1, c ∈ L.

Более того, время работы этого алгоритма равно poly

(
qm,

(
ϕ

√
sqm/d̃

)sm)
, а раз-

мер списка можно оценить величиной O

((
ϕ

√
sqm/d̃

)sm)
.

Замечание 3. Время работы данного алгоритма и размер списка равны poly(qm)
в случае q = pc → ∞, s = O(1), m = O(1). Отметим, что используя некоторые
идеи из [14], можно привести списочный алгоритм декодирования со сложностью
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и размером списка poly(qm) без подобного ограничения на s и m. Однако радиус
декодирования для подобного алгоритма будет уступать вышеуказанному.

Мы приведем алгоритм списочного декодирования в п. 2.1 и проанализируем
его в п. 2.2. В процессе доказательства мы выведем утверждение, которое помо-
жет (незначительно) улучшить оценку на минимальное расстояние кодов Cs

q (m, d),
указанную ранее в предложении 6. Следующее утверждение будет доказано в п. 2.3.

Т е о р ем а 2. Пусть даны числа q и s, являющиеся степенями простого числа p,
а также положительные числа m � 2 и d, такие что

d � sq −m− 2(s− 1) и m+ s � q.

Тогда минимальное расстояние кода Cs
q(m, d) находится в интервале

[
d, d

]
, где

величины d и d заданы следующим образом:

d := qm −
⌊
s− 1 +

q − 1

q
(m+ d− 1)

s
qm−1

⌋
, d := qm −

⌊
d− 1

s

⌋
qm−1.

2.1. Алгоритм списочного декодирования. Опишем алгоритм списочного деко-
дирования, которым воспользуемся для доказательства теоремы 1. Пусть входом

алгоритма является r ∈
(
F
(s+m−1

m )
q

)qm
. Пусть y0 ∈ Fm

q и e ∈ Nm, deg(e) < s. Для

удобства обозначений будем писать r(e)(y0) при обращении к элементу (из Fq) век-
тора r, который естественно индексировать парой (y0, e).
1. Пусть t = sm. Найдем набор базисов α1, . . . ,αt ∈ Fm

qm , находящийся в s-общем
положении.

2. Для всякого 	 ∈ [t] определим функцию (вектор) h� : Fqm → Fs
qm по правилу

(h�(x0))i =
∑
e∈N

m

deg(e)=i

r(e)(γα�
(x0))

m∏
j=1

α�,j
ej , ∀x0 ∈ Fqm , i ∈ [0, s− 1].

3. Для всякого 	 ∈ [t] воспользуемся алгоритмом As
q(d̃+ 1, ϕ) из предложения 7

и восстановим множество L� всевозможных кодовых слов c ∈ Cs
qm(1, d̃ + 1), для

которых выполнено

dH(c,h�) � qm − (1 + 3/ϕ)

√
qmd̃/s− 1.

4. Для всякого набора (c1, . . . , ct) ∈ L1 × · · · × Lt найдем сначала соответствующий
им набор (g̃1(T ), . . . , g̃t(T )) ∈ (Fqm [T ])t многочленов степени не выше d̃, а за-
тем множество всевозможных “согласованных” многочленов f̃(X) ∈ V s

q (m, d),
таких что

f̃ ◦ γα�
(T ) ≡s g̃�(T ), ∀	 ∈ [t]. (2)

5. Выходом алгоритма будет список всевозможных многочленов f̃(X) ∈ Fq[X], най-
денных на четвертом шаге, для которых выполнено

dH(Evsq,m(f̃(X)), r) � qm − (1 + 3/ϕ)

√
qmd̃/s− 1.

2.2. Анализ алгоритма. Сначала кратко рассмотрим каждый из шагов алгоритма,
а затем проанализируем важные аспекты некоторых шагов более подробно.
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Первый шаг. В силу предложения 8 такой набор существует и может быть найдет
за время poly(q,m).

Второй шаг. В силу предложения 9 способ задания функции (вектора) h� соот-
ветствует заданию функции h�(T ) = r ◦γα�

(T ), если интерпретировать вектор r как
функцию r(X).

Третий шаг. Пусть f(X) ∈ V s
q (m, d). Тогда в силу леммы 3, которую мы до-

кажем чуть позже, многочлен g�(T ) := f ◦ γα�
(T ) является s-эквивалентным мно-

гочлену степени не выше d̃. Таким образом, если расстояние Хэмминга между r
и Evsq,m(f(X)) невелико, то одно из кодовых слов в множестве L� будет соответ-
ствовать многочлену g�(T ) (см. более подробно лемму 1).

Четвертый шаг. Каждый многочлен f̃(X) ∈ V s
q (m, d) можно задать с помо-

щью Ns
q (m, d) коэффициентов из Fq, каждый из которых соответствует некоторому

(m, d)sq-хорошему моному (см. обозначения после определения 4). Многочлен, стоя-
щий в правой части уравнения (2), уже определен, а в левой части стоит неопреде-
ленный многочлен с Ns

q (m, d) неизвестными, для которого можно взять остаток при
делении на T sqm + (−T )s (см. предложение 3). Отметим, что в силу леммы 3 сте-
пень многочлена, полученного как остаток, не превосходит d̃. Таким образом, нужно
решить систему линейных уравнений с Ns

q (m, d) неизвестными и t(d̃+1) ограничени-
ями. В силу леммы 2, которую мы докажем чуть позже, существует не более одного
многочлена f̃(X) ∈ V s

q (m, d), удовлетворяющего системе уравнений (2) для данного
набора (g̃1(T ), . . . , g̃t(T )). Таким образом, для поиска всевозможных f̃(X) ∈ V s

q (m, d)

нужно потратить время poly
(
qm, td̃, Ns

q (m, d)
) t∏
�=1

|L�|.

Пятый шаг. Перед выходом из алгоритма нужно будет отсеять те многочлены
f(X) ∈ V s

q (m, d), для которых выполнено

dH(Evsq,m(f(X)), r) > qm − (1 + 3/ϕ)

√
qmd̃/s− 1.

Мы докажем корректность всего алгоритма в лемме 1.

Используя предложение 7, оценим суммарную сложность и время работы алго-
ритма. Сложность первого шага равна poly(q,m), второго – poly(qm), третьего –

poly(qm, ϕ), четвертого и пятого шагов – poly

(
qm,

(
ϕ

√
sqm/d̃

)sm)
. Итоговый раз-

мер списка оценивается величиной O

((
ϕ

√
sqm/d̃

)sm)
.

Наконец, докажем несколько оставшихся утверждений.

Л емма 1. Предположим, что для некоторого многочлена f(X) ∈ V s
q (m, d) рас-

стояние Хэмминга удовлетворяет неравенству

dH(Evsq,m(f(X)), r) � qm − (1 + 3/ϕ)

√
qmd̃/s− 1.

Тогда список многочленов на выходе предложенного списочного алгоритма будет
содержать f(X).

Док а з а т е л ь с т в о. Для всякого 	 ∈ [t] рассмотрим базис

α� = (α�,1, . . . , α�,m) ∈ F
m
qm
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и многочлен

g�(T ) := f ◦ γα�
(T ).

Используя предложение 9, имеем

g
(i)
� (x0) =

∑
e∈N

m

deg(e)=i

f (e)(γα�
(x0))

m∏
j=1

α
ej
�,j, ∀x0 ∈ Fqm , i ∈ [0, s− 1].

Из условия утверждения существуют не менее (1 + 3/ϕ)

√
qmd̃/s+ 1 точек y0 ∈ Fm

q ,
таких что f (<s)(y0) = r(<s)(y0). Также отметим, что γα�

является биекцией меж-

ду Fqm и Fm
q . Тогда на втором шаге алгоритма найдется не менее (1+3/ϕ)

√
qmd̃/s+1

точек x0 ∈ Fqm , для которых выполнено g
(i)
� (x0) = (h�(x0))i для всех i ∈ [0, s − 1].

Заметим, что степень deg(g�(T )) � d̃ в силу леммы 3. Следовательно, множество L�,
полученное на третьем шаге, будет содержать кодовое слово кода Cs

qm(1, d̃ + 1), со-
ответствующее многочлену g�(T ). Таким образом, на четвертом шаге будет рас-
смотрен набор, соответствующий (g1(T ), . . . , gt(T )), и многочлен f(X) ∈ V s

q (m, d)
будет найден при решении системы уравнений и включен в список на выходе алго-
ритма. �

Лемма 2. Предположим, что существуют два многочлена f̃1(X), f̃2(X) ∈
∈ V s

q (m, d), удовлетворяющие соотношению (2). Тогда f̃1(X) = f̃2(X).

Док а з а т е л ь с т в о. Определим h(X) := f̃1(X)− f̃2(X). Рассмотрим некоторое
число 	 ∈ [t] и базис α� = (α�,1, . . . , α�,m) ∈ F

m
qm . Тогда выполнено соотношение

h ◦ γα�
(T ) ≡s 0.

В силу предложения 9 выполнено∑
e∈N

m

deg(e)=i

h(e)(γα�
(x0))

m∏
j=1

α
ej
�,j = 0, ∀x0 ∈ Fqm , i ∈ [0, s− 1],

где e = (e1, . . . , em). Поскольку отображение γα�
задает биекцию между Fqm и Fm

q ,
мы можем заключить, что для всякой точки y0 ∈ Fm

q верно

∑
e∈N

m

deg(e)=i

h(e)(y0)

m∏
j=1

α
ej
�,j = 0.

Мы можем думать о вышеуказанном выражении как о вычислении в точке α� зна-
чения многочлена

v(X) :=
∑
e∈N

m

deg(e)=i

h(e)(y0)X
e.

Степень данного многочлена меньше s. Поскольку набор базисов был выбран в s-об-
щем положении, в силу определения 6 можно заключить, что v(X) тождественно
равен нулю. Отсюда следует, что h(e)(y0) = 0 для всех y0 ∈ Fm

q и e ∈ Nm, deg(e) < s.
Поскольку h(X) ∈ V s

q (m, d), из первого утверждения в предложении 6 следует, что
h(X) = 0. Таким образом, требуемое утверждение доказано. �
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Лемма 3. Пусть даны числа q и s, являющиеся степенями простого числа p,
а также положительные числа m � 2 и d, такие что

d � sq −m− 2(s− 1) и m+ s � q.

Пусть вектор α ∈ Fm
qm является базисом, и пусть f(X) ∈ V s

q (m, d). Определим
g(T ) := f ◦ γα(T ). Тогда существует единственный многочлен r(T ) ∈ Fqm [T ], для
которого верно r(T ) ≡s g(T ) и deg(r(T )) � d̃, где

d̃ = qm−1

(
s− 1 +

q − 1

q
(m+ d− 1)

)
.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть λ ∈ Fq, а z(X) ∈ V s
q (d,m). В силу линейности

(f + λz) ◦ γα(T ) = f ◦ γα(T ) + λ(z ◦ γα(T ))

достаточно рассматривать лишь многочлен f(X), который является в точности
(m, d)sq-хорошим мономом Xv, v = (v1, . . . , vm) ∈ Nm. В дальнейшем будем исполь-
зовать векторы ej = (ej,0, . . . , ej,m−1), j ∈ [m]. Распишем получившийся много-
член g(T ) от одной переменной в таком случае:

g(T ) =

m∏
j=1

(Tr(αjT ))
vj =

m∏
j=1

(
m−1∑
i=0

(αjT )
qi

)vj

=

=
m∏
j=1

⎛⎜⎜⎝ ∑
ej∈N

m

deg(ej)=vj

(
vj

ej,0, . . . , ej,m−1

)
(αjT )

m−1∑
i=0

ej,iq
i

⎞⎟⎟⎠ =

=
∑

e1∈N
m,...,em∈N

m

deg(e1)=v1,...,deg(em)=vm

T

m∑
j=1

m−1∑
i=0

ej,iq
i m∏
j=1

(
vj

ej,0, . . . , ej,m−1

)
α

m−1∑
i=0

ej,iq
i

j .

Далее воспользуемся следствием 1, чтобы упростить данное выражение. Из это-
го утверждения следует, что если хотя бы для одного i ∈ [0,m − 1] не выполнено
отношение порядка ej,i �p vj , то соответствующий мультиномиальный коэффици-
ент

(
vj

ej,0, . . . , ej,m−1

)
равен нулю в поле характеристики p. В дальнейшем анализе

будем рассматривать лишь слагаемые вышеуказанной суммы, для которых выпол-
нено условие ej �p vj для всех j ∈ [m]. В силу предложения 3 нас интересует
многочлен r(T ) степени не выше sqm − 1, для которого выполнено

r(T ) ≡ g(T ) (mod T sqm + (−T )q
m

).

Для произвольного набора векторов e1, . . . , em ∈ Nm, для которых верно ej �p vj ,
deg(ej) = vj , j ∈ [m], определим величину

ẽ :=

m∑
j=1

m−1∑
i=0

ej,iq
i.

Таким образом, достаточно показать, что ẽ удовлетворяет условию Modsqm(ẽ) � d̃.
Напомним, что моном Xv является (m, d)sq-хорошим. Следовательно, из опреде-

ления 4 имеем, что для произвольного a ∈ Nm, aj �p vj , j ∈ [m], выполнено неравен-
ство Modsq(deg(a)) < d. Возьмем в качестве a = (a1, . . . , am) вектор, j-я компонента

56



которого равна aj = ej,m−1. Тогда из определений хороших мономов и операции
Modsq получим, что

m∑
j=1

ej,m−1 = η(qs− s) + μ,

где целые числа удовлетворяют соотношениям η � 0 и 0 � μ < d. Более того, если
η > 0, то μ � s.

В дальнейшем мы получим верхнюю и нижнюю оценки на величину ẽ, что помо-
жет доказать необходимое неравенство Modsqm(ẽ) � d̃. Начнем с верхней границы,
при выводе которой воспользуемся соотношениями

vj =

m−1∑
i=0

ej,i, j ∈ [m], и
m∑
j=1

vj � q(s− 1) +m(q − 1)

(эквивалентно условию degq(v) � s− 1 в определении 4). Имеем

ẽ =

m∑
j=1

m−1∑
i=0

ej,iq
i � qm−1

m∑
j=1

ej,m−1 + qm−2
m∑
j=1

(vj − ej,m−1) �

� (qm−1 − qm−2)

m∑
j=1

ej,m−1 + qm−2(q(s− 1) +m(q − 1)).

Напомним, что
m∑
j=1

ej,m−1 = η(qs− s) + μ. Продолжим вывод верхней оценки:

ẽ � (qm−1 − qm−2)(η(qs− s) + μ) + qm−2(qs− q +m(q − 1)) =

= η(sqm − s) + qm−1(s− 1 +m+ μ− 2sη) + qm−2(sη − μ−m) + sη.

Теперь оценим ẽ снизу:

ẽ =
m∑
j=1

m−1∑
i=0

ej,iq
i �

m∑
j=1

ej,m−1q
m−1 = qm−1(η(qs− s) + μ) �

� η(sqm − s) + ηs+ (μ− sη)qm−1.

Заметим, что моном Xa с a = (e1,m−1, . . . , em,m−1) является также (m, d)sq-хоро-
шим, поскольку a �p v, и выполнено естественное свойство транзитивности для
(m, d)sq-хороших мономов. Напоследок воспользуемся оценкой μ � sη, которая сле-
дует из предложения 10, поскольку верно d � sq − m − 2(s − 1) по условию дока-
зываемого утверждения. Таким образом, объединяя верхнюю и нижнюю границы
для ẽ, получаем

η(sqm − s) + ηs � ẽ � η(sqm − s) + d′,

где

d′ := qm−1(s− 1 +m+ μ− 2sη) + qm−2(sη − μ−m) + sη.

Очевидно, что d′ достигает максимального значения

d̃ = qm−1

(
s− 1 +

q − 1

q
(m+ d− 1)

)

57



при η = 0, μ = d − 1. Если η = 0, то ẽ � d̃ и Modsqm(ẽ) � d̃. Если η > 0, то ẽ � ηs

и Modsqm(ẽ) = b, где b ∈ [ηs, d̃] и b ≡ ẽ (mod sqm − s). Эти рассуждения завершают
доказательство. �

Пр е д л оже н и е 10. Пусть даны числа s и q, являющиеся степенями простого
числа p, и положительное число m � 2, m+ s � q. Предположим, что моном Xv

для некоторого вектора v = (v1, . . . , vm) ∈ N
m является (m, sq − m − 2(s − 1))sq-

хорошим. Тогда для целых чисел η � 0 и 0 � μ < sq −m − 2(s− 1) (причем μ � s
при η > 0), удовлетворяющих соотношению

m∑
j=1

vj = ηs(q − 1) + μ,

выполнено неравенство ηs � μ.
Док а з а т е л ь с т в о. Предположим противное, т.е. выполнено ηs > μ. Опреде-

лим целые числа h := ηs и k := p�−h+μ, где 	 ∈ N – наименьшее число, при котором
p� > h. Заметим, что выполнено неравенство q > h = ηs, так как

deg(v) = ηs(q − 1) + μ � q(s− 1) +m(q − 1)

(из условия degq(v) � s− 1 в определении 4), и следовательно,

ηs � m+

⌊
q

q − 1
(s− 1)

⌋
= m+ s− 1 < q. (3)

Также отметим, что при таком выборе чисел имеет место следующее (частичное)
p-ичное разложение:

deg(v) =

m∑
j=1

vj = ηs(q − 1) + μ = hq − h+ μ =

= (h− 1)plogp q + (p− 1)

logp q−1∑
i=�

pi + k.

Тогда h, k, p и μ удовлетворяют условию предложения 12, так как h = ηs > μ по
предположению и h < p�, k = p�−h+μ по построению. Из этого утверждения следует,
что существует число θ ∈ N, для которого верно θ �p k и μ � θ � h− 1. Определим

e :=
m∑
j=1

vj − θ. Поскольку θ �p k и выполнено вышеуказанное (частичное) p-ичное

разложение для суммы
m∑
j=1

vj , имеем e �p

m∑
j=1

vj . Из предложения 11 следует, что

существуют e1, . . . , em ∈ N, такие что
m∑
j=1

ej = e и ej �p vj для всех j ∈ [m]. Наконец,

для получения противоречия посчитаем величину Modsq(e). Поскольку

e =

m∑
j=1

vj − θ = ηs(q − 1) + μ− θ

и μ � θ � sη − 1, получаем, что

Modsq(e) � sq − s+ (μ− θ) � sq − s− ηs+ 1.

Воспользуемся неравенством (3) и получим Modsq(e) ≥ sq −m− 2(s− 1), что проти-
воречит тому, что Xv является (sq −m− 2(s− 1),m)sq-хорошим. �
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Следующие два технических утверждения необходимы для доказательства пред-
ложения 10.

П р е д л оже н и е 11. Пусть даны числа v1, . . . , vm, h ∈ N и простое число p.

Предположим, что имеет место отношение порядка e �p

m∑
j=1

vj. Тогда существу-

ют e1, . . . , em ∈ N, такие что
m∑
j=1

ej = e и ej �p vj для всех j ∈ [m].

Док а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим многочлен (1+T )

m∑
j=1

vj
. Коэффициент при мо-

номе T e равен
( m∑

j=1

vj

e

)
. Из предложения 4 следует, что этот коэффициент удовле-

творяет условию

( m∑
j=1

vj

e

)
�≡ 0 (mod p),

так как справедливо отношение порядка e �p

m∑
j=1

vj . С другой стороны, этот коэф-
фициент при T e равен∑

e∈N
m

deg(e)=e

m∏
j=1

(
vj
ej

)
,

откуда получаем, что существуют хотя бы один выбор e1, . . . , em ∈ N, такой что
m∏
j=1

(
vj
ej

)
�≡ 0 (mod p). Если воспользоваться предложением 4 для ej и vj , то получим

требуемое утверждение. �
Пр е д л оже н и е 12. Пусть даны числа h, k, 	, μ ∈ N и простое число p. Пред-

положим, что выполнено k = p�−h+μ и μ < h < p�. Тогда существует некоторое
число θ ∈ N, для которого θ �p k и μ � θ � h− 1.

Док а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся тождеством(
p� − 1

μ+ p� − k − 1

)
=

min{h−1,k}∑
θ=μ

(
k

θ

)(
p� − k − 1

μ+ p� − k − 1− θ

)
=

=

min{h−1,k}∑
θ=μ

(
k

θ

)(
p� − k − 1

θ − μ

)
.

Действительно, левая часть равна числу способов выбрать μ+ p� − k − 1 элементов
из данного множества мощности p�−1. В средней части мы сначала выбираем среди
первых k элементов некоторое подмножество из θ элементов, а затем из оставшихся
p�−k−1 элементов некоторые μ+p�−k−1−θ. Из предложения 4 следует, что левая
часть по модулю p не равна нулю. Действительно, выполнено соотношение a �p p�−1
для всякого a � p�−1. Следовательно, существует хотя бы один выбор θ, при котором
одно из слагаемых в правой части не равно нулю по модулю p. Используя снова
предложение 4, получаем что для такого θ верно отношение порядка θ �p k. Более
того, из ограничений суммы имеем μ � θ � h− 1. �

2.3. Доказательство теоремы 2. Определим число n0 := �(d− 1)/s� и произволь-
ное подмножество B ⊆ Fq размера |B| = n0. Для доказательства границы сверху
на минимальное расстояние заметим, что ненулевой многочлен f(X1, . . . , Xm) :=
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:=
∏

β∈B

(X1 − β)s степени deg(f(X)) � d− 1 является (m, d)sq-хорошим. В силу пред-

ложения 2 и формулы для производной Хассе несложно видеть, что число позиций
в кодовом слове Evsq,m(f(X)), не равных 0, равно d = (q − n0)q

m−1.
Теперь докажем оценку снизу на минимальное расстояние. Пусть даны два раз-

личных многочлена f1(X), f2(X) ∈ V s
q (m, d). Определим f̂(X) := f1(X)−f2(X) �= 0.

Для базиса α ∈ F
m
qm определим g(T ) := f̂ ◦ γα(T ). В силу леммы 3 можно за-

ключить, что g(T ) является s-эквивалентным многочлену r(T ) степени не выше

d̃ = qm−1

(
s− 1 +

q − 1

q
(m+ d− 1)

)
. Более того, используя формулу для подсчета

производных из предложения 9, можно найти базис α ∈ Fm
qm , такой что соответ-

ствующий многочлен r(T ) �= 0. Действительно, для x0 ∈ Fqm и i ∈ [0, s − 1] верно
соотношение

r(i)(x0) =
∑
e∈N

m

deg(e)=i

f̂ (e)(γα(x0))

m∏
j=1

α
ej
j .

Так как многочлен f̂(X) ∈ V s
q (m, d) ненулевой, а отображение γα задает би-

екцию между Fqm и Fm
q , то найдутся y0 ∈ Fqm и w ∈ Nm, deg(w) < s, такие

что f̂ (w)(γα(y0)) �= 0. Из предложения 8 следует, что существует базис α, для ко-
торого r(deg(w))(y0) �= 0. Значит, для этого же α верно r(T ) �= 0. Тогда число точек
x0 ∈ Fqm , для которых выполнено r(i)(x0) = 0 для всех i ∈ [0, s− 1], не превосходит

величины
⌊
d̃

s

⌋
. Следовательно, число точек x0 ∈ Fqm , для которых r(<s)(x0) �= 0, не

меньше d = qm −
⌊
d̃

s

⌋
. Снова воспользовавшись формулой для подсчета производ-

ной r(i)(x0), заключаем, что число точек z0 ∈ Fm
q , для которых f̂ (<s)(z0) �= 0, не

меньше d.

§ 3. Доказательства вспомогательных утверждений

Док а з а т е л ь с т в о п р е д л оже н и я 3. Сначала докажем существование тако-
го многочлена. Рассмотрим многочлен g(T ), полученный из f(T ) в качестве остатка
при делении на (T q − T )s. Его степень очевидно меньше sq. Отметим, что

g(T ) = f(T ) + h(T )(T q − T )s

для некоторого h(T ) ∈ Fq[T ]. Из свойств производных Хассе (предложения 1 и 2)
следует, что вычисление g(i)(t0) в точке t0 ∈ Fq для всякого i ∈ [0, s−1] эквивалентно
вычислению f (i)(t0), поскольку tq0 = t0 для всех t0 ∈ Fq.

Предположим, что существует другой многочлен ĝ(t) степени не выше sq − 1,
такой что ĝ(T ) ≡s f(T ). Тогда рассмотрим многочлен r(T ) := ĝ(T ) − g(T ), степень
которого не выше sq−1. Из определения производной Хассе (см. определение 1) для
всякого t0 ∈ Fq имеем

r(T ) = r(t0 + (T − t0)) =
∑
i∈N

r(i)(t0)(T − t0)
i.

С другой стороны, из линейности производной Хассе (предложение 1) следует, что

r(i)(t0) = ĝ(i)(t0)− g(i)(t0) = 0 для i ∈ [0, s− 1].
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Следовательно, (T−t0)
s | r(T ) для всякого t0 ∈ Fq, откуда (T q−T )s | r(X), поскольку∏

t0∈Fq

(T − t0) = T q − T.

Наконец, пусть число s равно степени числа p. Тогда

(T q − T )s =
s∑

j=0

(−1)s−j
(
s

j

)
T qj+(s−j).

В силу предложения 4 имеем, что
(
s

j

)
≡ 0 (mod p) для j ∈ [1, s− 1]. Это означает,

что (T q − T )s = T qs + (−T )s. �
Док а з а т е л ь с т в о п р е д л оже н и я 5. Пусть λ ∈ Fq, а z(X) ∈ V s

q (d,m). В си-
лу линейности

(f + λz) ◦ γ(T ) = f ◦ γ(T ) + λ(z ◦ γ(T ))

достаточно рассматривать лишь многочлен f(X), который является в точности
(m, d)sq-хорошим мономом Xv, v ∈ Nm. Распишем получившийся многочлен g(T )
от одной переменной в таком случае:

g(T ) =

m∏
j=1

(ajT + bj)
vj =

m∏
j=1

vj∑
ej=0

(
vj
ej

)
a
ej
j b

vj−ej
j T ej =

=
∑

e1∈[0,v1],...,em∈[0,vm]

T

m∑
j=1

ej
m∏
j=1

(
vj
ej

)
α
ej
j b

vj−ej
j .

Далее воспользуемся предложением 4, из которого следует, что коэффициент

при T

m∑
j=1

ej
может быть отличен от нуля только в том случае, когда для вектора

e = (e1, . . . , em) выполнено отношение порядка e �p v. Поскольку моном Xv яв-
ляется (m, d)sq-хорошим, то выполнено неравенство Modsq(deg(e)) < d для интере-
сующих нас векторов e. Наконец, воспользуемся наблюдением (1). Получаем, что
многочлен h(T ), s-эквивалентный g(T ), имеет степень не выше Mods

q(deg(e)), где
e �p v. �
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