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§ 1. Введение

В данной статье рассматривается граф G(n, r, s), вершины которого – r-элемент-
ные подмножества множества {1, 2, . . . , n}, а ребро между двумя вершинами про-
водится в том случае, если размер пересечения соответствующих подмножеств ра-
вен s. Другое определение графа G(n, r, s) следующее: вершинами графа являются
вершины единичного куба в n-мерном пространстве, имеющие в координатной запи-
си ровно r единиц, а ребро между двумя вершинами проводится, когда расстояние
между ними равно

√
2(r − s). Понятно, что эти две формулировки эквивалентны.

Графы G(n, r, s) называются графами Джонсона. Они играют огромную роль
в задачах комбинаторной геометрии (см., например, [1–3], где описаны, среди про-
чего, контрпримеры к гипотезе Борсука, основанные на графах Джонсона; далее,
см. [1, 4, 5], где обсуждается применение графов Джонсона к задачам о раскрасках
метрических пространств; наконец, см. [6–8], где говорится о некоторых смежных за-
дачах, решаемых с помощью графов Джонсона). Также они играют огромную роль
в теории кодирования (см., например, [9,10]), теории Рамсея (см., например, [11–13])
и др.

В настоящей статье изучаются экстремальные свойства графа G(n, r, s). А имен-
но, исследуется число ребер в произвольном подграфе этого графа. Напомним, что
независимое множество вершин графаG – это такое подмножество его вершин, что
никакие две вершины из этого подмножества не соединены ребром. Числом незави-
симости α(G) называется наибольшая мощность независимого множества вершин
графа.

Обозначим через r(W ) количество ребер графа G = (V,E) на множестве W ⊆ V .
Иными словами,

r(W ) = |{(x, y) ∈ E | x ∈ W, y ∈ W}|.

Также положим

r(	) = min
|W |=�,W⊆V

r(W ).

Возникает вопрос об изучении данной величины. Классическая теорема Турана
1941 года дает ответ на этот вопрос в общем случае.
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Те о р ем а 1. Пусть G – произвольный граф, α – его число независимости,
	 > α. Тогда

r(	) � 	2

2α
− 	

2
.

В доказательстве этой теоремы не учитываются никакие специальные свойства
графа G, и более того, эта теорема в общем случае неулучшаема. Однако разумно
предположить, что для графов с некоторыми ограничениями оценку можно улуч-
шить. Мы рассматриваем дистанционные графы – графы, вершинами которых яв-
ляются точки в пространстве Rn, а ребро между такими вершинами проводится
тогда и только тогда, когда расстояние между ними равно некоторому фиксирован-
ному числу. Понятно, что определенный выше граф G(n, r, s) является дистанцион-
ным.

Для произвольных дистанционных графов была доказана следующая теорема
(см. [14, лемма 4]).

Т е о р ем а 2. Пусть Gn – последовательность дистанционных графов, у кото-
рых V (Gn) ⊂ Rn. Положим αn = α(Gn). Пусть Wn – подмножество множе-
ства V (Gn). Тогда если |Wn| = 	(n) и nαn = o(	(n)), то при n → ∞

r(	(n)) � 	(n)2

αn
(1 + o(1)).

Таким образом, мы видим, что на классе дистанционных графов, образующих
последовательности с определенными асимптотическими свойствами, оценка Тура-
на улучшается примерно в два раза. Можно предположить, что на еще более узком
классе дистанционных графов G(n, r, s) оценка допускает дальнейшее улучшение.
И действительно, в работе [15] была доказана следующая теорема (см. также [16,17]).

Т е о р ем а 3. Рассмотрим граф G(n, 3, 1). Пусть функция 	 : N → N такова,
что n2 = o(	) при n → ∞. Тогда существует такая функция h : N → N, что

h ∼ 3�2

2n
при n → ∞ и r(	(n)) � h(n) для любого достаточно большого n ∈ N.

Чтобы пояснить, как соотносятся между собой результаты теорем 2 и 3, заметим,
что α(G(n, 3, 1)) ∈ {n− 2, n− 1, n} (см. [13]). Это значит, что на своем классе графов
теорема 3 в полтора раза сильнее общей теоремы 2. Наш основной результат будет
обобщением теоремы 3 на случай фиксированных r и s с условием, что r = 2s + 1
и что r − s – степень простого числа. Очевидно, что параметры теоремы 3 удовле-
творяют этим условиям. Заметим, что именно в этих ограничениях на r и s в рабо-
те [18] было показано, что α(G(n, r, s)) ∼ ns (2r − 2s− 1)!

r! (r − s− 1)!
. Эта запись означает, что

существует такая функция q(n) = (1 + o(1)), что α(G(n, r, s)) = q(n)ns (2r − 2s − 1)!

r! (r − s− 1)!
.

Кроме того, поскольку функция q(n) ограничена, существует такая константа C0,
что α(G(n, r, s)) � C0n

s. Такого рода огрубления нам иногда понадобятся. Итак,
справедлива

Т е о р ем а 4. Пусть r = 2s+1, где r−s – степень простого числа, и пусть 	(n) –
любая функция с ограничением n2s = o(	(n)). Положим αn = α(G(n, r, s)). Тогда

существует такая функция h : N → N, что h ∼ 3�(n)2

2αn
при n → ∞ и r(	(n)) � h(n).

В работе [17] Пушняковым доказана следующая
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Те о р ем а 5. Пусть даны числа r, s. Пусть Gn = G(n, r, s). Пусть 	 = 	(n) →
→ ∞. Тогда

r(	) � (1 + o(1))
	2

ns

Cs
rr!

2(r − s)!
.

Таким образом, отличие нашей новой нижней оценки от известной верхней грани-
цы имеет величину порядка константы при фиксированных r, s. Например, в случае,

когда r = 3, s = 1, оценка из теоремы 5 имеет вид 9

2

�2

n
, т.е. отличается от воспроиз-

веденной нами оценки Пушнякова всего в 3 раза. Ни для каких других значений r, s
ранее нижние оценки, превосходящие результаты теорем 1 и 2, получены не были.

Отметим также, что условие теоремы 4, требующее, чтобы функция 	 росла быст-
рее, чем n2s, в случае r = 3, s = 1, который изучал Пушняков, не является сильно
ограничительным. А именно, Пушняков доказал (см. [17]), что в противоположных
условиях величина r(	) асимптотически равна либо своей нижней границе из теоре-
мы 1, либо своей нижней границе из теоремы 2. В нашем, существенно более общем
случае остается достаточно большой диапазон значений функции 	, который по-
ка не изучен. Разумеется, в этом диапазоне верны теоремы 1, 2 и 5. Дальнейшие
уточнения – дело будущего.

В чем-то наше доказательство будет следовать идеям Пушнякова. Однако будет
и значимое количество существенных отличий. Так, для доказательства теоремы 4
нам понадобится вспомогательная лемма, напоминающая утверждение из работы
Пушнякова [17].

Л емма. Пусть параметры r, s и функция 	 удовлетворяют условиям тео-
ремы 4. Пусть W – произвольное множество вершин графа G(n, r, s), имеющее
мощность 	(n). Пусть Γ – любое наибольшее по мощности независимое множе-
ство вершин в подграфе графа G(n, r, s), порожденном вершинами из W . Пусть
w ∈ W \ Γ. Обозначим через n(Γ, w) число вершин в множестве Γ, смежных с w.
Пусть U1 и U2 – множества таких вершин w ∈ W \ Γ, что n(Γ, w) = 1 или 2
соответственно. Тогда существует такая константа C1, что |U1 ∪ U2| � C1n

2s.
Подчеркнем, что константа в лемме будет зависеть только от r и s, но не от 	,

W и Γ.
В следующем параграфе мы сперва приведем доказательство леммы, а потом –

в п. 2.2 – докажем теорему 4. В доказательствах во избежание путаницы нам удобно
будет иногда различать обозначения для той или иной вершины u графа G(n, r, s) и
отвечающего ей r-элементного подмножества. Последнее мы будем обозначать через
supp(u) и называть носителем вершины u.

Отметим, наконец, что близкие результаты для случая произвольных дистанци-
онных графов на плоскости можно найти в работе [19].

§ 2. Доказательства

2.1. Доказательство леммы. Докажем сначала, что существует такая констан-
та C2, что |U1| � C2n

s+1. Выберем вершину u ∈ Γ. Пусть

U1,u = {w : w ∈ W \ Γ, n(Γ, w) = 1 и (w, u) ∈ E}.

Тогда U1 – объединение множеств U1,u по всем u ∈ Γ. Зафиксируем u и оценим
мощность U1,u. Пусть v ∈ U1,u. Носители вершин u и v пересекаются по s элементам,
и выбрать эти элементы можно Cs

r способами. Следующий, (s+ 1)-й, элемент носи-
теля v выбираем n− r способами. Для этих выбранных s+ 1 элементов существует
не более одного способа выбрать все остальные. Пусть это не так, тогда существует
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Рис. 1. Вершины с единственным ребром в Γ

Рис. 2. Галочки

как минимум две вершины v1 = {v1, v2, . . . , vs+1, a, . . .} и v2 = {v1, v2, . . . , vs+1, b, . . .}.
Заметим, что между ними нет ребра, поскольку их носители пересеклись как мини-
мум по s + 1 элементам. Также заметим, что каждая из вершин имеет лишь одно
ребро с множеством Γ, и это ребро ведет в выбранную вершину u (см. рис. 1). Тогда
множество (Γ \ {u}) ∪ {v1, v2} не имеет ребер, т.е. является независимым, и имеет
мощность больше, чем мощность множества Γ, что противоречит предположению
максимальности Γ. Итак,

|U1| � Cs
r |Γ|n � Cs

rαnn ∼ ns+1Cs
r

(2r − 2s− 1)!

r! (r − s− 1)!
.

Теперь докажем, что существует такая константа C3, что |U2| � C3n
2s. Иными

словами, надо оценить количество таких вершин w ∈ W \Γ, что n(Γ, w) = 2. Пусть w
имеет ребра с u1, u2 ∈ Γ. Носители вершин u1, u2 могут пересекаться по 0, 1, . . . , s−
1, s + 1, . . . , r − 1 = 2s элементам. Поскольку вершина w имеет ребро с каждой
из вершин u1, u2, носитель w и объединение носителей u1, u2 могут пересечься по
s, s + 1, . . . , r − 1 = 2s элементам. Введем понятие галочки. Назовем галочкой три
вершины, обладающие следующими свойствами: u1, u2 ∈ Γ и w ∈ W \Γ, n(Γ, w) = 2,
причем (u1, w) ∈ E, (u2, w) ∈ E (см. рис. 2). Вершину w будем называть центром
галочки, остальные вершины галочки назовем ее краями.

Разделим доказательство на два случая. В первом случае носитель центра га-
лочки пересекается с объединением носителей краев галочки больше чем по s эле-
ментам. Во втором случае носитель центра пересекается с объединением носителей
краев по s элементам. Это возможно, если сами носители краев галочки имеют хотя
бы s+ 1 общий элемент (а не s, ведь между u1, u2 нет ребра).
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Рис. 3. Носители вершин в случае 1

Рис. 4. Носители вершин в случае 2

Случай 1. Пусть |(supp(u1) ∪ supp(u2)) ∩ supp(w)| = k, k � s + 1. Выберем па-
ру u1, u2 ∈ Γ и посчитаем количество галочек с краями в этой паре и центрами в
тех или иных w. Поскольку | supp(u1) ∩ supp(w)| = s, существует Cs

r способов вы-
брать s элементов носителя w, по которым он пересечется с носителем u1. Среди
не более чем r элементов, находящихся в разности носителя u2 и носителя u1, на-
до выбрать k − s � 1 элементов (см. рис. 3). Значит, s + 1-й элемент выбирается
не более чем r способами в носителе u2. А способов выбрать остальные элементы
не больше двух, причем неважно, где эти элементы выбирать – в носителе или во
всем множестве из n чисел. Пусть это не так, тогда есть как минимум три вершины
w1, w2, w3, носители которых имеют хотя бы s+ 1 общий элемент, а следовательно,
между ними нет ребер. Таким образом, поскольку из каждой вершины w1, w2, w3

идет ровно два ребра в множество Γ, причем все ребра идут в вершины u1, u2, мно-
жество (Γ\{u1, u2})∪{w1, w2, w3} является независимым и имеет мощность больше,
чем мощность Γ, что противоречит максимальности Γ. Значит, для любых двух вер-
шин u1, u2 существует не более 2rCs

r галочек. Пару вершин можно выбрать не более

чем α2
n ∼ n2s

(
(2r − 2s− 1)!

r! (r − s− 1)!

)2
способами, а стало быть, всего вершин w не более

α2
n2rC

s
r < C4n

2s.

Случай 2. Здесь нас интересуют галочки, у которых |(supp(u1) ∪ supp(u2)) ∩
∩ supp(w)| = s. Выберем одну вершину u1 ∈ Γ и в ее носителе зафиксируем s эле-
ментов. Пусть существует хотя бы одна такая галочка, что носитель ее центра w0
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пересекается с носителями краев u1, u2 именно по этим s элементам (будем называть
их фиксированными), а носители ее краев, соответственно, пересекаются по фикси-
рованным s и еще хотя бы по какому-нибудь одному элементу (см. рис. 4). Теперь
посчитаем, сколько еще может быть краев галочек с краем в вершине u1 и этими же
s элементами (мы хотим оценить именно число краев; оценивать число центров для
данной пары краев мы будем позже). Поскольку все носители краев галочек имеют
общие фиксированные элементы с носителем u1 и этих элементов s штук, каждый
из носителей краев должен иметь некоторый (s+1)-й общий элемент с носителем u1,
иначе в независимом множестве вершин Γ образуется ребро. Более того, все края
галочек, кроме u1 и второго края галочки с центром w0, не имеют ребра с w0, ведь
центр галочки имеет ровно два ребра с множеством Γ. Однако все носители этих
краев и носитель w0 имеют в пересечении одни и те же фиксированные s элементов.
Значит, каждый из этих носителей краев должен иметь хотя бы один дополнитель-
ный общий элемент с носителем w0. Таким образом, искомое число краев не больше
величины

(r − s)2Cr−s−2
n � C5n

r−s−2 = C5n
s−1.

Теперь для каждой пары краев галочек посчитаем, сколько центров w может
существовать. Первые s элементов носителя зафиксированы – по ним w пересекает-
ся с носителями u1 и u2. Следующий элемент выбираем не более чем n способами
вне носителей u1 и u2. А для выбора всех остальных элементов есть не более двух
способов. Доказательство аналогично доказательству в случае 1 – иначе у нас будет
три вершины w1, w2, w3 без ребер, и множество (Γ \ {u1, u2}) ∪ {w1, w2, w3} будет
иметь большую, чем Γ, мощность, оставаясь независимым. Значит, для вершины u1

и каких-то s элементов из ее носителя галочек с центрами в некоторых w не больше
чем 2n, откуда получаем, что число галочек с данным u1 и данными s фиксирован-
ными элементами не превосходит величины 2nC5n

s−1 = C6n
s. Способов выбрать

вершину u1 и s элементов в ней, соответственно,

αnC
s
r � nsC7,

и значит, в текущем случае количество вершин w не больше чем

(C6n
s)(C7n

s) = C8n
2s.

Итак, в каждом из случаев имеем оценку величиной вида Cn2s. Складывая все
константы, получаем заявленную в лемме величину C1. �

2.2. Доказательство теоремы 4. Пусть W – некоторое подмножество в множе-
стве вершин графа G(n, r, s), имеющее мощность 	 = 	(n). Рассмотрим наибольшее
по мощности независимое множество Γ1 в подграфе графа G(n, r, s), порожденном
множеством вершин W . Пусть его мощность равна β1 � αn. Пусть F1 – подмноже-
ство таких вершин в множестве W \ Γ1, что для любой вершины w ∈ F1 выполнено
n(Γ1, w) � 2. Пусть f1 = |F1|. Из леммы следует, что f1 � C1n

2s. Заметим, что любая
вершина u ∈ W \ (Γ1 ∪ F1) имеет хотя бы три ребра с Γ1. Тогда найдено хотя бы

3(	(n)− f1 − β1) + f1 � 3(	(n)− αn)− 2C1n
2s

ребер. Выкинем из W независимое множество Γ1, и в получившемся множестве
W \ Γ1 выберем новое наибольшее независимое множество Γ2 мощности β2 � αn.
Пусть F2 – такое подмножество множества W \ (Γ1 ∪ Γ2), что для любой вершины
w ∈ F2 выполнено n(Γ2, w) � 2. Пусть f2 = |F2|. Из леммы имеем оценку f2 � C1n

2s.
Мы снова нашли хотя бы

3(	(n)− 2αn)− 2C1n
2s
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ребер. Повторив эту операцию
[
�(n)

αn

]
раз, получим оценку

r(	(n)) �
[�(n)/αn]∑

i=1

(
3(	(n)− iαn)− 2C1n

2s
)
∼

∼ 3	(n)
	(n)

αn
− 3

2
αn

	(n)

αn

(
	(n)

αn
+ 1

)
− 	(n)

αn
2C1n

2s ∼

∼ 3
	2(n)

αn
− 3

2

	2(n)

αn
− 2C1n

2s 	(n)

αn
∼ 3

2

	2(n)

αn

при n → ∞, поскольку по предположению n2s = o(	(n)). Теорема 4 доказана. �
Автор признателен Андрею Михайловичу Райгородскому за многогранную под-
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