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§ 1. Введение

Двоичный линейный код Рида –Маллера порядка r, 0 � r � m, обозначаемый
через RM(r,m), определяется как совокупность векторов длины 2m для любого
m � 1, отвечающих булевым функциям отm переменных степени не более чем r. Код

RM(r,m) имеет мощность 2k, k =
r∑

i=0

(
m

i

)
, и кодовое расстояние 2m−r. Коды Ри-

да –Маллера обладают рядом хороших свойств. Известно, что код RM(m−r−1,m)
является дуальным к коду RM(r,m). Код RM(m− 2,m) – расширенный двоичный
код Хэмминга, а RM(1,m) – расширенный двоичный код Адамара длины n = 2m,
m � 2. Для любых допустимых r и m код RM(r,m) обладает базисом, состоящим
из кодовых слов минимального веса (см. [1]). Напомним, что код Рида –Маллера
RM(r + 1,m + 1) представим широко известной в литературе конструкцией Плот-
кина:

{(x+ y |x) : x ∈ RM(r + 1,m), y ∈ RM(r,m)} (1)

(см., например, [1]).
Задача описания весового спектра классических двоичных кодов Рида –Маллера

все еще остается открытой, несмотря на значительные усилия и полученные резуль-
таты ряда исследователей (см. [2], а также недавние работы [3, 4]).

1 Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 22-21-00135, https:
//rscf.ru/project/22-21-00135/
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Коды Рида –Маллера обладают хорошими процедурами кодирования и декоди-
рования и в течение многих десятилетий активно используются как на практике,
так и в теоретических исследованиях в области теории кодирования и криптогра-
фии. Кроме того, в теории блок-схем представляют интерес 3-схемы, получаемые
из совокупностей кодовых слов фиксированного веса. Каждая такая схема обладает
нетривиальными комбинаторно-алгебраическими свойствами.

В 2009 г. в [5] были предложены полярные схемы, имеющие те же самые па-
раметры, что и схемы кодов Рида –Маллера, но не изоморфные им. Этот резуль-
тат опроверг широко известную гипотезу Хамады для схем, выдвинутую в 1973 г.
в работе [6]. Расширение двоичного кода, натянутого на блоки полярной схемы,
полученной из проективной геометрии PG(2s, 2), является кодом, допускающим ма-
жоритарное декодирование и имеет параметры кода Рида –Маллера RM(s, 2s+ 1),
будучи не эквивалентным ему [7]. В работе [8] показано, что некоторые из этих ко-
дов обладают исключительным свойством иметь то же самое весовое распределение,
что и упомянутые коды Рида –Маллера.

Широкие классы двоичных нелинейных кодов с параметрами кодов Рида –Мал-
лера были предложены рядом авторов (см. [9] и список литературы в работе [10],
а также [11]). Среди них упомянем конструкции и исследование нетривиальных
свойств Z4-линейных кодов Рида –Маллера (см. [10, 12–14]).

В настоящей статье приведено обобщение свитчинговой конструкции Пулато-
ва [9] для кодов с параметрами классических двоичных кодов Рида –Маллера. Ме-
тод построения Пулатова является обобщением широко известной конструкции Ва-
сильева для совершенных кодов [15]. Следует отметить, что свитчинговый подход
оказался плодотворным для решения многих проблем для совершенных q-ичных
кодов, q � 2 (см. [16]).

В данной статье для предложенного нового класса кодов исследованы такие важ-
ные инварианты и свойства как весовой спектр и дистанционная инвариантность.
Найдены условия, при которых код имеет тот же самый весовой спектр, что и код
RM(r,m), а также условия, при которых полученный код является дистанционно
инвариантным. Доказано, что дистанционно инвариантные коды из предложенного
класса кодов с тем же самым весовым спектром, что и у классического кода Рида –
Маллера, но не эквивалентные ему, крайне редки. В частности показано, что таких
кодов нет среди оригинальных кодов Пулатова.

§ 2. Конструкция
Основные определения и понятия см. в [1]. Всюду далее через d обозначено ко-

довое расстояние, а через w(x) – вес вектора x. Весовой спектр кода C – это упоря-
доченный набор WC , где WC,i равно числу кодовых слов кода C веса i. Двоичный
код C называется дистанционно инвариантным, если выполняется WC+x = WC+y

для любых кодовых слов x и y из C. Вектор y = (y1, . . . , yn) называется предше-
ствующим вектору x = (x1, . . . , xn), что записывается в виде y � x, если yi � xi

для всякого i = 1, . . . , n.
Далее потребуется следующий известный факт.
У т в е ржд е н и е 1. Для любых векторов z, y справедливо w(y+z | z) � w(y), где

равенство достижимо в том и только том случае, когда z � y.
Напомним свитчинговую конструкцию Пулатова [9] для кодов с параметрами

классических кодов Рида –Маллера.
Пусть ei – двоичный вектор длины 2m с 1 лишь в i-й координатной позиции.

Пусть λ : RM(r,m) → {0, 1} – произвольная функция. Тогда множество{
(x+ y + e1λ(y) | x+ e1λ(y)) : x ∈ RM(r + 1,m), y ∈ RM(r,m)

}
(2)
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является расширенным двоичным кодом Пулатова, имеющим те же параметры, что
и код Рида –Маллера RM(r + 1,m + 1). Полагая функцию λ тождественно рав-
ной нулю, получим представление кода RM(r + 1,m+ 1) посредством конструкции
Плоткина (1).

Рассмотрим следующее обобщение метода построения Пулатова. Обозначим че-
рез T совокупность представителей (лидеров) смежных классов кода RM(r + 1,m)
в пространстве F2m , взятых по одному вектору из каждого смежного класса. Пусть
λ : RM(r,m) → T – произвольная функция. Через RMλ(r + 1,m + 1) обозначим
следующий код:{

(x+ y + λ(y) |x + λ(y)) : x ∈ RM(r + 1,m), y ∈ RM(r,m)
}
. (3)

Для произвольного фиксированного кодового слова y из кода RM(r,m) рассмотрим
подкод

Rλ
y =

{
(x+ y + λ(y) |x + λ(y)) : x ∈ RM(r + 1,m)

}
(4)

кода RMλ(r + 1,m + 1). Таким образом, последний представляет собой следующее
объединение подкодов Rλ

y :

RMλ(r + 1,m+ 1) =
⋃

y∈RM(r,m)

Rλ
y . (5)

Если λ – тождественно нулевая функция, то через Ry будем обозначать множе-
ство

{(x+ y |x) : x ∈ RM(r + 1,m)}.

Отсюда с учетом (1) имеем следующее представление классического кода Рида –
Маллера:

RM(r + 1,m+ 1) =
⋃

y∈RM(r,m)

Ry. (6)

Для любого y ∈ RM(r,m) минимальное расстояние подкодаRλ
y совпадает с мини-

мальным расстоянием d = 2m−r кода RM(r,m), так как по определению Rλ
y (см. (4))

его минимальное расстояние равно минимальному весу ненулевого вектора (x |x),
x ∈ RM(r + 1,m), т.е. 2 × 2m−(r+1) = 2m−r. Для различных y, y′ из кода RM(r,m)
и для любых векторов x, x′ ∈ RM(r + 1,m) согласно утверждению 1 справедливо

w
(
x+ y + λ(y) + x′ + y′ + λ(y′) |x + λ(y) + x′ + λ(y′)

)
� w(y + y′),

и в свою очередь, вес вектора y + y′ не меньше d. Отсюда минимальное расстояние
кода RMλ(r + 1,m+ 1) равно d. Следовательно, справедлива

Т е о р ем а 1. Для любой функции λ : RM(r,m) → T код RMλ(r+1,m+1) имеет
ту же самую длину, мощность и минимальное расстояние, что и код Рида –Мал-
лера RM(r + 1,m+ 1).
Замечание 1. Заметим, что теорема 1 верна также в случае, когда вместо кодов

RM(r,m) и RM(r + 1,m) рассматриваются произвольные линейные коды C и D,
а также для кодов над некоторыми другими метриками, в частности, над метри-
кой Ли. Полученные ниже весовые свойства этой конструкции кодов Рида –Мал-
лера существенно опираются на результат Касами и Токуры [2] о несуществовании
кодовых слов оригинального кода Рида –Маллера, имеющих веса между d и 3d/2.
По этой причине приводимые ниже результаты излагаются лишь для кодов Рида –
Маллера.
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Сл е д с т в и е 1. Пусть λ и λ′ – функции из RM(r,m) в T , такие что суще-
ствует y из RM(r,m), для которого λ(y) �= λ′(y). Тогда коды RMλ(r + 1,m + 1)

и RMλ′
(r + 1,m+ 1) различны. В частности, имеется

|RM(m− r − 2,m)||RM(r,m)|

попарно различных кодов, полученных согласно конструкции (3).

Док а з а т е л ь с т в о. Предположим, что RMλ(r+1,m+1) = RMλ′
(r+1,m+1).

Для кодового слова y из RM(r,m), удовлетворяющего условию следствия, и неко-
торого кодового слова y′ ∈ RM(r,m) рассмотрим кодовые слова

(x+ y + λ(y) |x + λ(y)) и (x′ + y′ + λ′(y′) |x′ + λ′(y′))

кодов RMλ(r + 1,m + 1) и RMλ′
(r + 1,m + 1) соответственно. Если эти векторы

совпадают, то

λ(y) + λ′(y′) = x+ x′,

x+ y + λ(y) = x′ + y′ + λ′(y′).

Поскольку x и x′ принадлежат коду RM(r + 1,m), из первого условия имеем

λ(y) + λ′(y′) = x+ x′ ∈ RM(r + 1,m).

Объединяя это со вторым равенством, получаем y = y′, и значит, λ(y) + λ′(y) ∈
∈ RM(r+1,m). Отсюда, так как функции λ и λ′ принимают значения в T , получаем,
что λ(y) = λ′(y), противоречие.

Так как код RM(m− r− 2,m) дуален коду RM(r+1,m), то размер множества T
равен

|F2m/RM(r + 1,m)| = |RM(m− r − 2,m)|.

Отсюда с учетом числа различных функций λ, действующих из кода RM(r,m)
в множество T , следует требуемая нижняя оценка числа кодов. �

§ 3. Основные результаты

В данном параграфе ограничимся случаем, когда функция λ такова, что y ∈
∈ RM(r,m) и w(λ(y)) < d/4. Всюду далее d = 2m−r – минимальное расстояние
кодов RM(r,m) и RMλ(r + 1,m+ 1).

3.1. Нижняя граница весового спектра кода RMλ(r+1,m+1). В этом пункте
коснемся весового спектра кода (5), в частности, исследуем число кодовых слов
небольшого веса, меньшего 3d/2.

У т в е ржд е н и е 2. Пусть x – кодовое слово кода RM(r + 1,m), а y – кодовое
слово кода RM(r,m), такое что w(y) > d, где d = 2m−r. Тогда для любого вектора
u ∈ F2m выполняется

w(y + u+ x |u + x) � w(y) � 3d/2.

Док а з а т е л ь с т в о. Неравенство w(y+u+x |u+x) � w(y) справедливо соглас-
но утверждению 1. Распределение небольших, т.е. близких к минимальному, весов
в коде Рида –Маллера известно (см. [2]). В частности, вес, следующий за минималь-
ным весом в коде RM(r,m), равен 3d/2. Значит, так как w(y) > d, то w(y) � 3d/2,
и утверждение доказано. �
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Рассматривая достаточно небольшие веса вектора λ(y), из следующей леммы
получим, что кодовые слова (x + y + λ(y) |x + λ(y)) кода RMλ(r + 1,m + 1) ми-
нимального веса могут возникнуть только вследствие минимальности веса вектора
(x+ y |x), либо в случае, когда он нулевой.

Л емма 1. Пусть λ : RM(r,m) → T – произвольная функция, удовлетворяю-
щая условиям λ(0) = 0 и w(λ(y)) < d/4 для любого y ∈ RM(r,m), где d = 2m−r.
1. Если y ∈ RM(r,m) таков, что w(y) = d и для некоторого x ∈ RM(r + 1,m)
выполнено

w(x + y + λ(y) |x + λ(y)) = d,

то w(x + y |x) = d;
2. Для любого y ∈ RM(r,m) имеем WRλ

y ,d
� WRy,d. Кроме того, справедливо

WRMλ(r+1,m+1),d � WRM(r+1,m+1),d.

Док а з а т е л ь с т в о. 1. Предположим противное, т.е. w(x + y |x) > d. Заметим,
что по утверждению 1 имеет место

w(x + y |x) � w(y) = d.

Тогда по теореме Касами и Токуры [2] кодовое слово (x+y |x) кода RM(r+1,m+1)
имеет вес не менее 3d/2. Тогда, поскольку w(λ(y)) < d/4, то вес вектора (x + y +
+λ(y) |x + λ(y)) не может быть равен d, противоречие с условием.

2. Напомним, что

Rλ
y =

{
(x+ y + λ(y) |x + λ(y)) : x ∈ RM(r + 1,m)

}
и

Ry =
{
(x + y |x) : x ∈ RM(r + 1,m)

}
.

Согласно (5) код RMλ(r + 1,m + 1) равен
⋃

y∈RM(r,m)

Rλ
y , в то время как код Рида –

Маллера RM(r + 1,m+ 1) равен
⋃

y∈RM(r,m)

Ry (см. (6)). Для каждого y ∈ RM(r,m)

сравним число векторов веса d в подкодах Rλ
y и Ry.

Если y = 0, то поскольку λ(0) = 0, имеем Rλ
0 = R0 и WRλ

y ,d
= WRy ,d.

Если w(y) = d, то из первого утверждения настоящей леммы следует, что суще-
ствует инъективное отображение из множества векторов кода Rλ

y , имеющих вес d,
в множество векторов из Ry веса d посредством сдвига на вектор (λ(y) |λ(y)). Сле-
довательно, WRλ

y ,d
� WRy,d.

Всякий вектор из Ry равен (x+y+λ(y) |x+λ(y)) для некоторого x ∈ RM(r+1,m).
Если w(y) > d, то полагая u = λ(y) в утверждении 2, убеждаемся, что

w(x + y + λ(y) |x + λ(y)) � 3d/2,

и векторов веса d в Rλ
y не существует. �

Далее рассмотрим случай, который позволяет получить коды с весовым спек-
тром, отличным от спектра кода RM(r + 1,m+ 1).

Л емма 2. Пусть λ : RM(r,m) → T – произвольная функция, удовлетворяю-
щая условиям λ(0) = 0 и w(λ(y)) < d/4 для любого y ∈ RM(r,m), где d = 2m−r.
Если найдется кодовое слово z в RM(r,m), такое что w(z) = d и λ(z) � z, то

WRλ
z ,d

= 0 и WRMλ(r+1,m+1),d < WRM(r+1,m+1),d.
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Док а з а т е л ь с т в о. Предположим противное: пусть в RMλ(r+1,m+ 1) суще-
ствует кодовое слово (x+ z+λ(z) |x+λ(z)) веса d. Тогда по лемме 1, учитывая, что
z – вектор веса d, вектор (x + z |x) имеет вес d. Отсюда x � z согласно утвержде-
нию 1. Из утверждения 1, примененного к вектору (x+ z+λ(z) |x+λ(z)), вытекает,
что x+λ(z) � z. Следовательно, x � z, x+λ(z) � z, а по условию λ(z) � z. Так как
одновременно все эти три свойства не выполняются, получаем противоречие. �

Следующее утверждение описывает “хороший случай” в том смысле, что весовые
спектры кодов RMλ(r + 1,m+ 1) и RM(r + 1,m+ 1) совпадают.

У т в е ржд е н и е 3. Справедливо следующее.
1. Пусть λ : RM(r,m) → T – произвольная функция, удовлетворяющая условию

λ(y) � y для любого y ∈ RM(r,m). Тогда

WRMλ(r+1,m+1) = WRM(r+1,m+1).

2. Для всякого 0 � r < m существует не менее
|RM(r,m)|

2 −1∑
i=1

Ci
|RM(r,m)|

2m−r−2−1∑
j=1

Cj
2m−r

различных кодов RMλ(r + 1,m+ 1) с тем же весовым распределением, что и у
кода RM(r + 1,m+ 1), и не эквивалентных ему.
Док а з а т е л ь с т в о. 1. Без ограничения общности предположим, что векторы

y, x и λ(y) имеют вид

y = (1, . . . , 1 |0, . . . , 0),
x = (x1, . . . , xs |xs+1, . . . , xn),

λ(y) = (1, . . . , 1, 0, . . . , 0 |0, . . . , 0),

где w(y) = s и w(λ(y)) = � < s.
Рассмотрим векторы (x+ y+ λ(y) |x+ λ(y)) и (x+ y |x). Очевидно, что конкате-

нация векторов

(y + x+ λ(y)) = (x1, . . . , x�, x�+1 + 1, . . . , xs + 1 |xs+1, . . . , xn),

(x+ λ(y)) = (x1 + 1, . . . , x� + 1, x�+1, . . . , xs |xs+1, . . . , xn)

может быть получена из конкатенации векторов

y + x = (x1 + 1, . . . , xs + 1 |xs+1, . . . , xn),

x = (x1, . . . , xs |xs+1, . . . , xn)

посредством некоторой подстановки. Следовательно, вектор (x+ y+ λ(y) |x+ λ(y))
получается перестановкой из вектора (x+ y |x), и

WRMλ(r+1,m+1) = WRM(r+1,m+1).

2. Рассмотрим не тождественно нулевые функции λ, принимающие нулевые зна-
чения на хотя бы |RM(r,m)|

2
+ 1 векторах из RM(r,m), один из которых нулевой,

и для всех y ∈ RM(r,m) выполняется λ(y) � y, где w(λ(y)) < d/4. Так как для
всякой такой функции λ код RMλ(r + 1,m + 1) содержит нулевой вектор и имеет
больше половины общих кодовых слов с линейным кодом RM(r + 1,m+ 1), то код
RMλ(r+1,m+1) не линеен, и следовательно, не эквивалентен коду RM(r+1,m+1).
Согласно первому пункту данного утверждения всякий такой код имеет то же весо-
вое распределение, что и RM(r + 1,m + 1). Значения рассматриваемой функции λ
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всегда принадлежат шару радиуса d/4 − 1 и, в свою очередь, множеству лидеров
классов смежности линейного кода RM(r + 1,m) в F2m . В силу утверждения 1 по-
лучаем, что все такие коды попарно различны. Из того, что каждое кодовое слово
кода RM(r,m) имеет вес не менее d = 2m−r, число возможностей выбрать ненулевой
вектор λ(y), λ(y) � y, в шаре радиуса d/4 − 1 с центром в кодовом слове y веса не
менее 2m−r равно

2m−r−2−1∑
j=1

Cj
2m−r .

Отсюда, предварительно выбирая множество кодовых слов из кода RM(r,m), на ко-
торых значения функций λ ненулевые, получаем требуемую нижнюю оценку числа
таких кодов. �
Замечание 2. Случай r = m − 2 является исключительным. Для всякой функ-

ции λ код RMλ(m − 2,m) является расширенным совершенным кодом, и следова-
тельно, дистанционно инвариантным.

3.2. Дистанционная инвариантность, случай двузначных функций. В этом пунк-
те рассмотрим двузначные функции λ, полагая ненулевое значение функции векто-
ром, имеющим относительно небольшой вес. Покажем, что при этом ограничении
на функцию λ не существует дистанционно инвариантных кодов, полученных кон-
струкцией (3) и имеющих то же весовое распределение, что и коды Рида –Маллера,
но отличных от них. Как следствие, будет построено большое количество линей-
ных кодов с весовым распределением, отличным от весового распределения кода
Рида –Маллера.

Напомним, что базис линейного кода, состоящий из кодовых слов минимального
веса, называется базисом минимального веса.

Л емма 3. Для любых r,m, таких что 0 � r � m, 1 � m и i ∈ {1, . . . , 2m}, код

{u : u ∈ RM(r,m), ui = 0}

имеет базис минимального веса.

Док а з а т е л ь с т в о. Доказательство проведем по индукции. Легко убедиться,
что для малых m лемма верна.

Пусть для всех r � m− 1 и любых i, не превосходящих 2m−1, коды

{x : x ∈ RM(r,m− 1), xi = 0}

имеют базисы минимального веса.
Согласно конструкции Плоткина (1) выполняется

RM(r,m) =
{
(x+ y |x) : x ∈ RM(r,m− 1), y ∈ RM(r − 1,m− 1)

}
.

Из данной конструкции, подставляя x+y вместо x, без ограничения общности можно
считать, что i � 2m−1 + 1. Убедимся, что код{

(x+ y |x) : x ∈ RM(r,m− 1), xi = 0, y ∈ RM(r − 1,m− 1)
}

(7)

имеет базис минимального веса. Напомним, что минимальное расстояние кода
RM(r − 1,m − 1) равно 2m−r и что он имеет базис минимального веса. По пред-
положению индукции код{

(x |x) : x ∈ RM(r,m− 1), xi = 0
}
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также имеет минимальное расстояние 2m−r и обладает базисом минимального веса.
Следовательно, код (7) тоже обладает базисом минимального веса. �

Ут в е ржд е н и е 4. Пусть для любого i ∈ {1, . . . , 2m} функция λ такова, что
λ(y) = yiei для каждого y ∈ RM(r,m). Тогда код RMλ(r + 1,m + 1) совпадает
с кодом RM(r + 1,m+ 1) с точностью до перестановки координатных позиций.

Док а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем произвольный элемент i ∈ {1, . . . , 2m}. Так
как λ(y) = yiei для каждого кодового слова y кода RM(r,m), то λ(y) � y. Докажем,
что транспозиция π = (i, 2m + i) позволяет получить

π(RMλ(r + 1,m+ 1)) = RM(r + 1,m+ 1).

Пусть y – произвольное кодовое слово в RM(r,m), такое что yi = 0. Тогда
λ(y) = 0, и в силу того, что

π(x + y |x) = (x+ y |x) ∈ RM(r + 1,m+ 1),

утверждение справедливо.
Если y – кодовое слово кода RM(r,m), такое что yi = 1, то λ(y) = ei. Следова-

тельно,

π(x + y + λ(y) |x + λ(y)) = π(x + y + ei |x+ ei) =

= π(x+ ei |x + ei) + π(y |0) = (x+ ei |x+ ei) + (y + ei | ei) =
= (x+ y |x) ∈ RM(r + 1,m+ 1). �

Те о р ем а 2. Пусть r,m таковы, что 0 � r � m и 1 � m, d = 2m−r, и пусть
u – любой вектор из F2m , такой что w(u) < d/4. Пусть λ – произвольная функция
из кода RM(r,m) в множество {0, u}, где λ(0) = 0. Тогда код RMλ(r + 1,m+ 1)
является дистанционно инвариантным, и

WRMλ(r+1,m+1) = WRM(r+1,m+1)

в том и только том случае, когда с точностью до перестановки координатных
позиций он является кодом Рида –Маллера RM(r + 1,m+ 1).

Док а з а т е л ь с т в о. Достаточность очевидна.
Докажем необходимость. Пусть i таково, что ui = 1. Код RM(r,m) равен объ-

единению линейного подкода

{y : y ∈ RM(r,m), yi = 0}

и его смежного класса

{y : y ∈ RM(r,m), yi = 1}.

Обозначим эти подкоды через RM0(r,m) и RM1(r,m) соответственно. Рассмотрим
значения функции λ на подкоде RM0(r,m).

Пусть код RMλ(r + 1,m + 1) дистанционно инвариантен и имеет тот же весо-
вой спектр, что и у кода RM(r + 1,m + 1). В первую очередь покажем, что λ –
тождественно нулевая функция на RM0(r,m). Предположим противное. Поскольку
λ(0) = 0 и λ принимает значение u на некотором кодовом слове из RM0(r,m), то
по лемме 3 найдется последовательность кодовых слов y1, . . . , yt в коде RM0(r,m),
удовлетворяющих условиям y1 = 0, λ(0) = 0, λ(yt) = u, таких что для любого
j ∈ {1, . . . , t − 1} выполняется d(yj , yj+1) = d. Следовательно, в этой последова-
тельности найдутся два вектора из кода RM0(r,m) (обозначим их через ỹ и y) на
расстоянии d друг от друга, удовлетворяющие условиям λ(ỹ) = 0, λ(y) = u.
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Так как λ(ỹ) = 0, то вектор (ỹ |0) является кодовым словом кода RMλ(r + 1,
m+ 1). Покажем, что

WRMλ(r+1,m+1)+(ỹ|0),d < WRM(r+1,m+1),d.

Для любого y ∈ RM(r,m) рассмотрим функцию λ′, такую что

λ′(y) = λ(y + ỹ).

Согласно определению функции λ′ нетрудно видеть, что

RMλ(r + 1,m+ 1) + (ỹ |0) = RMλ′
(r + 1,m+ 1).

По выбору векторы y и ỹ в коде RM0(r,m) находятся на расстоянии d друг от
друга, а вектор y + ỹ имеет вес d и принадлежит коду RM0(r,m). Более того, по
определению функции λ′ имеем

λ′(y + ỹ) = λ(y + ỹ + ỹ) = λ(y) = u.

Заметим, что i-я координатная позиция кодовых слов кода RM0(r,m) нулевая, в то
время как i-я координатная позиция вектора u равна 1. Отсюда u � y + ỹ.

Применяя лемму 2 к функции λ′ и вектору z = y + ỹ веса d, получим

WRMλ′ (r+1,m+1),d = WRMλ(r+1,m+1)+(ỹ|0),d < WRM(r+1,m+1),d.

Следовательно, в случае, когда функция λ имеет ненулевые значения на коде
RM0(r,m), код RMλ(r + 1,m + 1) не может быть дистанционно инвариантным и
одновременно иметь весовой спектр, как у кода Рида –Маллера.

Теперь покажем, что λ принимает одинаковые значения на подкоде RM1(r,m).
Предположим противное. Тогда, аналогично вышеприведенным рассуждениям, най-
дутся два вектора ỹ и y из подкода RM1(r,m) на расстоянии d друг от друга, такие
что λ(ỹ) = 0 и λ(y) = u. Введем функцию λ′, такую что λ′(y) = λ(y + ỹ). Заметим,
что

RMλ(r + 1,m+ 1) + (ỹ |0) = RMλ′
(r + 1,m+ 1).

Так как вектор z = y+ ỹ имеет вес d и его i-я позиция равна 0, то λ(z) = u � y+ ỹ,
и по лемме 2 получаем, что

WRMλ′ (r+1,m+1),d = WRMλ(r+1,m+1)+(ỹ|0),d < WRM(r+1,m+1),d,

противоречие.
Таким образом, функция λ на RM1(r,m) либо тождественно нулевая, либо яв-

ляется константой, равной u. В последнем случае функция λ тождественно нулевая
только на коде {y ∈ RM(r,m), yi = 0}. Если предположить, что вес вектора u боль-
ше 1, то повторяя доказательство, приведенное выше, для любого i′, ui′ = 1, i′ �= i,
получим, что λ принимает нулевое значение только на {y ∈ RM(r,m), yi′ = 0},
противоречие.

Следовательно, если код RMλ(r+1,m+1) дистанционно инвариантен и имеет ве-
совой спектр, как у кода Рида –Маллера RM(r+1,m+1), то либо λ – тождественно
нулевая функция, либо найдется i ∈ {1, . . . , 2m}, такое что λ(y) = yiei для произ-
вольного y ∈ RM(r,m). В первом случае код RMλ(r + 1,m+ 1) совпадает с кодом
RM(r+1,m+1), а во втором случае согласно утверждению 4 код RMλ(r+1,m+1)
эквивалентен коду RM(r + 1,m+ 1). �
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Функцию λ : RM(r,m) → T назовем линейной, если для любых y, y′ ∈ RM(r,m)
выполнено

λ(y + y′) + λ(y′) + λ(y) ∈ RM(r + 1,m).

Несложно видеть, что для рассматриваемых кодов имеет место следующее
Ут в е ржд е н и е 5. Пусть λ : RM(r,m) → T – произвольная линейная функ-

ция. Тогда код RMλ(r + 1,m+ 1) линеен.
Сл е д с т в и е 2. При r � m всякий дистанционно инвариантный код с пара-

метрами кода Рида –Маллера RM(r,m), получаемый конструкцией Пулатова (2)
и имеющий то же весовое распределение, что и код Рида –Маллера RM(r,m), сов-
падает с ним с точностью до перестановки.

Док а з а т е л ь с т в о. Заметим, что при r � m−3 конструкция Пулатова являет-
ся частным случаем рассматриваемой конструкции при функции λ, принимающей
значения в множество, состоящее из двух фиксированных векторов веса 0 и 1. От-
сюда в силу теоремы 2 получаем требуемое. При r � m − 2 утверждение также
выполнено в силу дистанционной инвариантности любого кода с параметрами рас-
ширенного кода Хэмминга или кода, состоящего из всех векторов четного веса. �

Широкий класс дистанционно инвариантных кодов можно получить, используя
линейные функции в предложенной выше конструкции. Однако в случае, когда
функция принимает только два значения достаточно малого веса, весовой спектр
полученных кодов не совпадает с таковым для классического кода Рида –Маллера,
либо приводит к коду Рида –Маллера с точностью до перестановки координатных
позиций (см. теорему 2).

С л е д с т в и е 3. При r � m− 3 существует по крайней мере

(|RM(r,m)| − 1)

(
−1 +

d/4−1∑
i=0

(
2m

i

))
− 2m + 1

попарно различных линейных кодов RMλ(r + 1,m+ 1) с параметрами кодов Рида –
Маллера RM(r + 1,m+ 1), таких что

WRMλ(r+1,m+1),d < WRM(r+1,m+1),d.

Док а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим произвольную не тождественно нулевую ли-
нейную функцию

λ : RM(r,m) → {0, u}, w(u) < d/4.

Число выборов вектора u равно

−1 +

d/4−1∑
i=0

(
2m

i

)
.

Отсюда получаем, что количество таких функций равно этому числу способов вы-
брать вектор u, умноженному на число способов задать значение функции λ, рав-
ному вектору u на непустом множестве базисных векторов кода RM(r,m). Из полу-
ченных функций мы исключаем 2m − 1 функций вида λ(y) = yiei, i ∈ {1, . . . , 2m},
так как в силу утверждения 5 коды, соответствующие им, эквивалентны оригиналь-
ным кодам Рида –Маллера. В силу доказательства теоремы 2 все остальные коды
RMλ(r + 1,m+ 1) удовлетворяют неравенству

WRMλ(r+1,m+1),d < WRM(r+1,m+1),d. �
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Следующий результат был получен с помощью компьютера на основе вышеиз-
ложенных ограничений на весовое распределение кодов RMλ(2, 5).

У т в е ржд е н и е 6. Всякий линейный код RMλ(2, 5) либо эквивалентен коду
RM(2, 5), либо удовлетворяет условию

WRMλ(2,5),8 < WRM(2,5),8.

§ 4. Заключение
В статье предложена новая конструкция двоичных кодов с параметрами кодов

Рида –Маллера. Из утверждения 3 вытекает существование богатого множества ко-
дов с теми же самыми параметрами и весовым спектром, что и у кодов Рида –Мал-
лера. Результаты § 3 позволяют сделать вывод, что достаточно трудно обнаружить
дистанционно инвариантные коды с числом кодовых слов минимального веса, как у
кода Рида –Маллера, но не эквивалентных ему.

Авторы выражают благодарность С.В. Августиновичу и В.Н. Потапову, обратив-
ших внимание авторов на задачу описания весового спектра кодов с параметрами
кодов Рида –Маллера.
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