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§ 1. Введение
Целью данной статьи является развитие новых комбинаторных методов построе-

ния разбиений на совершенные коды в метриках Хэмминга и Ли, а также конструк-
ций диаметральных совершенных кодов Ли и разбиений на такие коды. Оказалось,
что идеи некоторых подходов для построения совершенных q-ичных кодов, q � 2,
в метрике Хэмминга могут быть развиты для построения кодов и разбиений на
совершенные коды Ли и диаметральные совершенные коды Ли. Приведенные кон-
струкции позволяют существенно улучшить известные нижние оценки числа совер-
шенных и диаметральных совершенных кодов Ли, предложенные Этционом в 2011 г.
(см. [1]).

В отличие от метрики Хэмминга, для которой получено большое число различ-
ных свитчинговых и каскадных методов построения совершенных кодов и разбие-
ний, для построения кодов и разбиений в метрике Ли предложено лишь незначи-
тельное число конструкций. Мотивация исследования совершенных и диаметраль-
ных совершенных кодов Ли и основательный обзор полученных по данной тематике
результатов могут быть найдены в работе [1], где представлены две конструкции со-
вершенных и диаметральных совершенных кодов Ли, и поэтому они не приводятся
в настоящей статье. Алгебраические методы построения совершенных и диамет-
ральных совершенных кодов Ли см. также в работах [2, 3]. Гипотеза о несущество-
вании совершенных кодов, исправляющих две ошибки, была выдвинута в 1970 г.
в работе [4]. О совершенных кодах Ли, исправляющих две ошибки, см. также в [5];
о существовании и некоторых необходимых условиях для квазисовершенных кодов
в метрике Ли см. [6].

Упор в данной статье сделан на построение разбиений, поскольку этот вопрос
оставался недостаточно глубоко изученным как для метрики Ли, так и для мет-
рики Хэмминга. Кроме того, это дает возможность строить коды, используя эти

1 Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 22-21-00135, https:
//rscf.ru/project/22-21-00135/
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разбиения, что позволило получить новые нижние оценки числа совершенных и
диаметральных совершенных кодов Ли. Отметим также, что все конструкции кодов
и разбиений в данной статье являются комбинаторными, что может представлять
интерес с практической точки зрения.

Статья имеет следующую структуру: в § 2 приводятся необходимые определения
и понятия, § 3 посвящен построению разбиений на совершенные коды над полем Га-
луа Fq, q > 2. В § 4 приведена конструкция построения разбиений на совершенные
коды Ли, идейно восходящая к подходу, использованному для построения разбие-
ний в § 3. В § 5 предложены новые диаметральные совершенные коды Ли и разби-
ения на такие коды. В каждом из последних трех параграфов приводятся нижние
оценки числа кодов и разбиений и сравнение их с полученными ранее нижними
оценками.

§ 2. Совершенные и диаметральные совершенные коды в метрике Ли
Векторное пространство размерности n над полем Галуа Fq по отношению к мет-

рике Хэмминга обозначается через Fn
q . Основные определения, касающиеся кодов

в метрике Хэмминга, см. в [7].
В данном параграфе приведем необходимые определения и понятия для метри-

ки Ли. Сначала рассмотрим определения для совершенных кодов Ли, затем для
диаметральных совершенных кодов Ли.

Через Zn
s обозначим множество слов длины n над кольцом вычетов Zs по моду-

лю s. Вес Ли wL(x) слова x из множества слов Zn
s определяется как сумма весов

Ли его координатных позиций. Расстояние Ли, обозначаемое через dL(x, y), для
произвольных слов x, y ∈ Zn

s определяется как

dL(x, y) =

n∑
i=1

min(|xi − yi|, s− |xi − yi|).

В настоящей статье рассматриваются совершенные коды Ли с минимальным рас-
стоянием Ли dL = 3. Такой код длины n над кольцом вычетов Zs имеет мощность
sn/(2n+1), где 2n+1 – размер сферы Ли радиуса 1, а s � 2n+1. Код в Zn

s линеен,
если он образует подгруппу кольца Zn

s . Линейный совершенный код Ли длины n
с минимальным расстоянием 3 над кольцом вычетов Zs существует согласно [2] то-
гда и только тогда, когда τ | s, где τ равно произведению всех простых делителей
числа 2n + 1. При этом наименьшее s, для которого существует совершенный код
Ли с минимальным расстоянием 3 над Zs, равно τ . В случаях s = 2 и s = 3 метрика
Ли совпадает с метрикой Хэмминга для двоичных и троичных кодов, что неверно
при s > 3.

Как и совершенные коды в метрике Хэмминга, совершенные коды в метрике Ли
с минимальным расстоянием 3 разбивают множество слов Zn

s на смежные классы
посредством сдвигов на слова веса Ли, равного единице.

В случае диаметральных совершенных кодов Ли важным является понятие анти-
кода, как и для диаметральных совершенных кодов в метриках Хэмминга, Джонсона
и Грассмана (см. [8,9]). Антикод с максимальным расстоянием d− 1 (подмножество
слов A в Zn

s , таких что dL(x, y) < d, где x, y ∈ A), удовлетворяет неравенству Дель-
сарта [8]

|C||A| � sn,

здесь C – код с минимальным расстоянием d в Zn
s . Если оценка в неравенстве Дель-

сарта точна, то C называется диаметральным совершенным кодом Ли. В статье
рассматриваются диаметральные совершенные коды Ли только с dL = 4, объем

59



такого кода равен |C| = sn/4n, где 4n – размер антикода. Пусть

n = 2ipi11 . . . pikk

– разложение числа n в произведение степеней простых сомножителей, где pr > 2,
r = 1, . . . , k, и может быть, i = 0. Тогда согласно [3, теорема 13] линейный диамет-
ральный совершенный код Ли длины n с минимальным расстоянием 4 существует
над кольцом Zs тогда и только тогда, когда

s = 2i
′
p
i′1
1 . . . p

i′k
k , где 2 � i′ � i + 2 и 1 � i′r � ir.

Наименьшее s, для которого существует диаметральный совершенный код Ли дли-
ны n с минимальным расстоянием 4 над Zs, равно 4τ , где τ = p1 . . . pk, т.е. s четно.
Длина кода не обязательно равна степени числа 2.

Аналогично расширенным совершенным кодам в метрике Хэмминга диаметраль-
ные совершенные коды Ли разбивают множество слов четного и нечетного весов
в Zn

s на смежные классы. Существенная разница между двоичными совершенными
кодами в метрике Хэмминга и диаметральными совершенными кодами Ли состоит
в следующем. Произвольный двоичный совершенный код в метрике Хэмминга мож-
но расширить посредством общей проверки на четность, в результате чего получится
диаметральный совершенный код (и наоборот при выкалывании последнего). При
этом минимальное расстояние кода увеличится на единицу. Подобная процедура
в случае диаметральных совершенных кодов Ли невозможна.

Для q-ичных совершенных кодов, q > 2, задача о расширении кодов c минималь-
ным расстоянием 3 до кодов с расстоянием 4 все еще остается нерешенной. Беспалов
в [10] доказал несуществование q-ичных расширенных совершенных кодов в метрике
Хэмминга в случаях, когда q = 3, 4, а n > q+2, или оба числа n и q нечетны, а так-
же доказал несуществование нелинейных МДР-кодов с параметрами (q+2, qq−1, 4)q
в случае, когда q нечетно.

§ 3. Разбиения Fn
q на совершенные коды

В этом параграфе рассмотрим коды в метрике Хэмминга и применение конструк-
ции Думера [11] для построения разбиений на q-ичные совершенные коды в Fn

q ,
q > 2.

Пусть P1 = {C1, C2, . . . , Cqr} – произвольное разбиение на q-ичные совершенные

коды в Fn
q , q > 2, с параметрами (n, qn−r, 3)q, где n =

qr − 1

q − 1
. ПустьD – произвольный

qr-ичный совершенный код в F�
qr , q > 2, где

� =
qrs − 1

qr − 1
, |D| = qr(�−s),

т.е. код, имеющий параметры (�, qr(�−s), 3)qr . Множество векторов

C =
⋃

(x1,x2,...,x�)∈D

Cx1 × Cx2 × . . .× Cx�
(1)

является q-ичным совершенным кодом, имеющим параметры (n�, |D||C1|�, 3)q, где

длина кода равна n� =
qrs − 1

q − 1
. Эта каскадная конструкция является спецификаци-

ей обобщенной каскадной конструкции Зиновьева [12] для q-ичных кодов, а также
непосредственным обобщением каскадной конструкции для двоичных совершенных
кодов из [13,14]. Заметим, что автор работы [1] (см. теорему 10 в ней) ошибочно пола-
гает, что эта конструкция является новой. В отличие от оригинальной конструкции
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Думера [11], где рассматривается разбиение на классы смежности совершенного ко-
да C1, в (1) используются произвольные разбиения на q-ичные совершенные коды
в Fn

q , q > 2.
Кроме того, к кодам Cxi , i ∈ {1, 2, . . . , �}, где x = (x1, x2, . . . , x�) ∈ D, мож-

но применить произвольные � подстановок πt, t ∈ {1, 2, . . . , �}, на алфавите ко-
да D, т.е. на Fqr . Пусть Cπ(xi) – результат действия подстановки π на коде Cxi .
Без ограничения общности первую подстановку можно положить тождественной,
т.е. Cπ1(x1) = Cx1 . В этом случае конструкция (1) преобразуется в следующую:

C =
⋃

x=(x1,x2,...,x�)∈D

Cx1 × Cπ2(x2) × . . .× Cπ�(x�). (2)

Перейдем к построению разбиений посредством конструкции (2). Для этой це-
ли рассмотрим помимо произвольного разбиения P1, введенного выше, произволь-
ное разбиение P2 = {D1, D2, . . . , Dqrs} на qr-ичные совершенные коды Di длины �,
i ∈ {1, 2, . . . , qrs}. Для построения кодов C∗

i применим конструкцию (2) к кодам Di

и разбиению P1, а именно

C∗
i =

⋃
x=(x1,x2,...,x�)∈Di

Cx1 × Cπ2(x2) × . . .× Cπ�(x�), i = 1, 2, . . . , qrs. (3)

Т е о р ем а 1. Совокупность кодов (3) образует разбиение пространства Fn�
q ,

q > 2, на q-ичные совершенные коды длины n�, где n� = qrs − 1

q − 1
.

Док а з а т е л ь с т в о. Число совершенных кодов длины n� в разбиении простран-
ства Fn�

q на совершенные коды должно быть равно qrs, что совпадает с числом кодов,
построенных в (3). Убедимся, что C∗

i ∩ C∗
j = ∅, где

C∗
j =

⋃
(x1,x2,...,x�)∈Dj

Cx1 × Cπ2(x2) × . . .× Cπ�(x�),

i �= j, i, j ∈ {1, 2, . . . , qrs}. Поскольку Di и Dj являются элементами разбиения P2,
то Di ∩ Dj = ∅. Отсюда x �= x′ для любых x, x′, таких что x ∈ Di, x′ ∈ Dj .
Следовательно, найдется k ∈ {1, 2, . . . , �}, такое что xk �= x′

k, откуда

Cxk
∩ Cx′

k
= ∅ и Cπk(xk) ∩Cπk(x′

k)
= ∅.

А значит, выполняется

Cx1 × Cπ2(x2) × . . .× Cπ�(x�) ∩ Cx′
1
× Cπ2(x′

2)
× . . .× Cπ�(x′

�)
= ∅,

и как следствие, имеем C∗
i ∩C∗

j = ∅ для любых i, j из множества {1, 2, . . . , qrs}, где
i �= j. �

Пусть MH
n,q и M̃H

�,q обозначают числа различных разбиений на q- и qr-ичные со-
вершенные коды длины n и � соответственно, где верхний индекс H указывает,
что разбиения рассматриваются в метрике Хэмминга. Число подстановок πt в силу
произвольности их выбора равно (� − 1)!. Из конструкции разбиений, приведенной
в теореме 1, легко найти нижнюю оценку числа таких разбиений.

С л е д с т в и е 1. Число различных разбиений пространства Fn�
q на совершенные

коды, полученных конструкцией (3), не меньше

MH
n�,q � MH

n,qM̃
H
�,q(� − 1)!. (4)
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В работе [15] была представлена наилучшая дважды экспоненциальная нижняя
оценка числа различных разбиений на q-ичные, q > 2, совершенные коды длины

N = (qm − 1)/(qm − 1), q = pm, m > 1.

Конструкция основана на свитчинговом методе так называемых простых i-компо-
нент кода Хэмминга, с использованием латинских квадратов. Было показано, что
число различных разбиений пространства FN

q на q-ичные совершенные коды при
p → ∞ не меньше, чем

pp
n(2m−1)+m+1(1−o(1)). (5)

Множитель в нижней оценке числа различных разбиений, который дают подстанов-
ки πt в конструкции (2), всего лишь экспоненциальный, поскольку

(� − 1)�−1+ 1
2 e−�+1 � (�− 1)! � (�− 1)�−1+ 1

2 e−�+2.

Отсюда и из того факта, что с ростом r величина qr растет существенно быстрее,
чем q, величина MH

�,q больше, чем MH
n,q(� − 1)!. Таким образом, имеем

M̃H
n�,q > MH

n,q(�− 1)!.

Очевидно, что оценка (4) с использованием (5) для M̃H
�,q является дважды экспо-

ненциальной по числу �mr, где � – длина qr-ичных кодов в разбиении P2, q = pm.
Однако, как нетрудно убедиться, она уступает оценке из [15], которая по-прежнему
является лучшей на сегодняшний день.

§ 4. Разбиения на совершенные коды Ли

Построение разбиений на совершенные коды Ли основано на конструкции Эт-
циона для совершенных кодов Ли из [1]. Для полноты изложения приведем этот
метод построения кодов. Он в свою очередь основан на конструкции (2), благода-
ря чему легко проследить связь результатов настоящего параграфа с результатами,
приведенными в § 3.

Пусть P1 = {C1, C2, . . . , Cqr} – произвольное разбиение множества слов Zn
τ(2n+1)

на совершенные коды Ли длины n =
qr − 1

2
над алфавитом из τ(2n + 1) символов,

где q нечетно и равно pm, m > 2. Напомним, что здесь qr = 2n + 1 – размер шара
Ли радиуса 1 в Zn

τ(2n+1), где τ равно произведению всех простых делителей числа
2n+ 1, т.е. τ = p. Минимальное расстояние кода Ci равно 3, а его мощность

|Ci| = (τ(2n+ 1))n/(2n+ 1).

Пусть D – произвольный qr-ичный совершенный код в F�
qr , q > 2, где

� =
qrs − 1

qr − 1
, |D| = qr(�−s),

т.е. D имеет параметры (�, qr(�−s), 3)qr . Подчеркнем, что здесь код D рассматрива-
ется в метрике Хэмминга.

Пусть x = (x1, x2, . . . , x�) – произвольное кодовое слово кода D. К кодам Cxi ,
i ∈ {1, 2, . . . , �}, применим произвольные � подстановок πt на множестве {1, 2, . . . , qr},
где t ∈ {1, 2, . . . , �}. Пусть πt являются подстановками на элементах алфавита ко-
да D. Таким образом, имеем � подстановок, первую из которых без ограничения
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общности полагаем тождественной, т.е. Cπ1(x1) = Cx1 . Множество слов

C =
⋃

x=(x1,x2,...,x�)∈D

Cx1 × Cπ2(x2) × . . .× Cπ�(x�) (6)

является совершенным кодом Ли в алфавите из τ(2n+1) символов, имеющим мощ-
ность

|C| = (τ(2n+ 1))n�/(2n�+ 1) (7)

и длину n�. В отличии от конструкции Этциона [1], где P1 является разбиением лишь
на сдвиги совершенного кода Ли C1, для построения кода C в (6) были взяты более
широкие классы разбиений Zn

τ(2n+1) на совершенные коды Ли. Ниже убедимся, что
такие нетривиальные разбиения существуют.

Разбиения на совершенные коды Ли построим, в свою очередь, с помощью кон-
струкции (6). Рассмотрим помимо разбиения P1, упомянутого выше, любое разбие-
ние

P2 = {D1, D2, . . . , Dqrs}

пространства F�
qr на qr-ичные совершенные коды Di длины �, i ∈ {1, 2, . . . , qrs}.

Для построения кодов C∗
i , i ∈ {1, 2, . . . , qrs}, применим конструкцию (6) к кодам Di

и разбиению P1:

C∗
i =

⋃
x=(x1,x2,...,x�)∈Di

Cx1 × Cπ2(x2) × . . .× Cπ�(x�), i = 1, 2, . . . , qrs. (8)

Т е о р ем а 2. Совокупность кодов (8) образует разбиение множества Zn�
τ(2n+1)

на совершенные коды Ли длины n� = (qrs − 1)/2 над алфавитом из τ(2n + 1) сим-
волов.

Док а з а т е л ь с т в о. Согласно [1, теорема 14] все коды C∗
i , i ∈ {1, 2, . . . , qrs},

являются совершенными кодами Ли длины n� = (qrs − 1)/2. По построению число
таких кодов в каждом разбиении равно qrs. Следовательно, с учетом (7) и того, что
2n�+ 1 = qrs, имеем

|C∗
i |qrs =

τn�(2n+ 1)n�

2n�+ 1
qrs = τn�(2n+ 1)n� =

∣∣Zn�
τ(2n+1)

∣∣,
что соответствует необходимому числу совершенных кодов Ли в разбиении множе-
ства Zn�

τ(2n+1).
Доказательство того факта, что любые два кода C∗

i и C∗
j , где i �= j, не пересека-

ются, идентично факту непересечения аналогичных кодов в метрике Хэмминга (см.
теорему 1), и поэтому опущено. �

Пусть ML
n,q обозначает число различных разбиений длины n на совершенные ко-

ды Ли. Подчеркнем, что верхний индекс L указывает на то, что разбиения рассмат-
риваются в метрике Ли. Из конструкции разбиений (8) получаем нижнюю оценку
числа разбиений на совершенные коды Ли, аналогичную полученной для q-ичных
совершенных кодов в Fn�

q (см. следствие 1).

С л е д с т в и е 2. Для числа различных разбиений множества Zn�
τ(2n+1) на совер-

шенные коды Ли длины n�, полученных конструкцией (8), справедлива оценка снизу

ML
n�,q � ML

n,qM̃
H
�,q((q

r)!)�−1. (9)
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Поскольку второй сомножитель M̃H
�,q, q = pm, в (9) отражает число разбиений на

qr-ичные совершенные коды длины � в метрике Хэмминга, которое является дважды
экспоненциальным от числа �mr (см. конец § 3 настоящей статьи), то и результиру-
ющая оценка для разбиений на совершенные коды в метрике Ли является дважды
экспоненциальной от числа �mr. Подставляя ее в конструкцию (6) для совершенных
кодов Ли, получаем число различных совершенных кодов Ли, большее чем в [1],
где при оценке числа различных совершенных кодов Ли рассматриваются только
тривиальные разбиения на совершенные коды Ли. Поскольку оценка Этциона явно
представлена не была (см. [1, раздел V]), уточним ее. Она имеет вид

NL
n�,q � NH

�,q((q
r)!)�−1, (10)

где NL
n�,q и NH

�,q обозначают число различных совершенных кодов Ли и совершенных
кодов в F�

qr в метрике Хэмминга длин n� и � соответственно.
Используя для построения совершенных кодов Ли конструкцию (6), получаем

оценку снизу

NL
n�,q � ML

n,qN
H
�,q((q

r)!)�−1,

что существенно больше оценки Этциона (10) в силу дважды экспоненциальной
оценки от числа nm в (9), вычисленной для ML

n,q – числа различных разбиений
длины n на совершенные коды Ли.

§ 5. Построение диаметральных совершенных кодов Ли и разбиений
Настоящий параграф посвящен построению диаметральных совершенных кодов

Ли и разбиений на такие коды. Сначала рассмотрим построение кодов, а затем на их
основе разовьем конструкцию разбиений. Конструкция диаметральных совершен-
ных кодов Ли основана на идее каскадной конструкции Фелпса 1984 г. для двоичных
расширенных совершенных кодов (см. [16]). Отметим, что конструкция из [16] яв-
ляется частным случаем обобщенной каскадной конструкции [12]. При построении
разбиений используется предложенная конструкция диаметральных совершенных
кодов Ли и подход, развитый в работе [17].

5.1. Построение диаметральных совершенных кодов Ли. Пусть C0
1 , C

0
2 , . . . , C

0
2r

и C1
1 , C

1
2 , . . . , C

1
2r – произвольные разбиения множеств четно- и нечетновесовых слов

в множестве слов Zr
s на диаметральные совершенные коды Ли длины r с мини-

мальным расстоянием dL = 4 над кольцом Zs, где s четно. Пусть Cm – произволь-
ный расширенный двоичный совершенный код длины m = 2p в Fm

2 с минимальным
расстоянием dH = 4. Далее код Cm будем называть базовым кодом. Для каждого
вектора μ из Cm рассмотрим 2r-ичный МДР-код Cμ с минимальным расстоянием
Хэмминга 2 длины m и мощности

|Cμ| = (2r)m−1

над алфавитом из 2r символов. Отметим, что как и в конструкции из § 3, в дан-
ной конструкции для построения диаметральных совершенных кодов используются
коды над различными алфавитами и метриками.

Т е о р ем а 3. Множество

C =
⋃

μ∈Cm

⋃
j∈Cμ

Cμ1

j1
× Cμ2

j2
× . . .× Cμm

jm
(11)

является диаметральным совершенным кодом Ли длины n = mr над кольцом Zs.
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Док а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что длина кода C равна n = mr. Также, с учетом
того, что мощности входящих в построение кодов равны

|Cμi

ji
| = sr

4r
, |Cμ| = (2r)m−1, |Cm| = 2m−logm−1,

несложно вычислить мощность кода:

|C| = |(Cμi

ji
)|m|Cμ||Cm| =

( sr
4r

)m

(2r)m−12m−logm−1 =
sn

4n
.

Убедимся, что минимальное расстояние Ли в коде C равно 4.
По построению для двух различных кодовых слов u и u′ кода C, таких что μ = μ′

и j = j′, выполняется неравенство dL(u, u
′) � 4.

Докажем, что для любых μ, μ′ ∈ Cm, j, j′ ∈ Cμ, таких что пары (μ, μ′) и (j, j′)
различны, выполняется

dL
(
Cμ1

j1
× . . .× Cμm

jm
, C

μ′
1

j′1
× . . .× C

μ′
m

j′m

)
� 4. (12)

Возможны следующие случаи.
1. Пусть μ = μ′, j �= j′.
Тогда dH(j, j′) � 2, и найдутся координаты a, b, такие что ja �= j′a, jb �= j′b. Отсюда,

учитывая, что Cμa

ja
и Cμa

j′a
одновременно являются четно- или нечетновесовыми диа-

метральными совершенными кодами Ли (аналогичное верно для кодов Cμb

jb
и Cμb

j′
b
),

имеем dL(C
μa

ja
, Cμa

j′a
) � 2 и dL(C

μt

jb
, Cμb

j′b
) � 2. Следовательно,

dL
(
Cμ1

j1
× . . .× Cμa

ja
× Cμb

jb
× . . .× Cμm

jm
, Cμ1

j′1
× . . .× Cμa

j′a
× Cμb

j′b
× . . .× Cμm

j′m

)
� 4.

2. Пусть μ �= μ′.
Векторы μ и μ′ принадлежат базовому коду Cm, т.е. dH(μ, μ′) � 4, и найдутся

четыре координаты a, b, a′ и b′, в которых различаются μ и μ′. Следовательно, име-
ются четыре пары диаметральных совершенных кодов Ли Cμi

ji
и C

μ′
i

j′i
, i ∈ {a, b, a′, b′},

удовлетворяющие

dL
(
Cμi

ji
, C

μ′
i

j′i

)
� 1.

Отсюда справедливо (12), и как следствие, минимальное расстояние Ли диаметраль-
ного совершенного кода C длины n равно 4. �

Обозначим через NL
n,s, D̃L

r,s, NH
m и RH

m, соответственно, число различных диа-
метральных совершенных кодов Ли длины n над Zs, разбиений на диаметральные
совершенные коды Ли длины r над Zs, число различных двоичных совершенных
кодов и число различных МДР-кодов с кодовым расстоянием 2 длины m; здесь
верхние индексы L и H указывают на метрики Ли и Хэмминга. Из конструкции
диаметральных кодов, приведенной выше, получаем следующую нижнюю оценку
числа диаметральных совершенных кодов Ли.

Сл е д с т в и е 3. Для числа различных диаметральных совершенных кодов Ли
длины n, полученных конструкцией (11), справедлива оценка снизу

NL
n,s � D̃L

r,sN
H
mRH

m. (13)

Как второй NH
m , так и третий RH

m сомножители в (13) являются дважды экспо-
ненциальными от чисел m/2 и r log2(m− 2) в силу [18] и [19] соответственно. Следо-
вательно, эта нижняя оценка существенно лучше нижней оценки числа различных
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диаметральных кодов Этциона длины 2t−1n в [1], которая имеет вид

t∏
i=1

(2i
n

2
− 1)!2

t−i

(14)

и, как несложно убедиться, не превосходит

2t · 2n2t−1 log2
n
2 .

Оценку (13) можно дополнительно усилить, используя широкие классы разбие-
ний D̃L

2r,s, построение которых рассмотрим ниже.

5.2. Построение разбиений на диаметральные совершенные коды Ли. Пусть C0
i,1,

C0
i,2, . . . , C

0
i,2r и C1

i,1, C
1
i,2, . . . , C

1
i,2r, i = 1, . . . ,m, – произвольные разбиения множеств

четно- и нечетновесовых слов в множестве Zr
s на диаметральные совершенные ко-

ды Ли длины r с минимальным расстоянием dL = 4 над алфавитом Zs, где s
четно. Как и выше, в этой конструкции будут рассмотрены коды в разных алфа-
витах.

Рассмотрим два разбиения множеств четно- и нечетновесовых слов в простран-
стве Fm, m = 2p, на смежные классы базового двоичного расширенного совершен-
ного кода Cm длины m с минимальным расстоянием dH = 4:

C0
i = Cm + ei + em, C1

i = Cm + ei, i = 1, 2, . . . ,m;

здесь все кодовые слова кода C0
i имеют четный вес, а кодовые слова C1

i – нечетный.
Для каждого вектора μ из Cm возьмем 2r-ичный МДР-код Cμ с кодовым расстоя-
нием 2 длины m и мощности |Cμ| = (2r)m−1 над алфавитом из 2r символов.

Кроме того, для каждого вектора μ из базового кода Cm рассмотрим латинский
квадрат Lμ порядка 2r, k-я строка которого равна(

�μk,1, �
μ
k,2, . . . , �

μ
k,2r

)
, k = 1, 2, . . . , 2r.

Латинские квадраты и МДР-коды могут быть взяты как различными, так и совпа-
дающими. Определим коды над Zs длины n = mr следующим образом:

Ci,k
=

⋃
μ∈C0

i

⋃
j∈Cμ

Cμ1

i,j1
× . . .× C

μm−1

i,jm−1
× Cμm

i,�μk,jm

, i = 1, 2, . . . ,m, k = 1, 2, . . . , 2r, (15)

Di,k

=
⋃

μ∈C1
i

⋃
j∈Cμ

Cμ1

i,j1
× . . .× C

μm−1

i,jm−1
× Cμm

i,�μk,jm

, i = 1, 2, . . . ,m, k = 1, 2, . . . , 2r. (16)

Идея конструкции, описанной в (15) и (16), перекликается с одним из методов
построения разбиений на двоичные расширенные совершенные коды из [17].

Т е о р ем а 4. Совокупность кодов Ci,k и Di,k, где i = 1, 2, . . . ,m, k = 1, 2, . . . , 2r,
из (15), (16) образует разбиение множества Zn

s , n = mr, на диаметральные совер-
шенные коды Ли длины n над алфавитом Zs.

Док а з а т е л ь с т в о. Согласно теореме 3 все коды Ci,k и Di,k, i = 1, 2, . . . ,m,
k = 1, 2, . . . , 2r, являются диаметральными совершенными кодами Ли над алфави-
том Zs, имеющими длину n = mr. По построению число таких кодов в разбиении
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равно 4mr. Следовательно,

|Ci,k| · 4mr =
sn

4mr
· 4mr = sn = |Zn

s |,

что соответствует необходимому числу диаметральных совершенных кодов Ли в
разбиении множества Zn

s .
Очевидно, что четновесовые коды Ci,k и нечетновесовые Di′,k′ не пересекаются.

Докажем, что любые два кода Ci,k и Ci′,k′ , где (i, k) �= (i′, k′), не пересекаются.
Возможны следующие случаи.
1. Пусть i �= i′. Помимо кода Ci,k рассмотрим код Ci′,k, где

Ci′,k =
⋃

μ′∈C0
i′

⋃
j′∈Cμ′

C
μ′
1

i′j′1
× . . .× C

μ′
m−1

i′,j′m−1
× C

μ′
m

i′,�μ
′

k,j′m

.

Так как i �= i′, то C0
i �= C0

i′ . Отсюда в силу того, что оба кода C0
i и C0

i′ четновесовые,
получаем, что существуют μ ∈ C0

i и μ′ ∈ C0
i′ , такие что

dH(μ, μ′) = dH
(
(μ1, . . . , μm), (μ′

1, . . . , μ
′
m)
)
≡ 0 (mod 2),

т.е. dH(μ, μ′) � 2. Значит, найдутся по крайней две координаты a и b, в которых
различаются слова μ и μ′, т.е. μa �= μ′

a, μb �= μ′
b. Следовательно, имеются две пары

диаметральных совершенных кодов Ли (Cμa

i,ja
, C

μ′
a

i′,j′a
) и (Cμb

i,jb
, C

μ′
b

i′,j′
b
), такие что

dL
(
Cμa

i,ja
, C

μ′
a

i′,j′a

)
� 1 и dL

(
Cμb

i,jb
, C

μ′
b

i′,j′b

)
� 1.

Как следствие, имеем

Ci,k ∩ Ci′,k = ∅.

2. Пусть i = i′ и k �= k′. Пусть

Ci,k′ =
⋃

μ′∈C0
i

⋃
j′∈Cμ′

C
μ′
1

ij′1
× . . .× C

μ′
m−1

i,j′m−1
× C

μ′
m

i,�μ
′

k′,j′m

.

При μ �= μ′ рассуждения идентичны проведенным в случае 1.
Пусть μ = μ′ и пересечение кодов Ci,k и Ci,k′ непусто. В этом случае найдутся два

вектора j и j′ в МДР-коде Cμ, такие что они совпадают в первыхm−1 координатных
позициях и выполняется

�μk,jm = �μk′,j′m
. (17)

Так как код Cμ имеет минимальное расстояние 2, то это возможно, только если
jm = j′m. Отсюда и из (17) с учетом того, что Lμ – латинский квадрат, имеем k = k′,
т.е. Ci,k = Ci,k′ , противоречие.

Для нечетновесовых кодов Di,k, i = 1, 2, . . . ,m, k = 1, 2, . . . , 2r, доказательство
аналогично, поэтому оно опущено. Как следствие, получаем разбиение множества
слов Zn

s , n = mr, на диаметральные совершенные коды Ли длины n. �
Оценим снизу число D̃L

r,s разбиений множества слов Zr
s, r = m′r′, на диамет-

ральные совершенные коды Ли длины r. Пусть D̃L
r′,s, N

H
m′ , RH

m′ и N2r,Lat – соот-
ветственно, число различных разбиений Zr′

s на диаметральные совершенные коды
Ли длины r′ над Zs, число различных двоичных расширенных совершенных кодов
длины m′, различных МДР-кодов с кодовым расстоянием 2 длины m′ и различных
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латинских квадратов порядка 2r. Здесь, как и ранее, верхние индексы L и H ука-
зывают на принадлежность к метрикам Ли и Хэмминга. Из конструкции теоремы 4
имеем следующую нижнюю оценку числа разбиений множества слов Zr

s, r = m′r′,
на диаметральные совершенные коды Ли длины r.

С л е д с т в и е 4. Для числа разбиений множества слов Zr
s, r = m′r′, на диамет-

ральные совершенные коды Ли длины r справедлива оценка снизу

D̃L
r,s �

(
D̃L

r′,s

)2m′

NH
m′
(
RH

m′N2r,Lat

)2|Cm′
|
. (18)

Все сомножители в оценке (18) можно оценить снизу, как и в предыдущих пара-
графах, что, очевидно, при подстановке D̃L

r,s в формулу (13) еще больше усиливает
нижнюю оценку числа NL

n,s диаметральных совершенных кодов Ли длины n = mr
по сравнению с оценкой, предложенной Этционом в [1].
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