
ПРОБЛЕМЫ ПЕРЕДАЧИ ИНФОРМАЦИИ

Том 58 2022 Вып. 4

УДК 621.391 : 519.176

© 2022 г. Я.К. Шубин

НИЖНЯЯ ОЦЕНКА МИНИМАЛЬНОГО ЧИСЛА РЕБЕР
В ПОДГРАФАХ ГРАФА ДЖОНСОНА

Доказана новая нижняя оценка минимального числа ребер в подграфах гра-
фа Джонсона в общем случае.

Ключевые слова: графы Джонсона, дистанционные графы.

DOI: 10.31857/S0555292322040088, EDN: NBIEMH

§ 1. Введение
В статье рассматривается специальный дистанционный граф G(n, r, s), вершина-

ми которого являются точки в n-мерном булевом кубе, у которых ровно r единиц,
а ребро между такими вершинами проводится тогда и только тогда, когда скалярное
произведение соответствующих векторов равно s. Данное определение можно также
сформулировать в комбинаторных терминах, а именно: вершинами данного графа
являются всевозможные r-элементные подмножества множества Rn = {1, 2, . . . , n},
а ребро проводится между подмножествами, имеющими ровно s общих элементов.
Именно вторым определением мы будем пользоваться в дальнейшем.
Граф G(n, r, s) имеет большое значение для теории графов, комбинаторной гео-

метрии и исследования кодов с запрещенными расстояниями. Именно с помощью
этих графов Франкл и Уилсон установили, что хроматическое число пространства
растет экспоненциально с ростом размерности (см. [1]). В 1991 г. Дж. Кан и Г. Калаи
использовали результаты Франкла и Уилсона для опровержения классической ги-
потезы Борсука о том, что всякое ограниченное множество в Rn мощности больше 1
может быть разбито на n+1 частей меньшего диаметра (см. [2–6]). В работах [7–10]
исследованы некоторые свойства графа G(n, r, s) и схожих с ним по структуре гра-
фов.
Обозначим через ρ(W ) количество ребер графа G = (V,E) на множествеW ⊆ V .

Иными словами,

ρ(W ) = |{(x, y) ∈ E | x ∈ W, y ∈ W}|.

Также положим

ρG(�) = min
|W |=�
W⊆V

ρ(W ).

Отметим, что проблема оценивания количества ребер в индуцированных подграфах
тесно связана с теорией расширителей и спектральной теорией графов (см. [11–13]).
Будем рассматривать величину ρG(n,r,s)(�(n)) при фиксированных r и s в зави-

симости от асимптотики �(n) при n → ∞.
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Напомним, что независимым множеством вершин графа G называется такое под-
множество его вершин, что никакие две вершины этого подмножества не соединены
ребром. Числом независимости α(G) называется наибольшая мощность независимо-
го множества.
Заметим, что если � � α, то ρG(�) = 0. Таким образом, мы будем исследовать

величину ρG(n,r,s)(�) именно в случае α < � � |V (G(n, r, s))| = Cr
n. Число независи-

мости графа G(n, r, s) было исследовано в работе [14].
В работах [15, 16] были доказаны следующие оценки.

Т е о р ем а 1. Для графа G(n, r, s) с фиксированными r, s и любой функции � =
= �(n), такой что � > α(G(n, r, s)), выполнено

ρG(n,r,s)(�) � (1 + o(1))
�2

ns

Cs
rr!

2(r − s)!
.

Те о р ем а 2. Для графа G(n, r, s) с фиксированными r, s > 0 и любой функции
� = �(n), такой что nr−1 = o(�), выполнено

ρG(n,r,s)(�) � (1 + o(1))
�2

ns

Cs
rr!

2(r − s)!
.

Обратим внимание, что вместе эти две теоремы дают точную оценку в случае “са-
мых больших” функций � для любых фиксированных r и s. При меньших � верхняя
оценка из теоремы 1 также верна, однако доказательство нижней оценки аналогично
теореме 2 провести пока не удается.
Заметим, что если мы применим для графа G(n, r, s) теорему Турана для ди-

станционных графов (см. [17]), то получим оценку

ρG(n,r,s)(�) � (1 + o(1))
�2

α(G(n, r, s))
.

При r � 2s+ 1 мы знаем (см. [14]), что

nsc(r, s) � α(G(n, r, s)) � nsd(r, s),

где c(r, s) и d(r, s) – константы, зависящие только от r и s.
Таким образом, в случае r � 2s+ 1 порядок верхней и нижней оценок одинаков,

а зазор остается лишь в константу.
Теперь рассмотрим случай r > 2s+ 1. В этом режиме имеем (см. [14])

α(G(n, r, s)) ∼ nr−s−1

(r − s− 1)!
.

Если подставить это число независимости в турановскую оценку, то в знаменателе
будет nr−s−1, а в верхней оценке из теоремы 1 в знаменателе находится ns. Заметим,
что r − s− 1 > s, а значит, между оценками остается зазор по порядку.
В данной статье будет доказана следующая

Т е о р ем а 3. Для графа G(n, r, s) с фиксированными r и s, где r > 2s+1, s > 1,
и любой функции � = �(n), такой что nr−2 = o(�), � = o(nr−1), выполнено

ρG(n,r,s)(�) � (1 + o(1))
�2

ns
c(r, s),

где c(r, s) – константа, зависящая от r и s.
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Получаем, что в случае nr−2 = o(�), � = o(nr−1) и r > 2s + 1 по теореме 3 мы
также доказали, что нижняя и верхняя оценки отличаются лишь в константу раз.

§ 2. Доказательство теоремы 3
Для каждого n возьмем подмножество вершин Wn графа G(n, r, s), такое что

|Wn| = �(n), � = o(nr−1), nr−2 = o(�).
Пронумеруем все s-элементные подмножества Rn = {1, 2, . . . , n} и назовем их

S1, S2, . . . Sm, где m = Cs
n. Для каждого Si определим подмножество вершин нашего

множества Wn, содержащих его:

Ki = {v | Si ⊂ v, v ∈ Wn}.

Данные множества будут пересекаться по вершинам. Но если две вершины наше-
го графа соединены ребром, то они будут одновременно входить ровно в одно из Ki,
так как они имеют ровно s общих элементов. Тогда

ρ(Wn) =

m∑
i=1

ρ(Ki).

Введем обозначение ki = |Ki|. Заметим, что каждая вершина входит ровно в Cs
r

различных Ki, поэтому получаем
m∑
i=1

ki = �Cs
r .

Также для каждой пары множества Si и элемента j (j не входит в Si) возьмем
множество вершин MSi,j нашего подграфа, содержащее все элементы из Si и эле-
мент j одновременно:

MSi,j = {v | v ∈ Wn, (Si ∪ {j}) ⊂ v}.

Обозначим мощности таких подмножеств mSi,j = |MSi,j|.
Также для каждого множества Si обозначим через Mi максимальное по мощно-

сти MSi,j , а сам элемент j будем обозначать через ti. Если существует несколько
максимальных MSi,j , то выбираем любое из них, поэтому ti и Mi задаются одно-
значно. Положим mi = |Mi|.
Назовем индекс i хорошим, если для него выполнено

mi �
2Cs

r − 2

2Cs
r − 1

ki,

а в противном случае будем называть его плохим. Множество хороших индексов
назовем A, а плохих – B:

A =

{
i
∣∣∣ mi �

2Cs
r − 2

2Cs
r − 1

ki

}
, B =

{
i
∣∣∣ mi >

2Cs
r − 2

2Cs
r − 1

ki

}
.

Лемма 1. Для любого хорошего индекса i выполнено

ρ(Ki) � c1(r, s)k
2
i − c2(r, s)n

r−s−2ki.

Док а з а т е л ь с т в о. Разделим наше доказательство на два случая:

mi �
1

r
ki
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и

1

r
ki < mi �

2Cs
r − 2

2Cs
r − 1

ki.

Покажем, что

1

r
<

2Cs
r − 2

2Cs
r − 1

.

Мы рассматриваем r � 6, поэтому 1

r
� 1

6
, при этом

2Cs
r − 2

2Cs
r − 1

= 1− 1

2Cs
r − 1

� 1− 1

2r − 1
� 10

11
.

Получаем, что

2Cs
r − 2

2Cs
r − 1

>
1

r
,

а значит, разделение имеет смысл.

1. Пусть для какого-то i выполнено mi � 1

r
ki. Степень каждой вершины Si ∪

∪{a1, a2, . . . , ar−s} внутри множества вершин Ki не меньше

ki −mSi,a1 −mSi,a2 − . . .−mSi,ar−s � ki − (r − s)mi �
s

r
ki.

Тогда получаем, что

ρ(Ki) �
s

2r
k2i .

2. Пусть для i выполнено

1

r
ki < mi �

2Cs
r − 2

2Cs
r − 1

ki.

Множество вершин Ki можно поделить на два подмножества: Mi и Qi = Ki \ Mi.
Также напомним, что все вершины множества Mi имеют еще какой-то общий эле-
мент j по своему определению, а вершины множества Qi элемент j не содержат.
Возьмем любую вершину v = Si ∪ {a1, a2, . . . , ar−s} ∈ Qi. Заметим, что любая вер-
шина множества Mi, не смежная с v, должна содержать элементы Si, j и еще хотя
бы один элемент из множества {a1, . . . , ar−s}. Тогда таких вершин не более

(r − s)Cr−s−2
n−s−2 � (r − s)nr−s−2.

Таким образом, количество вершин множества Mi, смежных с v, не меньше, чем
mi − (r − s)nr−s−2. Получаем, что

ρ(Ki) � |Qi|(mi − (r − s)nr−s−2) = (ki −mi)(mi − (r − s)nr−s−2) =

= (ki −mi)mi − (r − s)nr−s−2(ki −mi).

Оценим эту разность по частям: ki −mi � r − 1

r
ki, поэтому

(r − s)nr−s−2(ki −mi) �
(r − s)(r − 1)

r
nr−s−2ki.
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Теперь рассмотрим (ki −mi)mi как функцию относительно mi. Это парабола с вет-
вями вниз, а значит, ее минимум на интервале достигается на одном из концов: при
mi =

1

r
ki получаем

r − 1

r2
k2i , а при mi =

2Cs
r − 2

2Cs
r − 1

ki получаем
2Cs

r − 2

(2Cs
r − 1)2

k2i . Обозначим

c1 = min

{
s

2r
,

2Cs
r − 2

(2Cs
r − 1)2

,
r − 1

r2

}
, c2 =

(r − s)(r − 1)

r
.

Таким образом, справедливо неравенство

ρ(Ki) � c1(r, s)k
2
i − c2(r, s)n

r−s−2ki. �

Лемма 2. Справедливо неравенство
m∑
i=1

mi � (Cs
r − 1)�+ o(�).

Док а з а т е л ь с т в о. Каждая вершина множества Wn содержит r элементов,
а значит, входит в x = Cs

r соответствующих Ki и не более чем в x соответству-
ющих Mi. Оценим количество вершин, которые входят во все x множеств Mi, т.е.
вместе с каждым множеством Si содержат и элемент ti, отвечающий ему. Пусть F –
множество таких вершин.
Назовем множество A из s + 1 элементов самостоятельным, если при выборе

любого его s-элементного подмножества Si будет выполнено условие A \ Si = {ti}.
Заметим, что любое s-элементное множество может входить только в одно само-
стоятельное множество. Получаем, что два самостоятельных множества не могут
пересекаться по s элементам. Назовем s-элементное множество интересным, если
оно является подмножеством какого-то самостоятельного множества. Разобьем все
вершины в F на две категории:
1) Вершины, у которых есть не интересное s-элементное подмножество;
2) Вершины, у которых все Cs

r s-элементных подмножеств являются интересными.
Докажем, что вершин первой категории не более nr−2. Пусть вершина первой

категории содержит не интересное множество Si = {a1, . . . , as}. По определению F
она обязательно содержит и элемент ti. Множество элементов a1, . . . , as, ti не яв-
ляется самостоятельным, поэтому у него есть s-элементное подмножество Sj , такое
что tj не принадлежит ему. Снова заметим, что tj также принадлежит выбранной
вершине. Тогда вершин, содержащих a1, . . . , as, не больше, чем количество способов
выбрать остальные r − s − 2 вершины, т.е. Cr−s−2

n−s−2. Учитывая, что всего способов
выбрать изначальное не интересное s-элементное множество не более Cs

n, то всего
вершин первой категории не более

Cs
nC

r−s−2
n−s−2 < nr−2 = o(�).

Теперь оценим количество вершин второй категории. Посчитаем количество вер-
шин второй категории, которые содержат фиксированное Si = {b1, . . . , bs}. По опре-
делению F такая вершина содержит элемент ti, причем множество {b1, . . . , bs, ti} –
самостоятельное. Пусть вершина, помимо элементов b1, . . . , bs, ti, содержит еще эле-
мент q. Обратим внимание на множество Sj = {b1, . . . , bs−1, q}. Наша вершина обя-
зательно должна содержать элемент tj . Опять же множество {b1, . . . , bs−1, q, tj} –
самостоятельное, потому что наша вершина принадлежит второй категории. Заме-
тим, что tj не совпадает с bs и ti, иначе два самостоятельных множества имели
бы s общих элементов. Получаем, что рассматриваемая вершина содержит элемен-
ты b1, . . . , bs, q, ti, tj . Заметим, что при условии r > 2s + 1 и s > 1 выполнено
r − s− 3 > s− 2 � 0, а значит, наша вершина содержит еще хотя бы один элемент.
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Получаем, что таких вершин не больше, чем количество способов выбрать элемент q
(их точно меньше n), однозначно зафиксировать ti и tj и далее добавить r− s− 3 из
оставшихся n− s− 3 элементов. Иными словами, вершин второй категории, содер-
жащих Si, не больше, чем nCr−s−3

n−s−3. Учитывая, что всего число способов выбрать
изначальное s-элементное множество равно Cs

n, то всего вершин второй категории
не более

Cs
nnC

r−s−3
n−s−3 < nr−2 = o(�).

Таким образом, мы доказали, что |F | < 2nr−2.
Обозначим через I(v ∈ Mi) индикатор попадания вершины v в множество Mi.

Тогда

m∑
i=1

mi =

m∑
i=1

∑
v∈Wn

I(v ∈ Mi) =
∑

v∈Wn

m∑
i=1

I(v ∈ Mi) =

=
∑
v∈F

m∑
i=1

I(v ∈ Mi) +
∑

v∈(Wn\F )

m∑
i=1

I(v ∈ Mi) � |F |Cs
r + (�− |F |)(Cs

r − 1) =

= (Cs
r − 1)�+ |F | � (Cs

r − 1)�+ o(�),

что завершает доказательство леммы 2. �
Лемма 3. Справедливо неравенство∑
i∈A

ki >
1

2
�− o(�).

Док а з а т е л ь с т в о. Заметим, что

ki <
2Cs

r − 1

2Cs
r − 2

mi

для плохого элемента i. Тогда∑
i∈B

ki <
2Cs

r − 1

2Cs
r − 2

∑
i∈B

mi,

а по лемме 2 имеем∑
i∈B

mi �
m∑
i=1

mi < (Cs
r − 1) �+ o(�).

Получаем∑
i∈B

ki <
2Cs

r − 1

2Cs
r − 2

(
(Cs

r − 1)�+ o(�)
)
=
(
Cs

r − 1

2

)
� + o(�).

Тогда для хороших элементов имеем

∑
i∈A

ki =

m∑
i=1

ki −
∑
i∈B

ki = Cs
r �−

∑
i∈B

ki > Cs
r� −

((
Cs

r − 1

2

)
�+ o(�)

)
=

1

2
�− o(�),

что завершает доказательство леммы 3. �
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Наконец, мы сможем оценить общее число ребер. Используя лемму 1, получаем

ρ(Wn) =

m∑
i=1

ρ(Ki) �
∑
i∈A

ρ(Ki) �
∑
i∈A

(
c1(r, s)k

2
i − c2(r, s)n

r−s−2ki
)
�

� c1(r, s)
∑
i∈A

k2i − c2(r, s)n
r−s−2Cs

r �.

По неравенству о средних и лемме 3 получаем

∑
i∈A

k2i � 1

|A|

(∑
i∈A

ki

)2

� 1

Cs
n

(∑
i∈A

ki

)2

�

(
1

2
�− o(�)

)2
ns

.

Тогда

ρ(Wn) � c1(r, s)

(
1

2
�− o(�)

)2
ns

− c2(r, s)n
r−s−2Cs

r � =
c1(r, s)

4

�2

ns
+ o

(
�2

ns

)
.

Положим c(r, s) =
c1(r, s)

4
. Утверждение теоремы 3 доказано. �
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Random Structures Algorithms. 2022. Early View Research Article. https://doi.org/10.
1002/rsa.21090

11. Delsarte P. An Algebraic Approach to the Association Schemes of Coding Theory // Philips
Res. Rep. Suppl. 1973. № 10 (97 pp.).

101
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