
ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА И МЕХАНИКА 2023, том 87, № 2, с. 200–210

УДК 532.5.013
ТЕПЛОВАЯ КОНВЕКЦИЯ ДВУХ НЕСМЕШИВАЮЩИХСЯ ЖИДКОСТЕЙ
В ТРЕХМЕРНОМ КАНАЛЕ С ПОЛЕМ СКОРОСТЕЙ СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА

© 2023 г.   В. К. Андреев1,*, Е. Н. Лемешкова1,**
1Институт вычислительного моделирования СО РАН, Красноярск, Россия

*e-mail: andr@icm.krasn.ru
**e-mail: elena_cher@icm.krasn.ru

Поступила в редакцию 28.12.2022 г.
После доработки 01.03.2023 г.

Принята к публикации 01.03.2023 г.

Исследуется трехмерное стационарное течение двух несмешивающихся жидкостей в
слое, ограниченном твердыми параллельными стенками. Верхняя стенка теплоизо-
лирована, а на нижней задано квадратичное по горизонтальным координатам поле
температур. Поля скоростей в жидкостях имеют специальный вид: их горизонталь-
ные компоненты линейны по одноименным координатам. Возникающая сопряжен-
ная краевая задача в рамках модели Обербека–Буссинеска является обратной и ре-
дуцируется к системе десяти интегродифференциальных уравнений. Для малых чи-
сел Марангони (ползущее течение) поставленная задача решена в аналитическом
виде. Нелинейная задача решается тау-методом. Показано, что решение нелиней-
ной задачи с уменьшением числа Марангони аппроксимируется решением задачи о
ползущем течении. Проведен анализ влияния физических и геометрических пара-
метров, а также поведения температуры на подложке, на структуру конвекции в слоях.
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1. Введение. Течения типа Хименца [1] известны как двумерные течения вблизи
критической точки и характеризуются наличием зон с более высокими давлением и
температурой, чем в окружающей области. Такие течения можно наблюдать как в
макромасшатабах (например, использование технологий гидроразрыва пласта в неф-
тедобывающей промышленности), так и в микромасшатабах (например, жидкостные
биочипы в медицине). Изучение характеристик подобных течений необходимо для
оценки технологических параметров, а также для прогнозирования динамики и эво-
люции жидких слоев. Точные решения определяющих уравнений – наиболее эффек-
тивный способ исследования процессов в жидкости, а также получения оценочных
характеристик. В настоящее время представлены решения задач, описывающих тече-
ния типа Хименца в различной геометрии: осесимметричный [2] и трехмерный [3, 4]
аналоги решения Хименца, в том числе для течений в цилиндрической геометрии [5,
6]. Краткий обзор точных решений, близких к решению Хименца, дан в [7].

Исходная идея искать точные решения уравнений Навье–Стокса с линейной зави-
симостью компонент скорости от двух пространственных переменных, по-видимому,
впервые предложена в работе [8]. Было показано, что общая трехмерная система урав-
нений вязкой магнитной гидродинамики редуцируется к замкнутой системе одномер-
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ных уравнений. Аналогичный результат для уравнений газовой динамики был полу-
чен в [9]. В работе [10] изучено решение уравнений Обербека–Буссинеска, описываю-
щее тепловую конвекцию в трехмерном слое. В зависимости от граничных условий
рассмотрены следующие движения: в слое, ограниченном твердыми стенками; твер-
дой стенкой и свободной границей; совместное движение двух и более жидкостей с
общей поверхностью раздела. Задача о ползущем конвективном движении вязкой
теплопроводной жидкости с плоской свободной границей подробно изучена в [11].
В работах [12, 13] рассмотрено двухслойное трехмерное течение жидкостей при малых
числах Марангони, поле скоростей которых имеет специальный вид, а также учтено
полное энергетическое условие.

В настоящей работе рассматривается совместная конвекция двух вязких теплопро-
водных жидкостей в трехмерном слое с твердыми плоскими стенками. Верхняя стенка
теплоизолирована, а на нижней стенке задано нестационарное поле температур. Жид-
кости предполагаются несмешивающимися и на плоской границе раздела между ни-
ми заданы сложные условия сопряжения [14]. Эволюция этой системы описывается
системой уравнений Обербека–Буссинеска в каждой жидкости. Решение указанной
задачи ищется в классе полей скоростей, линейных по двум координатам [15], а поля
температур и давлений – квадратичные функции тех же координат.

2. Постановка задачи. Рассматривается слой , , , заполнен-
ный двумя вязкими несмешивающимися теплопроводными жидкостями. Первая
жидкость занимает слой , а вторая – . Границы слоя ,  –
суть твердые неподвижные стенки, а  – также неподвижная поверхность раздела
между несмешивающимися жидкостями (см. рис. 1). Стационарное течение в слоях
описывается уравнениями Обербека–Буссинеска [16], решения которых ищется в
специальном виде (здесь и далее )

(2.1)

После подстановки (2.1) в систему уравнений Обербека–Буссинеска и анализ ее сов-
местности приходим к выводу, что и  есть квадратичные функции по ,  (ниже они
выписаны в безразмерной форме). В (2.1) , ,  – вектора скорости, моди-
фицированные давления и температуры в слоях. Более специальный случай представ-
ления поля скорости (2.1) для движения одной жидкости рассмотрен в [14, 17], причем
давление зависело лишь от вертикальной координаты и времени. Температура распре-
делена по квадратичному закону (2.1) только на свободных границах слоя  и
вызывала термокапиллярный эффект. Численное решение последней задачи с учетом
общего распределения температуры  в слое  проведено в ста-
тье [18]. Обстоятельный обзор точных решений системы Навье–Стокса с линейной
зависимостью компонент скорости от  и  приведен в [15].

В настоящей работе квадратичная зависимость по  и  температур в (2.1) является
дополнительным предположением. Также предполагается, что поверхностное натя-
жение линейно зависит от температуры этой поверхности 

(2.2)
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Рис. 1. а: Безразмерная вертикальная компонента скорости  в зависимости от  при ,  см,

 см: 1 – , 2 – , 3 – , 4 – ; б: поле скоростей при
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(2.3)

где  – число Марангони,  – число Прандтля,  – характерный градиент темпера-
туры, а  – характерная температура. Для второго слоя  положим

(2.4)

В (2.3), (2.4) , , , ,  – постоянные плотности, кинема-
тические вязкости, динамические вязкости, коэффициенты теплового расширения
жидкости, температуропроводности;  – ускорение силы тяжести. Подставляя
вид решения (2.1) в систему уравнений Обербека–Буссинеска, учитывая (2.3), (2.4),
получим систему нелинейных интегродифференциальных уравнений на неизвестные
функции , , , ,  и постоянных , 
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(2.5)

В уравнениях (2.5) , , ,  для первого слоя  при  и

, , ,  для второго слоя  при . Система (2.5) до-
полняется граничными условиями. На нижней твердой стенке 

(2.6)

т.е. выполнены условия прилипания и задана температура. В безразмерных перемен-
ных температура на нижней стенке есть

где, согласно замене (2.4), , , , , ,
, . Поэтому , , .

Очевидно, что температурное поле на нижней твердой стенке имеет экстремум в точке
, : при  – максимум, а при  – минимум.

Верхняя стенка  предполагается теплоизолированной и на ней также выпол-
няются условия прилипания

(2.7)

На поверхности раздела  имеем [14]

(2.8)

(2.9)

Условия (2.8) являются следствиями непрерывности скорости и температуры на по-
верхности раздела, а также динамического условия для касательных напряжений. При
выводе последних двух соотношений (2.8) учтено равенство (2.2). Условие для нор-
мальных напряжений эквивалентно тому, что поверхность раздела остается плоской.
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Данное предположение может выполняться, например, при действии достаточного
большого капиллярного давления [19]. Непрерывность потоков тепла влечет равен-
ства (2.9). Для полной определенности задачи необходимо поставить еще два условия

(2.10)

означающие вместе с интегральными равенствами (2.6), (2.7) замкнутость течений в
слоях. Заметим, что задача для  при известных ,  и  отделяется.
Их поведение не влияет на поле скоростей. Поэтому далее будет решаться задача для
определения функций , , ,  и постоянных .

Приведем формулы для модифицированных давлений в безразмерном виде

где  – произвольные постоянные.
3. Решение при малых числах Марангони. Предположим, что  и будем искать

решение в виде (считаем, что  при )

В нулевом приближении получим линейную задачу вида (2.5)–(2.10), где .
После некоторых преобразований решение указанной задачи найдется в виде (индекс
“(0)” опущен)
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Вид функций ,  и постоянных ,  будет совпадать с ,  и , ,
соответственно, с заменой  на . Для первого слоя ,  и для
второго слоя , .

Заметим, что  пропорциональны , а  пропорциональны .
Поэтому для радиального нагрева подложки ( ) ,  и

, а в случае, когда  имеем  и .

В случае невесомости  формулы (3.1) существенно упрощаются

(3.2)

Вид функций  и  остается прежним.

На рис. 1, 2 приведены профили безразмерной вертикальной компоненты скорости
 для системы хладагент R134а (фреон) ( )–воздух ( ) [20]. На рис. 1,а

приведены профили безразмерной вертикальной компоненты скорости  в зави-
симости от . Если , то в первом слое возникает возвратное течение (жид-
кость движется в противоположном направлении оси ), а во втором слое течение на-
правлено по оси  ( ) (кривые 1, 2), а если , то направление течений в сло-
ях меняется на противоположное (кривые 3, 4). Кривая 4 соответствует радиальному
нагреву, когда . Видно, что во втором слое течение направлено в про-
тивоположную сторону оси , а в первом слое – в направлении оси , что и изображе-
но на рис. 1,б. Аналогичная ситуация будет иметь место для любого случая. Поэтому
далее будут приведены результаты расчетов только для вертикальной компоненты
скорости, поскольку она дает представление о сформировавшихся течениях в слоях.

На рис. 2 приведены профили безразмерной вертикальной компоненты скорости 
в зависимости от безразмерного параметра  и ускорения силы тяжести . При значении

 и меньше в каждом слое течение направлено по оси . При  во вто-
ром слое течение становится двухвихревым, а с увеличением  течение становится
полностью возвратным. Структура течения в первом слое не изменяется. Кривая 1 на
рис. 2,б соответствует случаю невесомости при радиальном нагреве (см. (3.2)). Видно,
что с ростом  направление течений в слоях меняется на противоположное.

4. Решение общей нелинейной задачи. Для решения общей нелинейной задачи (2.5)–
(2.10) применяется тау-метод, являющийся модификацией метода Галеркина [21].
Произведем замену переменных в первом слое . Тогда задача (2.5)–(2.10) пере-
пишется в виде (штрихи опущены)
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Рис. 2. Безразмерная вертикальная компонента скорости  в зависимости от безразмерного параметра

а: : 1 – , 2 – , 3 –  и б: ускорения силы тяжести : 1 –  м/с2, 2 –  м/с2,

3 –  м/с2, 4 –  м/с2.
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где  – смещенные полиномы Лежандра, ,  – обычные
полиномы Лежандра. Из интегральных условий (4.3), учитывая ортогональность по-

линомов Лежандра  на отрезке [0, 1], получим . Остальные коэффи-

циенты , , , , и постоянные ,  находятся из системы галеркин-
ских приближений

(4.5)

и преобразованных граничных условий (4.2)

(4.6)

В частности, неизвестные постоянные  определяются по известным , , 

и  из уравнений  = 0,  = 0. При выводе системы (4.6) было

учтено, что , . Таким образом уравнения (4.5), (4.6) образуют за-

мкнутую систему алгебраических нелинейных уравнений на коэффициенты , ,

,  и постоянные .
Для решения нелинейной системы уравнений (4.5), (4.6) применялся метод Ньюто-

на. В качестве нулевых приближений для неизвестных коэффициентов , , , 
и постоянных  взяты значения, удовлетворяющие уравнениям (4.5) и условиям (4.6).
В результате для различных нулевых приближений было найдено единственное реше-
ние. Расчеты проводились при , при этом разность полученных при  и

 для  составляет порядка , что говорит о хорошей сходимости -метода
при решении данной краевой задачи. Профили безразмерной вертикальной компо-
ненты скорости , соответствующие найденному решению, в зависимости от чис-
ла Марангони изображены на рис. 3а. Кривая 3 (M = 0.1) практически совпадает с
кривой 3, изображенной на рис. 1а (M = 0), а именно  –

 ≈ 10–5. Аналогичная ситуация будет и для случая невесомости
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Рис. 3. Безразмерная вертикальная компонента скорости  в зависимости от числа Марангони (M) при

а: , ,  м/с2: 1 – M = 10, 2 – M = 1, 3 – M = 0.1; б: , ,  м/с2:
1 – M = 10, 2 – M = 1, 3 – M = 0.1.
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(рис. 3,б). Кривая 3 (M = 0.1) практически совпадает с кривой 1, изображенной на
рис. 2,б (M = 0), а именно  –  ≈ 10–8. То есть, с

уменьшением числа Марангони решение общей нелинейной задачи стремится к ре-
шению модельной задачи о ползущем течении.

Заключение. Задача о стационарном трехмерном двухслойном движении со специ-
альным полем скоростей сведена к сопряженной задаче для системы одномерных ин-
тегродифференциальных уравнений. Полученная задача является обратной относи-
тельно градиентов давлений вдоль горизонтальных координат. Решение линейной за-
дачи (при малых числах Марангони) найдено в аналитическом виде. Нелинейная
задача решена тау-методом. Найденное решение при уменьшении числа Марангони
стремится к решению задачи о ползущем течении. Проведен анализ влияния безраз-
мерных физических и геометрических параметров на структуру течений в слоях.

Работа поддержана Красноярским математическим центром, финансируемым
Минобрнауки РФ в рамках мероприятий по созданию и развитию региональных
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Thermal Cnvection of Two Immiscible Liquids in a 3D Channel 
with a Velocity Field of a Special Type
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The three-dimensional stationary f low of two immiscible liquids in a layer bounded by solid
parallel walls is investigated. The upper wall is thermally insulated, and the lower one has a
temperature field quadratic in horizontal coordinates. Velocity fields in liquids have a special
form: their horizontal components are linear in the coordinates of the same name. The re-
sulting conjugate boundary value problem in the framework of the Oberbeck–Boussinesq
model is inverse and is reduced to a system of ten integro-differential equations. For small
Marangoni numbers (creeping current), the problem is solved analytically. The nonlinear
problem is solved by the tau method. It is shown that the solution of the nonlinear problem
with a decrease in the Marangoni number is approximated by the solution of the creeping
flow problem. The analysis of the influence of physical and geometric parameters, as well as
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the behavior of temperature on the substrate, on the structure of convection in layers is car-
ried out.

Keywords: Oberbeck–Boussinesq equations, thermocapillarity, inverse problem
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