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1. Введение. Волновые движения представляют большой интерес в различных раз-
делах механики сплошной среды [1–4]. Значительные трудности для исследования
представляют нелинейные модели и линейные модели неоднородных сред. Наиболее
изученными являются одномерные нестационарные уравнения, для которых получен
ряд точных решений, составляющих “золотой фонд” теории [3]. Основными метода-
ми построения точных решений является групповой анализ дифференциальных урав-
нений [5, 6], теория солитонов [7, 8] и метод дифференциальных связей [9]. Однако
имеются классические методы, восходящие к Эйлеру, Амперу, Дарбу, позволяющие
иногда находить общие решения уравнений с частными производными [10–12]. На-
помним, что метод Монжа заключается в том, для заданного уравнения с частными
производными второго порядка

нужно найти уравнение первого порядка

такое, что каждое решение последнего уравнения, для любого , является реше-
нием исходного уравнения. Ампер и Дарбу обобщили метод Монжа, предложив до-
полнять исходное уравнение другими уравнениями произвольного порядка так, чтобы
полученная система была совместной. При этом левые части дополнительных уравне-
ний должны быть постоянными на характеристиках исходного уравнения. Подробное
описание этих методов c примерами можно найти в [11, 12].

В данной работе рассматриваются гиперболические уравнения второго порядка с
частными производными
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(1.2)

(1.3)

где  – гладкие функции своих аргументов. Уравнение (1.1) служит для описания
одномерных неустановившихся движений идеального газа [3, 13] и упругопластиче-
ских волн [4, 14]. Уравнение (1.2) используется в теоретической акустике [1, 15], кроме
того, подобное уравнение известно, как уравнение Чаплыгина [3, 13]. Уравнение (1.3)
возникает в результате применения преобразований годографа к уравнениям газовой
динамики [3, 13]. В работах [16–18] найдены группы точечных и нелокальных преоб-
разований, допускаемые этими уравнениями; проведена групповая классификация
уравнений и построены инвариантные решения. С другой стороны, в работах [12, 19],
методом Эйлера–Дарбу, были найдены общие решения линейных уравнений (1.2),
(1.3) для особых функций , .

В работе сначала приводятся преобразования, связывающие уравнения (1.1)–(1.3).
В разд. 2 изучается вопрос о том, когда решения уравнения (1.3) переводятся в реше-
ния уравнения

(1.4)

с помощью дифференциальной подстановки Эйлера

Кроме классического случая  ( ), найдены еще две функции  и
, для которых существуют такие подстановки. Дополнительно получена

функция , не выражающаяся в элементарных функциях, но для которой соответ-
ствующее уравнение (1.3) допускает подстановку Эйлера. Отмечается, что дифферен-
циальная подстановка

переводит решения уравнения

в решения уравнения

для любой гладкой функции . В разд. 3 показано как построить параметрические ре-
шения, зависящие от двух произвольных функций, для уравнения

при любых целых . Кроме того, найдены общие решения уравнений

2. Контактные преобразования и подстановки. Рассмотрим уравнение (1.1) и введем
новую функцию  с помощью дифференциальной замены . В результате полу-
чим уравнение третьего порядка, затем, интегрируя его по , приходим к уравнению
второго порядка

(2.1)

( )=tt xxu s x u

( )= + ,tt xx xu u g x u

, ,f s g

( )s x ( )g x

( )= + ∈v v v ; ,tt xx xAg x A

( ) ( )= +v xs x u r x u

( ) = /g x c x ∈ c = / sing c x
= / shg c x

( )g x

( )=v xs x u

= +
'

tt xx x
s

u u u
s

= −v v v
'

tt xx x
s
s

s

−
 
 
 

= 

4
1 2

n
n

tt x

x

u u u

n

( ) ( )
= + = + ∈ 2 2, ;

sh sintt xx x tt xx x
n nu u u u u u n
x x

v =vx u
x

( )=v v vtt x xxf



178 О. В. КАПЦОВ, Д. О. КАПЦОВ
Последнее уравнение сводится к линейному уравнению Чаплыгина

(2.2)

преобразованием Лежандра

при условии, что гессиан  не равен нулю.
Введем новую независимую переменную . Тогда уравнение (2.2) при-

водится к уравнению Дарбу

(2.3)
где функция  сложной формулой выражается через функцию . Обратный переход
от уравнения (2.3) к уравнению (2.2) выполняется проще.

Для того чтобы найти решения уравнения (2.3), полезно решить следующую задачу:
найти дифференциальные подстановки Эйлера первого порядка

(2.4)
которые переводят решения уравнения (2.3) в решения уравнения (1.4). В результате
подстановки функции  вида (2.4) в (1.4) получаем уравнение третьего порядка

Последнее уравнение должно быть следствием уравнения (1.3). Следовательно, ес-
ли подставить производные , , полученные из (1.3), то левая часть уравнения тре-
тьего порядка должна обратиться в ноль. Подставляя эти производные и собирая по-
добные члены при , имеем следующую систему из трех обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений

(2.5)

Предположим сначала, что функция  постоянна. Тогда третье уравнение системы
удовлетворяется тождественно. Не ограничивая общности, можно считать, что 
или . Пусть сначала  и . Тогда из первого уравнения системы выража-
ем  и подставляем во второе уравнение. В результате получаем обыкновенное диффе-
ренциальное уравнение второго порядка на функцию . Вводим новую функцию

 и приходим к уравнению

Интегрируя один раз последнее уравнение, имеем уравнение первого порядка

(2.6)

Если , то функция  равна

Значит, в этом случае функции  и  имеют вид
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Полагая  и используя обозначение , можно утверждать что преобра-

зование

переводит решения уравнения

(2.7)

в решения уравнения

Данное утверждение хорошо известно [10, 11]. Уравнение (2.5) является частным
случаем уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу. Полагая  и применяя последова-
тельно указанное преобразование, легко найти решение уравнения

(2.8)

зависящее от двух произвольных функций и их производных. Более общие дифферен-
циальные подстановки для уравнения Эйлера–Пуассона–Дарбу изучались в работе [20].

Следует отметить, что при  решениями системы (2.5) являются постоян-
ные функции. Пусть теперь  и . Тогда второе уравнение в системе (2.5) сле-
дует из первого. Это приводит к следующему полезному утверждению.

Дифференциальная подстановка

(2.9)
переводит решения уравнения

в решения уравнения

Пусть теперь постоянная  в уравнении (2.6) не равна нулю. Обозначим величину
 через  и предположим, что . Тогда решение уравнения (10) име-

ет вид

Если же , то решение уравнения (2.6) есть

Отсюда находятся функции  и . Вводя обозначения подобные описанным выше,
можно сформулировать следующую лемму.

Лемма 1. Решения уравнения
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переводятся в решения уравнения

с помощью дифференциальной подстановки

Справедлив также тригонометрический аналог предыдущей леммы.
Лемма 2. Решения уравнения

переводятся в решения уравнения

с помощью дифференциальной подстановки

Теперь предположим, что функция  не является постоянной и . Рассмотрим
сначала случай . В этом случае из первого уравнения системы (2.5) следует, что
функция  – постоянна. При этом система редуцируется к двум уравнениям

где . Интегрируя первое уравнение, имеем  ( ). Тогда из
второго уравнения получаем

(2.10)

В зависимости от знака константы  имеются три типа решений уравнения (2.10):

Здесь , а значения константы  выбраны из соображений удобства. Соответству-
ющие дифференциальные подстановки Эйлера имеют вид

Эти подстановки порождены симметриями соответствующих уравнений (1.3).
Теперь предположим, что функции r и s не постоянные. Тогда из первого и третьего

уравнений системы (2.5) выражаем функцию  и получаем соотношения

(2.11)

Интегрируя последнее соотношение, имеем
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где  – произвольная константа. Подставляя  и  во второе уравнение системы (2.5),
приходим (при ) к уравнению третьего порядка

В общем случае решить это уравнение не удается. Однако при  можно свести
его к уравнению первого порядка. Действительно, при , оно обладает первым
интегралом

Последнее выражение также имеет первый интеграл

где  – функция ошибок. Таким образом, для нахождения функции  необходи-
мо обращать интеграл, который не выражается через элементарные функции. В свою
очередь, функции ,  выражаются через функцию .

3. Построение решений. Рассмотрим сначала уравнение (1.3). Мы хотим перейти от
этого уравнения к уравнениям (1.1) и (1.2). Для этого введем новую независимую пере-
менную  в уравнении (1.3), т.е. положим  = . В результате за-
мены новое уравнение будет иметь вид

Приравнивая к нулю второе слагаемое в правой части последнего уравнения, получа-
ем уравнение на функцию 

Его решение имеет вид

Если взять уравнение Эйлера–Пуассона

то функция замены переменной  задается формулой . Для просто-
ты полагая , , обращая функцию α и подставляя в α′, получаем уравнение

(3.1)

Заметим, что общее решение этого уравнения, для целых , получены Эйлером
([10], задача 55). Приведем решения для некоторых .
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где , . Если , то

где , . Если , то

где , .
С помощью преобразования Лежандра

(3.2)

уравнение (3.1) преобразуется в уравнение

(3.3)

Вводя новую функцию , получаем уравнение

Преобразование Лежандра (3.2) позволяет найти параметрические решения по-
следнего уравнения для всех . В качестве примера рассмотрим уравнение

имеющее решение

где  – произвольные гладкие функции. Используя преобразование Лежандра (3.2),
находим параметрическое решение уравнения (3.3) при n = 1

Тогда параметрическое решение уравнения

задается формулой

здесь  – определитель матрицы , a ,  – полные производные от

функции  по t и y соответственно. Совершенно аналогично находятся параметриче-
ские решения для других уравнений вида (3.3) при целых значениях параметра n.

Используя Лемму 1 можно построить решения уравнения

(3.4)
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Действительно, пусть . Тогда  – общее решение этого
уравнения, где  – произвольные гладкие функции. Значит, функция

удовлетворяет уравнению

Последовательно применяя дифференциальную подстановку, указанную в лемме, по-
лучаем формулу для решения

уравнения

(3.5)

Если взять функцию

то в этом случае функция замены переменной имеет вид

Обратная функция для  не является элементарной, поэтому функция  в соответ-
ствующем уравнении (1.2) не элементарная. Переход от уравнения (1.2) к уравне-
нию (1.1) тоже осуществляется с использованием преобразования Лежандра. Однако
само уравнение (1.1) и его параметрические решения не выражаются с помощью эле-
ментарных функций.

Следует отметить, что уравнение (2.1) обладает двумя промежуточными интеграла-
ми (инвариантами характеристик первого порядка) вида

В частности, уравнение

(3.6)

имеет два промежуточных интеграла

Таким образом, после выбора знака плюс или минус, мы приходим к уравнению с
частными производными первого порядка

любое решение которого удовлетворяет уравнению (3.6). Интегральными поверхно-
стями данного уравнения первого порядка являются специальные развертывающиеся
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поверхности, образованные из прямых. Подробности построения этих поверхностей
можно найти в [21].

Заключение. Применяемые в работе методы можно распространить на другие типы
математических моделей. Прежде всего, следует рассмотреть эллиптические и парабо-
лические уравнения. Особенно интересно развить эти методы для многомерных урав-
нений. Некоторые примеры представлены в [12].

В последние годы появился новый способ построения решений уравнений с част-
ными производными – метод инвариантных подпространств. Подробное описание
этого метода можно найти в [22].

Работа поддержана Красноярским математическим центром, финансируемым Ми-
нобрнауки РФ в рамках мероприятий по созданию и развитию региональных НОМЦ
(Соглашение 075-02-2022-873).
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We consider one-dimensional second order partial differential equations describing waves in
inhomogeneous and nonlinear media. Contact transformations and Euler differential substi-
tution are used to construct general solutions. General and partial solutions of some nonsta-
tionary continuum mechanics models are found.
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