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Рассматривается задача о внутренних стационарных волнах в двухслойной жидкости
с плотностью, экспоненциально зависящей от глубины внутри слоев и имеющей
скачок на поверхности раздела. Выведено нелинейное уравнение второго длинно-
волнового приближения и рассмотрено семейство асимптотических подмоделей,
описывающих уединенные волны конечной амплитуды. Исследованы дисперсион-
ные свойства и режимы распространения волн в зависимости от безразмерных пара-
метров фонового кусочно-постоянного течения.
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Внутренние волны играют важную роль в процессах переноса и трансформации
энергии в стратифицированных потоках в океане [1–3]. Уединенные волны являются
одним из основных объектов при изучении закономерностей распространения лока-
лизованных нелинейных возмущений в диспергирующих неоднородных средах [4–6].
В работе рассматривается двумерная задача об уединенных волнах в двухслойной
жидкости с плотностью, экспоненциально зависящей от глубины внутри слоев и име-
ющей скачок на поверхности раздела. Указанная гидродинамическая постановка яв-
ляется естественным обобщением модели движения расслоенной жидкости с посто-
янными плотностями в слоях. Математическая формулировка данной задачи сводит-
ся к решению нелинейного эллиптического уравнения Дюбрей–Жакотэн–Лонга [7, 8]
для функции тока, дополненного кинематическим и динамическим граничными
условиями на поверхности раздела. Методом возмущений по параметрам слабой стра-
тификации выведено нелинейное уравнение второго длинноволнового приближения,
описывающее уединенные волны конечной амплитуды. Исследованы дисперсион-
ные свойства линеаризованной задачи, дающие условия до- и сверхкритичности
невозмущенного стратифицированного потока. Рассмотрены асимптотические
подмодели, описывающие некоторые предельные режимы распространения нели-
нейных волн [9–12].

1. Постановка задачи. Рассматривается двумерное течение двухслойной жидкости в
области, ограниченной снизу горизонтальным дном  и сверху – непроницае-
мой крышкой  (рис. 1). Течение является установившимся в системе отсчета,
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Рис. 1. Схема движения жидкости.
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связанной с бегущей волной. Стационарные уравнения Эйлера невязкой неоднород-
ной жидкости имеют вид

(1.1)

(1.2)

где  – вектор скорости,  – давление,  – плотность жидкости,  – ускорение си-
лы тяжести. Условия непротекания на ровном дне и крышке имеют вид

(1.3)

На искомой поверхности раздела слоев  должны быть выполнены кинемати-
ческое и динамическое граничные условия

(1.4)

(квадратные скобки здесь означают символ скачка). В невозмущенном потоке, к кото-
рому течение должно стремиться при , граница раздела совпадает с прямой

, вектор скорости кусочно-постоянен:  в -м слое , а про-
филь плотности задается в виде

(1.5)

где  – частота плавучести (частота Брента–Вяйсяля), постоянная внутри -го слоя.
Величины  являются предельными значениями для плотности сверху и снизу
на поверхности раздела.

С введением функции тока  для поля скоростей ,  система уравне-
ний Эйлера (1.1)–(1.2) эквивалентным образом сводится к уравнению Дюбрей-Жако-
тэн–Лонга ([7, 8], см. также [1])

Зависимость плотности жидкости  от функции тока  в -м слое дается формулой
 ( ), а функция Бернулли  имеет вид
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Давление  выражается через функцию  в силу интеграла Бернулли

Таким образом, задача об уединенных волнах в двухслойной жидкости с кусочно-экс-
поненциальной стратификацией заключается в отыскании формы границы разде-
ла  и функции тока  ( ) и  ( ),
удовлетворяющей внутри каждого из слоев нелинейному уравнению

(1.6)

условиям постоянства функции тока на дне, крышке и поверхности раздела, равно-
сильным кинематическим условиям (1.3)–(1.4):

(1.7)

динамическому условию, следующему из условия (1.4) непрерывности давления на
поверхности раздела слоев :

(1.8)

и условию затухания волны на бесконечности

(1.9)

Задача (1.6)–(1.9) допускает первый интеграл, вытекающий из интегрального зако-
на сохранения потока горизонтального импульса

для стационарных уравнений Эйлера (1.1)–(1.2). В терминах функции тока данный за-
кон сохранения имеет вид

(1.10)

где подынтегральные функции  даются формулой

а константа интегрирования , зависящая от параметров основного течения, нахо-
дится из условия (1.9).

2. Безразмерные переменные. Выберем в качестве масштаба для линейных величин
невозмущенную глубину  нижнего слоя, а для функции тока – объемные расходы
жидкости в слоях:

Тогда в нижнем слое безразмерная функция тока должна быть решением краевой
задачи
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(черта в обозначениях безразмерных величин здесь и далее опущена). В верхнем слое
аналогичные уравнения имеют вид

(2.2)

а динамическое граничное условие (1.8) принимает форму

(2.3)

В уравнениях (2.11)–(2.13) присутствуют следующие безразмерные константы.
Спектральными параметрами в рассматриваемой задаче являются плотностные (ден-
симетрические) числа Фруда , нормирующие фазовую скорость волны относитель-
но каждого из слоев, и числа Лонга , характеризующие баланс между силами плаву-
чести и инерции [13]:

(2.4)

где  – приведенные гравитационные ускорения для каждого из сло-
ев. Кусочно-экспоненциальная стратификация (1.5) в невозмущенном течении опре-
деляется тремя независимыми константами

При этом параметры Буссинеска  характеризуют градиенты плотности внутри
каждого из слоев, а величина  – скачок плотности между слоями (в таком качестве в
литературе часто используется также число Атвуда A = ). Все три ве-
личины , ,  являются естественными малыми параметрами в натурных условиях
слабой стратификации. В уравнениях (2.1)–(2.3) в явном виде присутствуют только 
и , однако параметр  играет важную роль, поскольку числа Лонга  и числа Фруда ,
определяемые формулой (2.4), не являются независимыми параметрами – они связа-
ны соотношениями

(2.5)

Кроме того, в задаче имеется геометрический параметр  – отношение толщин
невозмущенных слоев.

Уравнения (2.1)–(2.3) охватывают частные случаи, когда плотность жидкости тож-
дественно постоянна в одном из слоев или сразу в обоих. А именно, случай

 соответствует наличию однородного безвихревого приповерхностного
слоя, а при  однородным является придонный слой. Однако присутствие в
формуле (2.5) отношений малых параметров  и  указывает на возможную не-
равномерность предельного перехода , . Кроме того, наличие скачка
скорости на границе раздела в фоновом течении может вести к развитию сдвиговой
неустойчивости Кельвина–Гельмгольца, причем энергетически наиболее опасными
для разрушения течения являются длинноволновые возмущения. Поток с постоянны-
ми скоростями и плотностями в слоях устойчив к ним при следующем ограничении на
скорости, плотности и толщины слоев [4]:
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3. Дисперсионные свойства. Рассмотрим условия, обеспечивающие свойство сверх-
критичности нелинейных стационарных волн в рассматриваемой системе по отноше-
нию к фазовым скоростям линейных гармонических волн. Линеаризация уравне-
ний (2.1)–(2.3) на невозмущенном кусочно-постоянном течении, описываемом точ-
ным решением

(3.1)

и отыскание решений в виде волновых пакетов  =  и  + 
приводит к спектральной задаче Штурма–Лиувилля для амплитудной функции 
(см. [1, 2]), которая дает в случае закона стратификации (1.5) дисперсионное соотно-
шение

(3.2)

где функция  имеет вид

(3.3)

с вспомогательными волновыми числами

(3.4)

Здесь обозначено  и , и, кроме того, нужно учитывать, что числа Лон-
га  связаны с числами Фруда  формулой (2.5). В силу самосопряженности рас-

сматриваемой спектральной задачи квадрат волнового числа , играющий роль соб-
ственного значения, всегда вещественный. Поэтому корни  уравнения (3.2) могут
быть только вещественными или мнимыми, и в силу четности дисперсионной функ-
ции  по  они образуют симметричные пары на координатных осях комплексной -
плоскости, причем кратным может оказаться только корень . Спектр линейных
гармонических волн образует точки в плоскости пар чисел Фруда , для ко-
торых дисперсионное соотношение (3.2) имеет по крайне мере одну пару веществен-
ных корней . В зависимости от количества пар действительных корней весь спектр
разбивается на счетное множество вложенных друг в друга подобластей, содержащих
спектры отдельных волновых мод. Границы этих областей задаются ветвями кривой,
определяемой уравнением  = 0, или, в развернутой форме,

(3.5)

В пределе при  отсюда получается спектр линейных гармонических волн в
двухслойной жидкости с постоянными плотностями  и  в слоях, который порож-

дается волновыми числами единственной моды и совпадает с кругом . Гра-
ница спектра, задаваемая уравнением (3.5), трансформируется в единичную окруж-
ность неравномерным относительно  образом из-за присутствия в подкоренных
выражениях отношений  и  малых параметров при обратных степенях чисел
Фруда . Указанная неравномерность проявляется в возникновении при 
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спектральных пограничных слоев [14] в окрестности координатных осей  и  плос-
кости , содержащих все спектры старших мод, начиная со второй моды (см.
рис. 2а и рис. 3a). Точки , для которых отсутствуют вещественные корни  дис-
персионного уравнения (3.2), принадлежат сверхкритической области, лежащей вне
непрерывного спектра главной моды линейных гармонических волн.

4. Длинноволновое приближение. В сверхкритической области все корни дисперси-
онного соотношения (3.2) чисто мнимые. Пусть  – наименьший из них по мо-
дулю. Величина , являющаяся минимальным положительным корнем уравнения

 = 0, дает показатель экспоненциального затухания решений типа уеди-

ненных волн:  при . Этот показатель мал для точек 
вблизи границы спектра, поэтому при построении длинноволнового приближения его
удобно связать с малыми параметрами кусочно-экспоненциальной стратификации
(1.5). Учитывая, что параметры Буссинеска  и  независимы друг от друга в разных

слоях, выберем в качестве основного малого параметра величину  и вве-
дем полярный угол  в плоскости , полагая , . Из разложе-
ния дисперсионной функции

следует, что на семействе линий уровня вида  = Mσ (  > 0),
располагающемся вблизи границы спектра главной моды в плоскости  (со сто-
роны сверхкритической области), показатель затухания  имеет порядок  при

. Учитывая это, будем искать решение зависящим от медленной переменной
. При выводе длинноволнового приближения используется асимптотическое

представление функций тока в виде

(4.1)

Коэффициенты  разложения (4.1) находятся в результате интегрирования по-
лучаемой из (2.1), (2.2) рекуррентной последовательности обыкновенных дифферен-
циальных уравнений с независимой переменной , в которые  входит в качестве па-
раметра. В частности, коэффициенты низшего порядка выражаются через функцию 
по формулам

Коэффициент , дающий в нижнем слое  дисперсионную поправку в
длинноволновое приближение (4/1), имеет вид

где обозначено , . Аналогично, в верхнем слое

 коэффициент  имеет вид

1F 2F

1 2( , )F F

1 2( , )F F k

± ε=k i
ε > 0

Δ ε λ σ( ; , ( ), )i F F
−εη | |( ) ~ xx ae → ∞x 1 2= ( , )F F F

σ1 σ2

σ σ + σ2 2
1 2=

ϕ σ σ1 2( , ) σ = ϕ1 cos σ ϕ2 = sin

 λ − λ λ − λΔ λ σ − Δ ε λ σ = + ε + ε + σ ε 
λ λ 

2 2 2 4 2 21 1 2 2
1 22 2

1 2

2 sin 2 2 sin 2(0; , , ) ( ; , , ) ( )
4 sin 4 sin

F i F F F O

Δ λ σ(0; , ( ), )F F = constM
1 2( , )F F

ε σ
σ → 0
ξ σ= x

( )ψ = ψ ξ + σψ ξ + σ =(0) (1) 2( , ) ( , ) ( , ) ( 1,2)j j jx y y y O j

ψ ξ( )( , )m
j y

y ξ
η

λ + λ −ψ = − η ψ = − η
λ + η λ − η

(0) (0)1 2
1 2

1 2

sin (1 ) sin (1 ),
sin (1 ) sin (1 )

y ryy ry r
r

ψ(1)
1 − η1 < <y

ξξ

 α ηψ α η α η − α α + α ηλ  
  α λ − η − α + αη η − η+ ϕ + +  α η α η α η  

(1) 1
1 1 1 1 12

11
22

1 1 1 1
3 2

1 1 1

sin ( )= { ( )ctg ( ) ( )ctg ( )}
sin ( )2

sin ( ) sin ( ) sin ( ) 1 sin ( )(2 3 )cos ,
6 sin ( ) 6 sin ( ) sin ( )

y y y

y y y yy

α λ +1 1( ) = (1 )y y α η λ + η1 1( ) = (1 )
−η 1< <y r ψ(1)

2



192 МАКАРЕНКО и др.
где , . Теперь нужно воспользоваться законом со-
хранения импульса (1.10), записанным в безразмерной форме

(4.2)

где

а постоянная , вычисленная на точном решении (3.1), описывающем кусочно-по-
стоянное течение, имеет вид

Подставляя ряды (4.1) в интегральное соотношение (4.2) и оставляя в нем слагаемые с

точностью до величин порядка , получаем искомое нелинейное дифференци-
альное уравнение второго приближения теории длинных волн для функции :

(4.3)

Здесь функции  и  имеют структуру квазиполиномов
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ты  и  даются формулами
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(4.7)

где амплитуда волны определяется простым корнем  функции , ближай-
шим к точке . Параметрическая область существования уединенных волн дается
той частью плоскости , для которой подкоренное выражение  в (4.7)
остается положительным всюду в интервале между точками  и .

5. Асимптотические подмодели. Дополнительные предположения об относительных
порядках параметров или малости искомой функции в базовом уравнении (4.3) по-
рождают для него семейство приближенных субмоделей. Для малых  уравнение (4.3),
рассматриваемое для медленной независимой переменной , можно предста-
вить в форме

(5.1)

где  с величинами  и  из формул (4.5) и (4.6). Поскольку
 и , имеем  и, согласно определению дисперсионной

функции (3.3), также

Такая связь коэффициента  с дисперсионной функцией  означает, что требование
положительности , необходимое для существования малого решения уравнения (5.1),
равносильно условию сверхкритичности описываемых уединенных волн. Асимптоти-
ка решений уравнения (5.1) существенно зависит также от поведения коэффициента

. Для тех точек , где , растяжение искомой функции 
в (5.1) дает на линиях уровня  ( ), примыкающих к границе спектра

со стороны сверхкритической области, укороченное уравнение вида  = .
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порядок , что согласуется с исходными предположениями при выводе уравнения
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близость точек  к границе спектра нейтрализует наличие малого параметра  при 
в левой части уравнения (5.1) и обеспечивает равномерную пригодность длинновол-
нового приближения при . Аналогичная асимптотическая схема может
быть использована и для описания ветвления уединенных волн старших мод, однако в
таком случае согласно имеющейся картине спектра будет возникать нелинейный ре-
зонанс с периодическими волновыми пакетами главной моды [5]. Эта ситуация требу-
ет дополнительного анализа и не рассматривается в данной статье.

При малых числах Лонга  для функций  и  справедливы приближен-
ные выражения

Поэтому в пределе  уравнение (4.3) принимает форму

(5.2)

Уравнение (5.2) известно как уравнение второго приближения теории длинных
волн для двухслойной жидкости с постоянными плотностями в слоях [3, 15, 16]. Зна-
менатель дроби в правой части (5.2) положителен всюду в интервале , по-
этому положительным в окрестности значения  должен быть и числитель. А это
возможно тогда и только тогда, когда числа Фруда  и  удовлетворяют неравенству

, что является условием сверхкритичности невозмущенного двухслойного
течения. При этом решения типа уединенных волн существуют в случае  <
< , а в качестве предельного режима при  =  получаются решения
типа плавного бора [3].

Для сверхкритических точек , находящихся вблизи узких полос спектра, где вы-
полнено одно из условий  или , параметры  не являются ма-
лыми: . В этих случаях уравнение (4.3) также сильно упрощается в пре-
деле при  без предположений о малости амплитуды волны. В частности, при

 оно принимает предельную форму

(5.3)

Указанное уравнение по форме совпадает с известным уравнением Буссинеска–Рэлея
для поверхностных уединенных волн в нижнем слое однородной жидкости с .
В литературе такую аппроксимацию двухслойного течения иногда называют полуто-
раслойным приближением, поскольку в этом случае влияние верхнего слоя становит-
ся опосредованным. Заметим, что данное приближение согласуется и с уравнением (5.2),
которое в пределе при  также дает уравнение (5.3).

Особый предельный случай возникает в ситуации, когда параметр  имеет одина-
ковый порядок с параметрами Буссинеска . Физически это означает, что малый
скачок плотности в слабом пикноклине сравним с суммарными перепадами плотно-
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чений в океане с экстремально слабой глубоководной стратификацией, подробно рас-
сматривалась в [17, 18], где неравенство (2.6), являющееся условием гиперболичности
уравнений двухслойной мелкой воды [4], использовалось для характеристики пара-
метрических областей устойчивости уединенных внутренних волн. Разрушение тече-
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Рис. 3. Уединенная волна типа впадины для стратифицированного течения с параметрами  =
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Рис. 2. Уединенная волна возвышения главной моды для стратифицированного течения с параметрами
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ния в результате местного усиления сдвига скорости в окрестности вершины волны
наблюдалось в лабораторных экспериментах [19] и для расслоенных течений в океане,
в которых цуги уединенных внутренних волн являются генераторами интенсивного
перемешивания придонных потоков [20].

6. Примеры. Здесь приводятся результаты расчета уединенных волн главной моды,
описываемых нелинейным дифференциальным уравнением (4.3). Рис. 2 иллюстриру-
ет решение в виде одиночной волны возвышения в случае, когда невозмущенная глу-
бина нижнего слоя в пять раз меньше глубины верхнего слоя. Указанный волновой
режим реализуется для пары чисел Фруда  = (1.5, 0.129). Точка  с этими коор-
динатами находится в сверхкритической области непосредственно над спектральным
пограничным слоем вблизи оси абсцисс  (рис. 2,а). На рис. 2,б показаны графики
функций  и , дающих по формуле (4.7) решение уравнения (4.3). Функция 
имеет простой положительный корень , ближайший к точке , кото-
рый дает амплитуду уединенной волны в придонном слое единичной безразмерной
глубины.

Рис. 3 демонстрирует решение уравнения (4.3) в виде волны понижения, когда не-
возмущенная глубина верхнего слоя в пять раз меньше глубины нижнего слоя. Этот
режим получается для чисел Фруда  = (0.138, 1.99), соответствующая ему точка

 находится справа от спектрального пограничного слоя вблизи оси ординат .

1 2( , )F F A
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График функции  на рис. 3,б показывает наличие у нее двух достаточно близ-
ких отрицательных корней  (он определяет амплитуду волны ) и ,
благодаря чему заметна тенденция к уплощению линий тока в центре впадины. Ам-
плитуда данной уединенной волны понижения почти в пять раз превышает невозму-
щенную толщину верхнего слоя.

Заключение. В работе выведено уравнение второго приближения теории стационар-
ных длинных волн для двухслойной жидкости с кусочно-экспоненциальной страти-
фикацией. Полученное уравнение порождает иерархию асимптотических подмоде-
лей, описывающих уединенные волны конечной амплитуды. Базовое приближенное
уравнение (4.3) может использоваться в широком диапазоне параметров стратифика-
ции, включая шельфовые и глубоководные условия океана.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (код
проекта 21-71-20039).

Приложение. Здесь приводятся выражения для коэффициентов в формуле (4.4)
функций  и  из уравнения (4.3). Для функции , зависящей линейно от квадратов

чисел Фруда  и , справедливо представление

где  ( ) – квазиполиномы второй степени по  с
тригонометрическими коэффициентами

Для функции  справедливо представление
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Во всех указанных выше формулах , .
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The problem on internal stationary waves in a two-layer f luid with density, depending expo-
nentially on the depth inside the layers and having a jump at the interface, is considered.
A non-linear equation of the second-order long-wave approximation is derived, and their
asymptotic submodels, describing solitary waves of finite amplitude, are discussed. Disper-
sive properties and wave propagation regimes depending on dimensionless parameters of the
background piecewise constant f low are studied.
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