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1. Постановка задачи. Пусть  – единичная полоса и  =  : ,
 – ее полубесконечная часть (далее – полуполоса). Собственные колебания

плоского однородного изотропного тела , содержащего полуполосу  (рис. 1),
описываются системой дифференциальных уравнений

(1.1)

Здесь  при j = 1, 2,  – декартовы компоненты тензора напряжений, по-
рожденного вектором смещений 

Кроме того,  и  – постоянные Ламе,  – символ Кронекера,  –
спектральный параметр, а  – частота гармонических во времени колебаний и

 – постоянная плотность упругого тела. Граница  разбита на участки  и
, на которых поставлены условия Дирихле (жесткого защемления) и Неймана (сво-

бодного края)

(1.2)

(1.3)

При этом  – единичный вектор внешней нормали и  – вектор нор-
мальных напряжений с декартовыми компонентами
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Рис. 1. Упругие волноводы. Резонатор Θ отделен штрих-пунктирной линией, а защемленные участки изоб-
ражены полужирными линиями.
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Далее рассматриваем две ситуации, с которыми связываем индексы J = 1 и  соот-
ветственно, а именно

В первой ситуации закреплены обе  боковые стороны  = , 
полуполосы , но во второй – только нижняя , расположенная на оси абсцисс.
Множество  называем резонатором упругого волновода , а границу

 – его торцом. Торец может быть полностью свободен от внешних воздей-
ствий (рис. 1,а), но допускается его частичное закрепление (рис. 1,б) вдоль отрезков
на  при  или только на оси абсцисс при J = 2.

Задачи вида (1.1)–(1.3) возникают при изучении явления пограничного слоя около
краев листовой прокладки между параллельными фланцами или цилиндрической на-
кладки на абсолютно жесткий профиль. Установлено [1], что решающую роль при об-
разовании моделей пониженной размерности собственных колебаний упомянутых
объектов играет наличие или отсутствие захваченных упругих волн в волноводе , т.е.
решений задачи (1.1)–(1.3), исчезающих на бесконечности с экспоненциальной ско-
ростью. Возникновение таких волн провоцирует эффект локализации мод собствен-
ных колебаний тонкой трехмерной пластины около ее кромки. Именно поиску захва-
ченных волн и посвящена настоящая статья.

2. Инструментарий спектрального анализа. Вариационная постановка задачи (1.1)–
(1.3) апеллирует к интегральному тождеству [2, 3]

(2.1)

При этом  – натуральное скалярное произведение в пространстве Лебега ,

 – пространство Соболева функций, подчиненных условию Дирихле (1.2), а
 – удвоенная упругая энергия, запасенная телом 

= 2J
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Пространства скалярных и векторных функций не различаем в обозначениях.
Поскольку левая часть формулы (2.1) – положительно определенная замкнутая в

пространстве  билинейная форма, задаче (2.1) (или (1.1)–(1.3) в дифферен-
циальной форме) ставится ([4], гл. 10 § 1) в соответствие положительно определенный

самосопряженный неограниченный оператор A в пространстве . В работе [5] и
далее в разд. 3 установлено, что непрерывным спектром оператора A служит луч

 с точкой отсечки

(2.2)

Не зависящая от продольной координаты  волна имеет вид

(2.3)

Здесь  – орт оси 
Нижняя грань  всего спектра  оператора задачи (2.1) находится согласно мини-

мальному принципу ([4], теорема 10.2.1)

(2.4)

Если случилось, что правая часть соотношения (2.4) строго меньше , то дискрет-
ный спектр , точки которого порождают захваченные волны в теле , непустой и

 – первое (наименьшее) собственное число в нем. Наконец, при наличии в 
нескольких точек все они находятся при помощи максиминимального принципа

(2.5)

При этом  – любое подпространство в  с коразмерностью j – 1; в частно-

сти, , т.е. соотношение (2.5) при  j = 1 превращается в соотношение (2.4).
Более точно, теорема 10.2.2 [4] гарантирует, что в том случае, когда правая часть фор-

мулы (2.5) строго меньше , дискретный спектр  содержит, по крайней мере, точ-
ки  и последняя из указанных принимает вид (2.5).

3. Непрерывный спектр. Проверим формулу (2.2) в ситуации . Теория эллипти-
ческих краевых задач в областях с цилиндрическими выходами на бесконечности (см.

[6] и ([7], гл. 5), ([8], § 3)) показывает, что точкой отсечки  непрерывного спектра

 задачи (1.1)–(1.3) при J = 2 служит наименьшее число , при котором
для какого-то параметра  следующая краевая задача для системы обыкновенных
дифференциальных уравнений имеет нетривиальное решение

(3.1)

(3.2)
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(3.3)
Здесь i – мнимая единица. Задача (3.1)–(3.3) получается из задачи (1.1)–(1.3) в беско-
нечной полосе  при  и  посредством пре-

образования Фурье. Для  нужное решение имеет вид  (ср. фор-
мулы (2.2) и (2.3)).

Убедимся в том, что при  и любом  задача (3.1), (3.3) имеет только
тривиальное решение – этот факт достаточен для справедливости равенства

, так как согласно общим результатам ([7], гл. 5) непрерывный спектр

цилиндрического волновода – связное множество на положительной полуоси .
Обозначим чертой комплексное сопряжение, умножим уравнения (3.1) соответ-

ственно на  и , а затем проинтегрируем по  при учете краевых условий (3.3).
В результате суммирования получим равенство

(3.4)

Последний неотрицательный интеграл далее игнорируем ввиду ненадобности. Алгеб-
раическая формула

при  и неравенство Фридрихса при H = 1

(3.5)

доказывают, что правая часть равенства (3.4) превосходит интеграл

Следовательно,  при .
Формула (2.2) для точки отсечки непрерывного спектра задачи (1.1)–(1.3) в ситуа-

ции J = 2 проверена. Ситуация J = 1, в которой условия Неймана (3.3) заменены усло-
виями Дирихле  и , была разобрана в статье [5] при помощи значи-
тельно более простых выкладок.

4. Достаточное условие существования захваченной волны. В силу минимального
принципа (2.4) дискретный спектр  непустой при условии, что нашлась пробная

вектор-функция , обеспечивающая неравенство

(4.1)

Определим ее следующим образом

Здесь  и потому  при учете условий, наложенных на форму резо-
натора в разд. 1. Согласно формуле (2.2) имеем
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(4.2)

В итоге при учете соотношений (2.2) и (2.3) обнаруживаем, что неравенство (4.1), пре-

вратившееся в оценку , выполнено при малом , если оказалось, что

(4.3)

Для подынтегрального выражения справедливо соотношение

Таким образом, добиться захвата волны путем подбора формы резонатора нетруд-
но: достаточно поместить резонатор  в полуполосу

Последнему требованию удовлетворяют, например, волноводы на рис. 2,г, в случае
J = 1 и на рис. 2,д, в случае J = 2.

Кроме того, в ситуации J = 1 ограничение (4.3) выполнено для волновода на рис. 1,а,
а при симметричном наросте – и на рис. 2,г. В ситуации J = 2 ограничение (4.3) обес-
печено наверняка для волноводов на рис. 2,а, д.

Вместе с тем в общем случае неизвестно, оказывается ли пустым дискретный

спектр при условии . Впрочем, при помощи одномерного неравенства Фри-
дрихса (3.5) можно убедиться в том, что для случая J = 1 волноводы на рис. 1,а, и рис.
2,д, не производят захват волны, если толщина H выступов не превосходит 1/2, а зна-
чит, при любой ширине выемки то же верно и для волновода на рис. 2,в. При J = 2 то
же неравенство (3.5) обеспечивает отсутствие захваченных волн у волновода на рис.
1,б. В то же время следующие разделы предоставят захваченные волны, например, у
волноводов на рис. 2,а,б,д, при определенных значениях геометрических параметров.

5. Еще одно достаточное условие. При J = 1 нетрудно проверить, что

(5.1)

для полуполос со скошенным торцом (рис. 1,а, или рис. 2,а) или с “ласточкиным хво-
стом” (рис. 2,б). В ситуации J = 2 для наростов толщиной H < 1/2 на рис. 1,а, или

рис. 2,а величина  соответственно положительна и отрицательна, а значит, при ка-
ком-то, обязательно нецентральном, положении нароста на рис. 1,г, равенство (5.1)
становится верным. Можно привести и многие другие примеры выполнения введен-
ного ограничения.

При помощи приема [9] убедимся в том, что в случае (5.1) захват волны происходит
при любой форме резонатора. На торце  выберем точку P, в которой косинус

 и компонента  вектора нормали отличны от нуля, а в качестве проб-
ной вектор-функции в минимальном принципе (2.4) возьмем сумму

(5.2)
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Рис. 2. Полуполоса со скошенным торцом (а), и “ласточкиным хвостом” (б). Прямоугольные выемка (в) и
наросты, центральный (г) и боковой (д). Штрих-пунктиром изображена средняя линия.

а

б

в

г

д

в которой  – гладкая функция с носителем в малой окрестности точки P. При учете
выкладок (4.2) получим

(5.3)

Отметим, что  согласно определениям (2.3) и (5.2). После подстанов-
ки соотношений (5.3) в неравенство (4.1) обнаруживаем, что в силу формул (2.2) и (5.1)

члены порядков  и 1 взаимно уничтожаются, т.е. само неравенство принимает вид

Поскольку , выбор точки P позволяет сделать послед-
ний интеграл отрицательным при подходящей функции , и тем самым для достаточ-
но малого  обеспечить неравенство (4.1), гарантирующее существование захва-
ченной волны.

Малое возмущение профиля торца способно нарушить равенство (5.1), причем
придать выражению (4.3) любой знак. При этом достаточно малое возмущение не вы-
водит собственное число из дискретного спектра . Следовательно, найденное усло-
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l

l

h

а

б

вие  наличия захваченной волны является только достаточным и такая волна

может существовать и при . Подробно это наблюдение обсуждается [10] для ска-
лярных задач. Вопрос о наглядном геометрическом условии отсутствия захваченных
упругих волн остается открытым для волноводов любой природы.

Метод Фурье демонстрирует, что уравнение Гельмгольца в полуполосе  с услови-
ями Дирихле на прямом торце  =  и с условиями Дирихле или
Неймана на ее боковых сторонах не имеет захваченных волн. Поскольку касательное

напряжение  не вырождается на торце , приведенные рассуждения обнару-

живают захваченную волну в задаче (1.1)–(1.3) в полуполосе . Этот результат был
получен в работе [5], однако в ней не найдена полная кратность дискретного спектра –
для абсолютного большинства геометрических форм этот вопрос остается открытым
до сих пор. Кроме того, в отличие от скалярных задач осталось неизвестным, возника-
ет или нет в задачах теории упругости пороговый резонанс [11–13].

6. Полуполоса с трещиной. Пусть  – удлиненная полуполоса  =

=  с трещиной  =  (рис. 3, а), где  –
большой положительный параметр и  (случай  обсуждаем в конце

раздела). Исследуя спектр задачи (1.1)–(1.3) при  =  (боковые
стороны защемлены, а берега трещины и торец полуполосы свободны), рассмотрим

вспомогательную задачу: систему уравнений (1.1) в длинном прямоугольнике  =
=  с краевыми условиями

(6.1)

Иными словами, на боковой стороне  прямоугольника 
назначены искусственные условия Дирихле, а краевые условия на остальных сторонах
унаследованы от исходных условий (1.2) и (1.3). Следуя обычной процедуре (см.,

напр., ([14], гл. 16) и ([15], гл. 4)) асимптотику собственных пар  задачи (1.1),
(5.1) ищем в виде

(6.2)

(6.3)
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Рис. 3. Полуполосы с трещинами, краевой (а) и внутренней (б).
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Здесь многоточие заменяет младшие асимптотические члены, не существенные для

предпринимаемого анализа,  – растянутая продольная координата, а осталь-
ные ингредиенты принятых представлений подлежат определению.

Подставим соотношения (6.2) и (6.3) в систему (1.1). Выполнив дифференцирова-

ние, обнаружим, что множители при  взаимно уничтожаются, а обращение в нуль

суммы множителей при  дает обыкновенное дифференциальное уравнение

(6.4)

Снабдив уравнение вытекающими из равенств (6.1) граничными условиями

(6.5)

находим решение

При этом

На очередном шаге процедуры получим задачу

(6.6)

(6.7)

Условие ее разрешимости – ортогональность правых частей собственной функции
 в смысле формулы Грина – сводится к обыкновенному дифференциаль-

ному уравнению

(6.8)

с коэффициентом

(6.9)

Собственные пары этого уравнения, снабженного граничными условиями

(6.10)

имеют вид

(6.11)
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Пусть, как упоминалось, h > 1/2 и

Тогда сумма  попадает на интервал , в котором может нахо-
диться дискретный спектр задачи (1.1)–(1.3) в ситуации J = 1. Это наблюдение дает
возможность обнаружить собственные числа при помощи максиминимального прин-
ципа (2.5).

Зафиксируем натуральное число j в соотношении (2.5) и определим вектор-функ-

ции  с компонентами

(6.12)

Здесь  – собственная функция задачи (6.8), (6.10) из списка (6.11),  – решение за-
дачи (6.6), (6.7), содержащей функцию  и ставшей разрешимой по построению, а

 – срезающая функция, которая нужна для продолжения компонент (6.12) нулем с

прямоугольника  на всю область 

(6.13)

Благодаря нормирующему множителю  выполнены соотношения

Иными словами, вектор-функции  “почти ортонормированы” в простран-

стве  при большом размере , а значит, любое подпространство  из фор-
мулы (2.5) содержит нетривиальную линейную комбинацию

Вычислим дробь Рэлея из максимального принципа (2.5). Имеем

Обозначим через  и ,  матрицы дифференциальных операторов

размером 2 × 2, взятые из системы уравнений (1.1) в прямоугольнике  и краевых

условий (1.3) на его основаниях  = , ,  = ,
. Обработаем члены представления
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Рассмотрим последние два скалярных произведения (t = 0 и t = h) и заметим, что

(6.14)

При  оценка (6.14) обеспечена процедурой построения асимптотики,
точнее структурой граничных условий (6.5) и (6.7), но при  ∪ (–1, 0)

нужно еще учесть дифференцирования срезки , а также соотношение

(6.15)

Таким образом,

Аналогично, уравнения (6.4) и (6.6) обеспечивают неравенства

Как и ранее, разные мажоранты возникли из-за дифференцирования срезки (6.13).
Впрочем, в силу формул (6.12) и (6.15) находим, что

Собрав полученные соотношения, получим

Таким образом, при достаточно большом  и  правая часть неравенства (6.16)
строго меньше точки отсечки (2.2) при J = 1, т.е. согласно максиминимальному прин-
ципу кратность дискретного спектра задачи (1.1)–(1.3) в полуполосе с трещиной

 равна или превосходит выбранное число  j.
Подведем итог: удлинение асимметричной продольной трещины в полуполосе с за-

щемленными боковыми сторонами позволяет добиться любого количества линейно

независимых захваченных волн в волноводе . Асимптотический анализ показывает,

что эти волны концентрируются в прямоугольнике , а именно, они затухают с экс-
поненциальной скоростью в целой полуполосе  и приобретают малые амплитуды в

верхнем прямоугольнике  = ,  с высотой .

Аналогичные указанным конструкции в прямоугольнике  не позволяют обна-

ружить точки дискретного спектра, так как  >  при  и, следо-
вательно, применить максиминимальный принцип не удается. Вместе с тем случай

 по сути не отличается от рассмотренного  и требует лишь замены
 поперечной координаты. По той же причине предъявленный анализ не
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дает результата для симметричной ( ) трещины. Впрочем, для нее выполнено
требование (5.1), а значит, по крайней мере одна захваченная волна существует, одна-
ко осталось непонятным, увеличивается ли их количество при росте длины  тре-

щины .

Точно так же в ситуации J = 2 при ,  приведенные по-

строения в  бесполезны при всяком . Вместе с тем любое заданное наперед
количество захваченных волн появляется в задаче (1.1)–(1.3) при J = 2, если  и
размер  достаточно велик. Этот уже упомянутый в [16] результат получается при по-
мощи максиминимального принципа, примененного к обычным приближенным

конструкциям упругих полей в балке Кирхгофа  с малой относительной толщиной

, у которой (балки) защемлены торцы, а основания свободны от внешних
воздействий (ср. конец разд. 7).

Использование срезки (6.13) означает, что форма левого конца полуполосы  и
краевые условия на нем не играют никакой роли. Кроме того, результаты в целом со-
храняются и для внутренней трещины большой длины на рис. 3, б.

7. Множественность точек дискретного спектра в полуполосе со скошенным торцом.
В ситуации J = 1, т.е. при , рассмотрим задачу (1.1)–(1.3) в вол-

новоде с заостренным концом (рис. 1,а). Пусть резонатор  – длинный (как и ранее,
 – большой положительный параметр) прямоугольный треугольник

(7.1)

При этом угол наклона  – малый параметр. Сформируем вспо-

могательную задачу в треугольнике . На катете , совпадаю-
щем с торцом полуполосы , назначим искусственное условие Дирихле и построим

асимптотику собственных пар полученной задачи теории упругости о балке  пере-
менной толщины , где  – растянутая продольная координата.
Воспользуемся асимптотической процедурой из работы [17], для чего укажем соотно-
шение

(7.2)

и введем новую растянутую координату

(7.3)

Выбор дробного показателя в формуле (7.3) обусловлен следующим наблюдением: по-

рядок  главного члена  =  выражения (7.2) такой же, как у

множителя в равенстве  = .
Примем похожие на выражения (6.2) и (6.3) асимптотические представления для

собственных пар  задачи теории упругости для треугольной балки , закреп-
ленной вдоль нижнего основания
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Подставив эти формулы в систему уравнений (1.1) и краевые условия (1.2) и (1.3) на

длинных катете и гипотенузе треугольника , получим прежнюю, уже решенную, за-
дачу (6.4), (6.5), однако согласно представлению (7.2) и замене координаты (7.3) в пра-
вой части уравнения (6.6) для составляющей  появляется дополнительное слагаемое

Таким образом, условие разрешимости модифицированной задачи (6.6), (6.7) прини-
мает вид уравнения

которое распространим на полуось  и снабдим его граничным условиям

Коэффициент B имеет вид (6.9). Полученная задача Дирихле для уравнения Эйри
(см., например, книгу [18]) имеет дискретный спектр, образующий строго монотон-
ную неограниченную положительную последовательность собственных чисел

(7.4)

Соответствующие собственные функции  затухают на бесконечности с экспонен-
циальной скоростью, а именно

Как и ранее, при большом  сумма  строго меньше точки отсечки 

непрерывного спектра задачи (1.1)–(1.3) в ситуации J = 1. Упомянутое свойство зату-
хания собственных функций  означает, что построенный предложенным в
разд. 5 способом набор пробных вектор-функций  при помощи максимини-
мального принципа (2.3) позволяет обнаружить не менее j точек дискретного спектра
рассматриваемой задачи в случае  и некотором .

Если J = 2 и  – полуполоса с “ласточкиным хвостом” (рис. 2, б), то предыдущие
конструкции в треугольнике

не дают информации о дискретном спектре. Вместе с тем в другом треугольнике

(7.5)

с искусственными условиями Дирихле на меньшем катете и условиями Неймана на
остальной части границы годятся привычные приближения упругих полей в балке
Кирхгофа переменной толщины.

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
−

ξ
   π= ξ + ∂ ξ +   η η   

 
1

2 23
1 2 2sin

2
x xu x v e V e

H H
v

( ) ( )
−  

+ ξ +… η 
 2/3 2

1 2, xV e
H

Θ

1V

( )
( ) ππ− η η η 

2sin
4

x v
H

( ) ( ) ( )π− ξ + ξ ξ = ξ
ξ

2 2

2
    ,

4
d vB v M
d

v

( )−∞ ξ,0

( ) =0 0v

< < < < … < < …→ +∞1 2 30 mM M M M

vm

( ) ( )− ξξ = < πv
3/2 1/2при /3k

m o e k B

 −π + 
2

2/3

4 jM †Λ

…v v1, , j

…1, , jU U

>  j > 0j

Ω

( ) ( )( ){ } ( ) ( )−
− = ∈ − ∈ η = + η   1

1 2 1Θ :  ,0 , 0, при 1 /2x x x H x H

( ) ( )( ){ }−
+ = ∈ − ∈ −   1

1 2 1Θ : ,0 , 1 ,1x x x H x



277УПРУГИЕ ВОЛНЫ, ЗАХВАЧЕННЫЕ ПОЛУБЕСКОНЕЧНОЙ ПОЛОСОЙ
Одномерная модель такой балки имеет вид

(7.6)

(7.7)

Коэффициенты обыкновенного дифференциального уравнения (7.6) вырождаются
в точке  и поэтому граничные условия в ней не нужны (см. ([19], § 28 и § 37) и,
напр., [20]). Вместе с тем задача (7.6), (7.7) имеет полностью дискретный спектр, обра-
зующий последовательность вида (7.4). При этом для собственных чисел задачи в тре-
угольнике (7.5) верна асимптотическая формула (см., например, ([15], гл. 7))

Здесь  и  – положительные величины, а  – средняя относительная толщина

балки . Теперь по прежней схеме при помощи максиминимального принципа (2.3)
проверяем, что увеличение размера  вызывает неограниченное возрастание кратно-
сти дискретного спектра.

В полуполосе с заостренным концом (рис. 1,а), свободном от внешних воздей-
ствий, интерпретация резонатора

как балки Кирхгофа малой относительной толщины также приводит к выводу о нели-
митированном накоплении дискретного спектра при росте параметра .
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We show several geometric conditions of trapping elastic waves by homogeneous isotropic
strip with one or two fixed lateral sides and arbitrarily curved end. Shapes of the resonator
are found that support any given in advance number of linearly independent trapped modes.
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