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Проблема построения разрывных решений с ударными волнами конечной амплиту-
ды в теории пластичности относится к числу нерешенных проблем механики. Основная
причина здесь в том, что до настоящего времени окончательно не решен вопрос о пред-
ставлении деформации среды в виде суперпозиции упругой и пластической составляю-
щих, и поэтому не существует общепринятой геометрически нелинейной модели.

В геометрически линейном приближении полная система соотношений сильного
разрыва для упругопластической среды Прандтля–Рейсса впервые была получена с
помощью вспомогательной гипотезы о максимальной диссипации энергии на фронте
разрыва [1]. Эта гипотеза применялась также к анализу диссипативных разрывов в не-
обратимо сжимаемых упругопластических средах с кусочно-линейными поверхностя-
ми текучести [2, 3]. Ее математически строгим обоснованием послужил метод постро-
ения соотношений сильного разрыва на основе интегрального обобщения вариацион-
ного неравенства, связанного с принципом Мизеса максимума мощности диссипации
энергии [4]. Исследование геометрически линейных моделей упрочняющихся сред
проводилось в [5, 6]. Однако полученные в этих работах выражения для скоростей
волн и уравнения, связывающие скачки скоростей и напряжений, пригодны лишь для
анализа ударных волн малой амплитуды.

Альтернативный метод построения системы уравнений на поверхности разрыва в
теории упруго-пластичности основан на приближении разрывного решения последо-
вательностью решений модели вязкой среды, сглаживающей разрывы, при стремле-
нии коэффициентов вязкости к нулю. Исследования в этом направлении активно ве-
дутся А.Г. Куликовским c соавторами [7–9]. Метод вязкости применялся также к ана-
лизу одномерных движений пластической среды с плоскими волнами при конечных
деформациях [10]. В случае плоского или пространственного напряженно-деформи-
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рованного состояния реализация этого метода наталкивается на непреодолимые тех-
нические трудности.

Как оказалось, построить полную систему соотношений сильного разрыва в гео-
метрически нелинейной теории, исходя только из интегрального обобщения диффе-
ренциальных уравнений модели, в принципе невозможно. Примером служит газовая
динамика, где наряду с условиями для скачков функций на фронте ударной волны,
полученными из интегральных законов сохранения, используется не связанное с ос-
новной системой условие положительности скачка энтропии, имеющее термодина-
мическую природу. Другие такие примеры приведены в работе [7]. Переходные про-
цессы, протекающие на фронте разрыва, приходится рассматривать как самостоя-
тельный объект моделирования. При этом проблема сводится к выбору адекватного
способа построения модели, исходя из правдоподобных физико-механических гипо-
тез или на основе формальных принципов неравновесной термодинамики.

В настоящей работе соотношения на ударных волнах конечной амплитуды анали-
зируются в рамках упрощенной термомеханической модели динамики изотропно
упрочняющейся среды с упругим изменением объема и пластическим формоизмене-
нием с помощью принципа максимального производства энтропии. При отсутствии
упрочнения аналогичный метод анализа применялся в работе [11].

1. Термодинамическое построение модели. Деформация сплошной среды рассматри-
вается относительно неподвижной декартовой системы координат , , . Уравне-
ния движения и уравнение неразрывности в Эйлеровом описании имеют вид:

(1.1)

Здесь  – плотность среды,  – проекции вектора скорости,  – символ Кронекера,
 – гидростатическое давление,  – компоненты девиатора тензора на-

пряжений . Принято правило суммирования по повторяющимся индексам, индекс
после запятой означает частную производную по времени или по пространственной
переменной, точка над символом – полную производную по времени.

Принципы термодинамики – уравнение баланса энергии и неравенство Клаузиуса–
Дюгема, которое устанавливает баланс энтропии и, по существу, служит определением

внутреннего производства энтропии  в элементе среды, записываются в виде:

(1.2)

где  и  – плотности внутренней энергии и полной энтропии,  – проекции вектора
притока тепла,  – абсолютная температура.

Пренебрегая упругим формоизменением при развитых пластических деформациях,
предположим, что термодинамическое состояние элемента полностью определяется
тремя параметрами: плотностью , характеризующей деформацию объема, энтро-
пией  и параметром упрочнения , который в случае изотропного упрочнения среды
считается скалярным и неотрицательным параметром, равным нулю до наступления
пластичности и неизменным в состоянии упругой разгрузки.

Обычно в качестве параметра изотропного упрочнения принимается работа пла-
стической деформации или параметр накопленной пластической деформации Одкви-
ста. Обоснование такого выбора состоит лишь в том, что оба они монотонно возраста-
ют в процессе упрочнения материала. Однако, строго говоря, введение в модель ново-
го параметра состояния должно быть согласовано с принципами термодинамики
необратимых процессов. Поэтому привлекать уравнение эволюции параметра из ме-
ханических соображений, независимо от этих принципов, вообще говоря, некоррект-
но. И в то же время, экспериментальные данные по изучению зависимости, напри-
мер, предела текучести среды от работы пластической деформации или от параметра
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Одквиста, могут быть с успехом использованы при построении функций состояния и
при определении феноменологических коэффициентов модели.

Внутренняя энергия элемента среды  представляет собой функцию со-
стояния, следовательно,

где  – компоненты тензора скоростей пластической де-
формации. С учетом уравнения неразрывности неравенство Клаузиуса–Дюгема пре-
образуется к виду:

В силу независимости термодинамических параметров отсюда следуют система урав-

нений состояния ,  и неравенство внутренней диссипации
энергии

(1.3)

Судя по правой части неравенства (1.3), систему обобщенных термодинамических
сил в рассматриваемом необратимом процессе составляют величины ,  и

, а соответствующие этой системе термодинамические потоки равны ,  и
. Считая обобщенные силы зависящими от потоков и от параметров состояния,

можно определить диссипативную функцию  (параметры со-
стояния ,  и  для краткости опущены).

Представим диссипативную функцию в виде суммы двух независимых слагаемых
 и , первое из которых характеризует процесс производства тепла в

элементе среды за счет пластической деформации, а второе – тепловую диффузию.
Для изотропной среды второе слагаемое может быть найдено в явной форме из закона
теплопроводности Фурье: , где  – коэффициент теплопроводно-
сти. Первое слагаемое является положительно-однородной функцией относительно
потоков  и , так как по определению пластичности при отсутствии вязких эф-
фектов процесс деформации не зависит от масштаба времени. Это в точности означа-
ет, что при  уравнение (1.3) допускает преобразование растяжения времени, и
таким образом

По теореме Эйлера для однородных функций

В силу независимости термодинамических потоков из уравнения (1.3) следует система
определяющих уравнений:

Такие уравнения выполняются в области дифференцируемости функции , однако
из-за однородности она не является дифференцируемой по крайней мере в нуле про-
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странства термодинамических потоков. Предполагая выпуклость  по совокупности
аргументов, систему определяющих уравнений можно представить в обобщенной
форме, допускающей отсутствие производных:

(1.4)

Здесь  обозначает субдифференциал выпуклой функции – множество нормалей
опорных гиперплоскостей к надграфику функции  в данной точке пространства.
Более строго, субдифференциал представляет собой следующее подмножество про-
странства термодинамических сил:

Заметим, что из-за недифференцируемости диссипативных функций в теории пла-
стичности понятие субдифференциала играет исключительно важную роль. Впервые
оно применялось П.П. Мосоловым и В.П. Мясниковым при исследовании модели
жесткопластической среды (см. [11]).

По определению субдифференциала включение (1.4) эквивалентно уравнению

правая часть которого есть преобразование Юнга функции . Можно пока-
зать, что в силу однородности  преобразование Юнга оказывается равным индика-
торной функции

выпуклого и замкнутого множества допустимых состояний в пространстве термоди-
намических сил

Это следует из цепочки легко проверяемых равенств:

Граница множества  описывает поверхность текучести, точки которой отвечают пла-
стическому состоянию упрочняющегося материала.

По свойству инволютивности преобразования Юнга диссипативная функция 
равна преобразованию Юнга индикаторной функции, то есть

Отсюда следует двойственная формулировка системы определяющих уравнений (1.4)
в виде вариационного неравенства:

(1.5)
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Дифференциальные уравнения (1.1), (1.2) совместно с законом теплопроводности
Фурье: , и вариационным неравенством (1.5) составляют замкнутую термо-
механическую модель сжимаемой пластической среды. Так как тензоры с компонен-
тами  и  являются девиаторами (для них выполняется условие ), то не-
равенство (1.5) можно упростить, заменив  на . Для определенности необходимо
задать конкретный вид функции состояния  и множества допустимых состоя-
ний . В случае изотропной среды множество  задается на девиаторной плос-
кости  = 0 при помощи условия пластичности общего вида:

Здесь  – главные значения тензора ,  – предел текучести материала,  – выпук-
лая, неотрицательная и симметричная относительно аргументов функция текучести.
Функция  может быть выбрана неоднозначно, и простейшим вариантом выбора яв-
ляется положительно однородная функция Минковского [4]. Предел текучести  дол-
жен быть вогнутой функцией по , чтобы обеспечить выпуклость множества  в про-
странстве термодинамических сил.

В наиболее общем случае функция текучести представима в виде f =
=  через систему непрерывно-дифференцируемых выпуклых и поло-
жительно однородных функций . Применяя теорему Куна–Таккера, можно
привести (1.5) к системе уравнений ассоциированного закона течения:

где  – множители Лагранжа, равные нулю, если , и неотрицательные, если
. Отсюда в силу теоремы Эйлера для однородных функций:

С учетом полученного уравнения эволюции параметра упрочнения  неравенство
внутренней диссипации энергии (1.3) преобразуется к виду:

и, таким образом, функция  должна удовлетворять следующим условиям тер-
модинамической корректности модели:

В модели линейного упрочнения, когда  + , условия корректно-
сти автоматически выполняются при . Пластическое разупрочнение материала,
которое сопровождается падением предела текучести с ростом пластической дефор-
мации, недопустимо. Условие на вторую производную предела текучести по парамет-
ру  может, по-видимому, нарушаться, но возникающее при этом вариационное нера-
венство относится к теоретически более сложному случаю из-за невыпуклости огра-
ничений на допустимые состояния. Для исследования более широкого круга
термомеханических процессов, включая деформационное разупрочнение материала,
служат модели, учитывающие вязкие эффекты.
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2. Соотношения сильного разрыва. При эйлеровом описании движения приведение
определяющих уравнений к дивергентной форме осуществляется с помощью формулы

которая в силу уравнения неразрывности справедлива для любой дифференцируемой
функции . Дивергентная форма позволяет получить интегральное обобщение
модели на класс решений с ударными волнами.

Считая, что на фронте ударноволнового перехода можно пренебречь влиянием теп-
лопроводности среды, рассмотрим далее адиабатическое приближение модели с .
В этом случае дивергентные аналоги уравнений движения, неразрывности и баланса
энергии принимают следующий вид:

(2.1)

Для давления, плотности, температуры, энтропии и параметров, характеризующих
изотропное упрочнение, по обе стороны фронта волны выполняются уравнения

(2.2)

Вариационное неравенство (1.5), описывающее пластическую деформацию среды,
преобразуется к виду:

(2.3)

Варьируемые функции (термодинамические силы)  и  далее выбираются так, чтобы
удовлетворить условию пластичности:  ≤  и чтобы функции  и

 оставались непрерывно-дифференцируемыми при переходе через фронт разрыва,
на котором температура меняется скачком. Это требование необходимо, чтобы после
умножения обеих частей неравенства (2.3) на неотрицательную гладкую финитную
функцию и интегрирования по пространственно-временной области можно было
корректно применить формулу Грина, сбросив производные по времени и по про-
странственным переменным с разрывных функций на пробные. Такая процедура пре-
образования вариационного неравенства подробно описана в [4].

Интегральное обобщение (2.1) приводит к следующей системе уравнений на фрон-
те разрыва:

(2.4)

Здесь квадратные скобки означают скачок функции:   – односторон-

ние пределы  на фронте), m =  =  – поток массы,  – скорость
движения фронта в направлении вектора нормали ,  =  – нормальная проек-
ция массовой скорости.

Из интегрального обобщения вариационного неравенства (2.3) получим

(2.5)
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в которых , из системы (2.4) выводится уравнение

(2.6)

По формуле конечных приращений Лагранжа

где  – выпуклая комбинация односторонних пределов  с подходящим
значением . Подстановка  в (2.6) с учетом равенства  = 
приводит к уравнению

в котором  – квадратичная относительно скачков пара-
метров состояния часть тепловой энергии. Для  справедливо также выражение

Полученное уравнение позволяет представить неравенство (2.5) в виде:

(2.7)

где  и .
На фронте разрыва односторонние пределы термодинамических сил подчиняются

ограничениям , поэтому  принадлежит множеству  + F–)/2.
Можно показать, что область варьирования , то есть множество

, содержится в . Для этого достаточно представить  в ви-
де суммы:

В этом представлении первое слагаемое принадлежит , так как  ∈

∈ , а второе слагаемое принадлежит , так как  ∈ . Сле-

довательно, .

Расширим в (2.7) область варьирования  до множества  и потребуем вы-
полнения более строгого неравенства, в которое входят только линейные относитель-
но скачков слагаемые:

(2.8)

Заметим, что из (2.7) после подстановки  и  следует условие , ко-
торое играет роль критерия реализуемости разрыва, аналогичного критерию положи-
тельности скачка энтропии на ударных волнах в газовой динамике. И что неравен-
ство (2.8) гарантирует максимальное значение скачка энтропии  на множестве до-

пустимых состояний .
Вариационное неравенство (2.8), совместно с системой уравнений (2.4) и уравне-

ниями состояния (2.2), образует замкнутую математическую модель сильного разрыва
в изотропно упрочняющейся пластической среде. Модель позволяет исследовать
классы разрывных решений при различных условиях пластичности. Из (2.8) в общем
случае вытекает, что движущиеся разрывы возможны, только если в пространстве тер-
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модинамических сил точка  принадлежит границе множества , а  яв-

ляются граничными точками , соответственно. Действительно, если  –
внутренняя точка F0, то в силу произвольности вариации выполняется система урав-
нений:

Полагая за счет поворота осей координат , , получим условие непре-
рывности вектора скорости на фронте. При отсутствии скачка скорости из уравнения
неразрывности и условия  следует, что  и . В данном случае реализу-
ется контактный разрыв, неподвижный относительно среды. На фронте контактного
разрыва непрерывен вектор напряжений, проекциями которого в системе координат,
связанной с фронтом, являются компоненты ,  и . Остальные компоненты
тензора напряжений могут быть разрывными. Допускается также скачок параметра
упрочнения . Разрывы такого рода реализуются, например, на границе раздела двух
сред.

3. Условие пластичности Мизеса. На основе простого тождества [2]:

доказывается, что при условии пластичности Мизеса с функцией текучести

компоненты тензора  на фронте диссипативной ударной волны непрерывны.

Поэтому тензоры напряжений  по обе стороны поверхности разрыва соосны. В ре-
зультате поворота координатной системы к главным осям этих тензоров уравнения (2.4)
преобразуются к виду:

(3.1)

С учетом обозначений  и  вариационное неравенство (2.8)

приводится к эквивалентной задаче минимизации при ограничениях  ли-
нейной функции

причем минимум этой функции достигается, когда  и . Соответствую-
щий лагранжиан

включает в себя множители Лагранжа , удовлетворяющие условиям дополни-

тельности:  = 0. В силу теоремы Куна–Таккера решение задачи мини-
мизации удовлетворяет системе уравнений

, (3.2)
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которая получена из условия минимума лагранжиана с учетом равенства

Анализируя уравнения (3.2), можно показать, что в изотропно упрочняющейся
пластической среде с условием пластичности Мизеса наряду с контактными разрыва-
ми возможны два типа диссипативных ударных волн: продольные волны, распростра-
няющиеся вдоль главных осей, и квазипоперечные волны, направления движения ко-
торых лежат в главных плоскостях тензора напряжений. При пространственной ори-
ентации вектора нормали к фронту относительно главных осей, когда ,
движущиеся разрывы невозможны. В этом случае для всех индексов  выполня-
ются уравнения , из которых следует непрерывность решения.

В общем случае в силу уравнений (3.2) имеют место равенство  и условие не-
прерывности производной  на фронте разрыва. Продольные волны, движущие-
ся вдоль оси  ( , ), описываются системой:

(3.3)

Неравенство в (3.3) (условие положительности множителя Лагранжа) обеспечивает
диссипативность волны. Знак “+” в (3.3) соответствует ударной волне растяжения
( ), знак “–” соответствует волне сжатия ( ). С помощью уравнений (3.1)
и (3.2) выводится уравнение для скачка параметра упрочнения:

Из системы (3.1) с учетом равенств

(3.4)

выводится уравнение ударной адиабаты:

(3.5)

Для скачка плотности на фронтах продольных волн растяжения и сжатия справедлива
формула:

Если нормальный вектор к фронту волны лежит в главной плоскости тензора на-
пряжений и не совпадает с главными направлениями, то реализуется квазипопереч-
ная волна. Пусть, например,  и , тогда из системы (3.2) следует уравне-
ние , которое означает, что в плоскости  для скачков напряжений ре-
ализуется состояние чистого сдвига. Остальные уравнения системы, принимая во

внимание, что  и , можно привести к виду:

τ =τ δ

∂ τ τ
δ

∂τ κ
=



( )
2

jk j jk

jk j
jk

jk

f

≠1 2 3 0n n n
≠j k

σ + σ =[ ] 0j k

+ −λ = λ
∂κ ∂θ/

1x =1 1n = =2 3 0n n

ττ τ τ τ±= = = − σ >
κ κ κ κ κ

31 2 1 1
1

2, , [ ] 0
23

σ >1[ ] 0 σ <1[ ] 0

 
 

∂κη =
ρ ∂θ

2 1[ ]
3

σ = − + κ τ κ σ = − + κ τ κ0 0 0[ ] [ ] [ ] / , /j j j jp p

 
  

κ η= − +
ρ ∂κ ∂θ

0
0 [ ]1[ ]

/
U p

κ= − 
  ±
ρ

2 2[ ]1 [ ]
3

m p

≠1 3 0n n =2 0n
σ + σ =1 3[ ] 0 1 3,x x

σ = − σ3 1[ ] [ ] + =2 2
1 2 1n n

ττ ∂κ+ σ = λ − + σ = λ η = λ
κ κ ∂θ

2 2 231
1 1 3 1

2 2(1 )[ ] , (1 )[ ] , [ ]
3 3

n n m



263К ТЕОРИИ УДАРНЫХ ВОЛН
Отсюда в силу условия пластичности выполняются равенства

(3.6)

Из уравнения  с привлечением (3.4) и (3.6) выводятся формулы для скач-
ков давления и напряжений:

Для скачков плотности и параметра упрочнения справедливы формулы

Уравнение баланса энергии для квазипоперечных волн приводится к уравнению удар-
ной адиабаты (3.5).

При  квазипоперечная волна превращается в поперечную волну, на фронте
которой давление и плотность непрерывны. Разрывны напряжения и параметр упроч-
нения.

Заметим, что в случае постоянного предела текучести из вышеперечисленных дис-
сипативных разрывов допускаются только продольные ударные волны, на которых
непрерывен девиатор тензора напряжений, а давление и плотность среды разрывны.

Для детального анализа соотношений сильного разрыва в изотропно упрочняю-
щейся пластической среде необходимо построить уравнение состояния материала и
зависимость предела текучести от параметров состояния на основе имеющихся экспе-
риментальных данных (см. [13, 14]).

Работа поддержана Красноярским математическим центром, финансируемым
Минобрнауки РФ в рамках мероприятий по созданию и развитию региональных
НОМЦ (Соглашение 075-02-2023-912).
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On the Theory of Shock Waves in Isotropic Hardening Plastic Media

V. M. Sadovskiia,#
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Based on the thermomechanical model of plastic deformation of an elastically compressible
isotropic hardening medium, the system of relations for describing plastic shock waves of fi-
nite amplitude is obtained, which satisfies the maximum entropy production principle at the
front of strong discontinuity. A classification of admissible shock-wave transitions is per-
formed within the framework of the model of isotropic hardening under the von Mises plas-
ticity condition.

Keywords: plasticity, hardening, variational inequality, strong discontinuity
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