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На основе данных о составах и температурах плавления двух- и трехкомпонентных
эвтектик, сформирована пространственная модель фазового комплекса трехкомпо-

нентной системы  в программе КОМПАС 3D. Модель построена
в координатах “состав–температура”, в основании которого лежит треугольник со-
ставов системы, по оси аппликата отложена температура в диапазоне 500–800°С.
Структура модели предполагает использование понятия “базовый геометрический
элемент фазовой области” для понимания геометрического строения простран-
ственной диаграммы, где каждая фазовая область является локальным объемом с
ограниченными поверхностями. На основе модели получены изотермы поверхности
ликвидуса, изотермические и политермические сечения, рассчитан материальный
баланс равновесных фаз для произвольно выбранных фигуративных точек системы.
Показана возможность расчета материального баланса произвольно выбранной фи-
гуративной точки равновесно сосуществующих фаз при заданной температуре и в
интервале температур, основываясь на геометрии построенной 3D модели исследуе-
мой системы. Соотношения равновесных фаз рассчитаны с использованием уравне-
ний математических матриц. 3D модели многокомпонентных систем (МКС), по-
строенные на основе информации об элементах меньшей мерности, позволяют
определить принадлежность нонвариантного состава к соответствующему симплек-
су без проведения эксперимента. При исследовании поверхности ликвидуса много-
компонентной системы, ограничиваются выявлением нонвариантных составов,
кристаллизующиеся при более низких температурах, чем исходные ингредиенты.
Однако, для многих технологических процессов необходим интервал температур.
Наличие 3D модели и T–x–y диаграммы состояния МКС позволяет с помощью изо-
термических и политермических сечений выбрать заданный интервал температур.
Предлагаемый подход в отличие от традиционных методов проще и нагляднее, что
делает возможным его широкое применение в физико-химическом анализе МКС.
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ВВЕДЕНИЕ

Одним из направлений современного материаловедения является исследование
фазовых равновесий многокомпонентных систем (МКС), с целью дальнейшей разра-
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Рис. 1. Проекция 3D модели фазового комплекса системы 
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ботки материалов с регламентируемыми свойствами. Энергоемкие солевые эвтекти-
ческие смеси востребованы в возобновляемой энергетике, их используют в качестве
теплонакопителей и теплоносителей в устройствах, аккумулирующих тепловую энергию,
в ядерной энергетике, для поддержания температурного режима химических процес-
сов [1–7]. Основой подбора солевых смесей для химико-технологических процессов
являются диаграммы состояния. При исследовании МКС наряду с эксперименталь-
ными методами применяются расчетные методы, пакеты программ, позволяющие
ограничить область проведения эксперимента [8–11]. В последние годы используют
компьютерное моделирование, позволяющее оптимизировать планирование экспе-
римента, формировать изотермические, политермические сечения, выполнять вирту-
альный эксперимент с прогнозом температур фазовых переходов и фазового состава
произвольно выбранной фигуративной точки системы [12–19].

Целью настоящей работы является моделирование фазового комплекса трехкомпо-

нентной системы  в программе КОМПАС 3D в координатах “состав–
температура” на базе данных о составах и температурах кристаллизации двух- и трех-
компонентных эвтектик.

2
4K ||F ,Br ,MoO  + − − −
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Рис. 2. Локальные объемы пространственных областей фазового комплекса системы 
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РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Данные о нонвариантных составах двух- и трехкомпонентной систем послужили
основой для построения 3D компьютерной модели трехкомпонентной системы

 в программе КОМПАС 3D [15]:

 [20]. Эвтектика при 580°С и 40 мол. % фторида калия;

 [21]. В системе образуется конгруэнтное соединение  c тем-
пературой плавления 754°C, эвтектическим точкам отвечают составы 29 и 57 мол. %
молибдата калия, плавящиеся при 722 и 745°С, соответственно;

 [22]. Эвтектика при 625°С и 35 мол. % молибдата калия.
 [23]. Эвтектика при 574°С и 50 мол. % бромида калия.

 [23]. Эвтектика Е1 при 556°С и 35 мол. % фторида калия, 53 мол. %
бромида калия, 12 мол. % молибдата калия. Эвтектика Е2 при 568°С и 23 мол. % фтори-
да калия, 50 мол. % бромида калия, 27 мол. % молибдата калия.

Диаграмма построена в координатах “состав–температура”, в основании лежит
треугольник составов системы, по оси аппликата откладывается температура в диапа-
зоне 500–800°С (рис. 1). Модель представляет собой совокупность точек, линий и по-
верхностей, которые предопределяются исходя из базовых геометрических элементов
фазовых областей (табл. 1). Эти области выявлены из проекции поверхности ликвиду-
са системы  в соответствии с методикой предложенной [16, 24, 25].
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Таблица 1. Базовые и дополнительные геометрические элементы модели фазового комплекса

системы 

Фазовая 
область

Число 
равновесных 

фаз, Ф

Степень
свободы, С:

С = К-Ф + 1 =
= 4-Ф

Базовые 
геометрические 

элементы
фазовой области

Дополнительные 
геометрические 

элементы 
фазовой области

1 2 3 4 5

ж + K2MoO4 2 2

Две поверхности:
(K2MoO4-е 625-Е 

568-е 745- 
K2MoO4),

вторая вырождена 
в отрезок

Две линейчатые 
поверхности, 
две плоские 

боковые грани

ж + KF 2 2

Две поверхности:
(KF-е 722-Е 556-е 

580-KF),
вторая вырождена 

в отрезок

Две линейчатые 
поверхности, 
две плоские

боковые грани

ж + KBr
(две области) 2 2

Две поверхности:
(KBr-е 625-Е 568-е 

574-E 556-e 
580-KBr),

вторая вырождена 
в отрезок

Две линейчатые 
поверхности, 
две плоские 

боковые грани

ж + K3FMoO4
(две области) 2 2

Две поверхности:
(K3FMoO4-е 745-Е 
568-е 574-E 556-e 
722-K3FMoO4),

вторая вырождена
в отрезок

Две линейчатые 
поверхности, 
две плоские 

боковые грани

ж + KF + KBr 3 1

Три линии:
одна линия 

е 580–Е 556, 
две вырождены 

в отрезки

Три линейчатые 
поверхности, 

нижняя плоская грань

ж + KBr + 
+ K3FMoO4

3 1

Три линии:
одна линия 
е 574–Е 556,

 две вырождены
в отрезки

Три линейчатые 
поверхности, 

нижняя плоская грань

ж + KBr + 
+ K3FMoO4

3 1

Три линии:
одна линия 
е 574–Е 568, 

две вырождены 
в отрезки

Три линейчатые 
поверхности, 

нижняя плоская грань

ж + KBr +
+ K2MoO4

3 1

Три линии:
одна линия 

е 625–Е 568, 
две вырождены 

в отрезки

Три линейчатые 
поверхности, 

нижняя плоская грань

ж + K2MoO4 +
+ K3FMoO4

3 1

Три линии:
одна линия 
е 745–Е 568, 

две вырождены 
в отрезки

Три линейчатые 
поверхности,

нижняя плоская грань

2
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Каждая фазовая область является, по сути, локальным объемом, ограниченным по-
верхностями (рис. 2). Фазовая область характеризуется своим фазовым состоянием.
Модель предоставляет наглядную информацию о фазовом комплексе системы в объе-
ме. Сечением элементов модели горизонтальной плоскостью с заданной координатой
аппликаты получают изотермический разрез. Совокупность изотермических линий
поверхности ликвидуса, спроецированных на треугольник составов (рис. 3), дает
представление о крутизне поверхности и градиенте температур начала кристаллиза-
ции в системе.

Анализируя изотермические сечения системы, выявленные с помощью 3D модели
(рис. 4), можно заключить, что при понижении температуры уменьшается область
жидкости, и увеличиваются двухфазные, а затем и трехфазные области. Конноды-от-
резки характеризуют своими вершинами составы равновесных сосуществующих фаз в
двухфазных областях, трехфазные области с фазами постоянного состава представля-
ют собой треугольники.

Сечением модели вертикальными плоскостями выявлены политермические разрезы,
фиксирующие направления на трехкомпонентные эвтектики  и  (рис. 5).

Осуществлен расчет материального баланса равновесных фаз для смеси δ в диапа-
зоне температур 500–800°С с использованием 3D модели геометрическим методом.
Состав смеси δ, мол. %: KF – 21, K2MoO4 – 49, KBr – 30. Результаты расчета сведены в
табл. 2.

Температуры фазовых переходов определены геометрическим способом при пере-
сечении вертикального луча имеющем (х, у) координаты, отвечающие составу смеси δ
с границами пространственных фазовых областей 3D модели фазовой диаграммы

 556E  568E
ж + KF +
+ K3FMoO4

3 1

Три линии:
одна линия 

е 722–Е 556, 
две вырождены 

в отрезки

Три линейчатые 
поверхности, 

нижняя плоская грань

KF + KBr + 
+ K3FMoO4

3 1
Три линии, 

вырожденные 
в отрезки

Три линейчатые 
поверхности, нижняя 

и верхняя плоские грани

K2MoO4 + KBr + 
+ K3FMoO4

3 1
Три линии, 

вырожденные 
в отрезки

Три линейчатые 
поверхности, нижняя 

и верхняя плоские грани

ж = KF + KBr + 
+ K3FMoO4

4 0

Четыре точки:
одна Е 556, 

три образуют 
вершины 

треугольника

Плоскость 
треугольника

ж = K2MoO4 + 
+ KBr + K3FMoO4

4 0

Четыре точки:
одна Е 568, 

три образуют 
вершины 

треугольника

Плоскость 
треугольника

Фазовая 
область

Число 
равновесных 

фаз, Ф

Степень
свободы, С:

С = К-Ф + 1 =
= 4-Ф

Базовые 
геометрические 

элементы
фазовой области

Дополнительные 
геометрические 

элементы 
фазовой области

1 2 3 4 5

Таблица 1.  Окончание
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Рис. 3. Изотермы поверхности ликвидуса системы 
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(рис. 1). Каждый температурный отрезок внутри фазовой области разбит на два участ-
ка (табл. 2).

Используя принцип треугольника Розебома, выявлены геометрически координаты
вершин коннодной фигуры. Для двухфазной области это коннода-отрезок, например,
отрезок δ2a–δ2 на рис. 6 для смеси δ, а для трехфазной области – это коннода-тре-
угольник δ4a–δ4b–δ4c на рис. 7. Координаты этих точек соответствуют составу равно-
весных сосуществующих фаз, области которых примыкают к точкам. Таким образом,
определены соотношения компонентов в фазе (табл. 2). Соотношения равновесных
фаз рассчитаны, используя уравнение математических матриц:

(1)

где:

 – матрица соотношения равновесных фаз жидкости, твер-
дых фаз молибдата калия и соединения фторида-молибдата калия для смеси δ в фигу-
ративной точке δi, где i характеризует температуру (табл. 2, первый столбец);

 – мольное процентное содержание компонентов KF (α), K2MoO4 (β)
и KBr (γ) в фигуративной точке δi;

( ) ( )
1

2 4{Ж} {K MoO '} ,'{ '}
ia ia ia

i i i i i i ib ib ib

ic ic ic

D

−
δ δ δ

δ δ δ δ δ δ δ δ δ

δ δ δ

α β γ 
 = α β γ × α β γ
  α β γ 

( )2 4{Ж} {K MoO } { }i i iDδ δ δ

( )' ' 'i i iδ δ δα β γ
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Рис. 4. Изотермические сечения системы 
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 – обратная матрица преобразования, содержащая эквивалентные

доли компонентов KF, K2MoO4 и KBr в точках δia, δib и δiс – точечных базисах равно-
весных фаз жидкости, твердых фаз молибдата калия и соединения фторида-молибдата
калия.

Далее выявлен абсолютный состав равновесных фаз в пересчете на всю смесь как
произведение относительного состава на содержание фазы в смеси (табл. 2, последние
3 столбца).

На основании абсолютного состава фаз построена диаграмма материального балан-
са сосуществующих фаз в диапазоне температур 500–800°С (рис. 8). Она построена,
опираясь на принцип непрерывного изменения свойств внутри фазовой области, т.е.
реализовано плавное соединение составов равновесных фаз сплайн-линией.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Планирование эксперимента при определении фазовых равновесных состояний
в МКС связано с построением древ фаз и древ кристаллизаций. Древа фаз формиру-

1
ia ia ia

ib ib ib

ic ic ic

−
δ δ δ

δ δ δ

δ δ δ

α β γ 
 α β γ
  α β γ 
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Рис. 5. Политермические сечения системы 
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ются теоретическими расчетами по выявлению стабильного секущего комплекса си-
стемы и экспериментальному подтверждению рентгенофазовым анализом их право-
мерности. Для построения древа кристаллизаций в каждом симплексе комплексным
дифференциальным термическим анализом исследуют по одному равномассовому
составу, и сравнением температур исчезновения жидкой фазы определяю принадлеж-
ность нонвариантного состава к соответствующему симплексу. Наличие компьютер-
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Таблица 2. Составы равновесных фаз для смеси δ системы 

№ t, °C Равновесная 
фаза

То
чк

а 
на

 д
иа

гр
ам

м
е

С
од

ер
ж

ан
ие

 ф
аз

ы
 

в 
об

ра
зц

е,
 м

ол
. % Соотношение 

компонентов в фазе, 
мол. %

Абсолютное состав фазы 
относительно смеси, мол. %

KF 
(α)

K2MoO4 
(β)

KBr 
(γ)

KF
(α)

K2MoO4 
(β)

KBr 
(γ)

0 800 Ж δ0 100 21 49 30 21 49 30

1 717.5
Ж (a) δ1 100 21 49 30 21 49 30

K2MoO4 (b) δ1b 0 0 100 0 0 0 0

2 660
Ж (a) δ2a 84.3 24.92 39.48 35.6 21.00756 33.28164 30.0108

K2MoO4 (b) δ2b 15.7 0 100 0 0 15.7 0

3 609.7

Ж (a) δ3a 76.6 27.29 33.56 39.15 20.90414 25.70696 29.9889

K2MoO4 (b) δ3b 23.4 0 100 0 0 23.4 0

D (c) δ3c 0 50 50 0 0 0 0

4 590

Ж (a) δ4a 67.7 25.19 30.51 44.3 17.05363 20.65527 29.9911

K2MoO4 (b) δ4b 24.4 0 100 0 0 24.4 0

D (c) δ4c 7.9 50 50 0 3.95 3.95 0

5 568

Ж (a) δ5a 60 23 27 50 13.8 16.2 30

K2MoO4 (b) δ5b 25.6 0 100 0 0 25.6 0

D (c) δ5c 14.4 50 50 0 7.2 7.2 0

5' 568

K2MoO4 (b) δ5'b 28 0 100 0 0 28 0

D (c) δ5'c 42 50 50 0 21 21 0

KBr (d) δ5'd 30 0 0 100 0 0 30

6 530

K2MoO4 (b) δ6b 28 0 100 0 0 28 0

D (c) δ6c 42 50 50 0 21 21 0

KBr (d) δ6d 30 0 0 100 0 0 30

2
4K ||F ,Br ,MoO+ − − −
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Рис. 6. Изотермические сечения системы KF–KBr–K2MoO4 при температуре 660°С.
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Рис. 7. Изотермические сечения системы KF–KBr–K2MoO4 при температуре 590°С.
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ной 3D модели фазового комплекса МКС с соединениями позволяет на основе анали-
за информации о системах меньшей мерности оптимизировать эксперимент, т.е. поз-
воляет прогнозировать характер, наличие, принадлежность нонвариантного состава к
соответствующему симплексу, моделировать политермические и изотермические раз-
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Рис. 8. Диаграмма материального баланса сосуществующих фаз для состава δ системы 
полученная на основании 3D модели.
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резы, а диаграмма материального баланса позволяет выявить составы равновесных
фаз в заданном температурном диапазоне.
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ISOTHERMAL AND POLYTHERMAL SECTIONS

OF THE SYSTEM 

Z. N. Verdieva1, A. V. Burlakov2, A. B. Alkhasov1, N. N. Verdiev1, 3, I. M. Kondratyuk2

1Institute of Problems of Geothermy and Renewable Energy – branch of the Joint Institute 
of High Temperatures of the RAS, Makhachkala, Russia

2Samara State Technical University, Samara, Russia
3Dagestan State University, Makhachkala, Russia

Based on the data on the compositions and melting temperatures of two- and three-compo-
nent eutectics, a spatial model of the phase complex of the three-component system

 was formed in the COMPASS 3D program. The model is constructed
in composition–temperature coordinates and represents a set of points, lines and surfaces
describing phase transformations in the system. The model makes it possible to distinguish
isothermal and polythermal sections, which is especially important for a visual representa-
tion of phase transformations. The model is a skeleton of compositions, which is based on a
triangle of system compositions, the temperature in the range of 500–800°C is deposited
along the axis of the application. The structure of the model assumes the use of the concept
of “basic geometric element of the phase domain”, which is the basic one when constructing
the model. The use of such a basic element makes it possible to better understand the geo-
metric structure of the spatial diagram, where each phase region is a local volume with
bounded surfaces. Based on the model, the liquidus surface isotherms, isothermal and poly-
thermal sections are obtained, the material balance of equilibrium phases for arbitrarily se-
lected figurative points of the system is calculated. It is shown that it is possible to calculate
the material balance of an arbitrarily selected figurative point of equilibrium coexisting
phases at an arbitrarily set temperature, or in a temperature range, based on the geometry of
the constructed 3D model of the system under study. The equilibrium phase ratios are calcu-
lated using mathematical matrix equations. 3D models of multicomponent systems (ISS),
built on the basis of information about elements of smaller dimensionality, allow us to deter-
mine whether a non-invariant composition belongs to the corresponding simplex without
conducting an experiment. In the experimental study of the liquidus surface of a multicom-
ponent system, it is often limited to identifying the characteristics of non-invariant composi-
tions that crystallize at lower temperatures than the initial ingredients. However, many tech-
nological processes require information about the behavior of the system in the temperature
range. The presence of a 3D model, a T–x–y diagram of the ISS state allows using isother-
mal and polythermal sections to select and analyze phase transformations in a given tem-
perature range. It should be noted that the construction of the diagram is a relatively time-
consuming process, however, the advantages of its use are undeniable and, unlike traditional
methods, obtaining information with its help is easier and clearer, which makes it possible to
widely use it in the physico-chemical analysis of the ISS and the analysis of technological
processes.

Keywords: eutectic, isothermal and polythermal sections, phase equilibria, melt
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