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Метод компьютерной томографии, являясь неразрушающим методом искусственного интеллекта,
позволяет восстанавливать внутреннюю морфологическую структуру объектов по набору зареги-
стрированных под разными углами проекций. Объект зондируется рентгеновским излучением, ко-
торое при прохождении через него ослабляется. Ослабленное излучение регистрируется позицион-
но чувствительным детектором. Время экспозиции является важным параметром измерительной
системы и наряду с поглощающими свойствами самого образца определяет вероятностные характе-
ристики регистрируемых величин. Статистическая модель формирования сигнала в ячейке детек-
тора базируется на распределении Пуассона, поэтому, чем меньше значение регистрируемого сиг-
нала, тем больше его дисперсия, т.е. значения гетероскедастичны. Гетероскедастичность порождает
на восстановленных изображениях искажения, которые мешают правильной интерпретации полу-
чаемых результатов. В данной работе предлагается метод реконструкции, базирующийся на алгеб-
раическом подходе, основная идея которого состоит в добавлении матрицы “доверия” в решаемую
систему линейных алгебраических уравнений (СЛАУ). Матрица рассчитывается на основе резуль-
татов анализа дисперсии зарегистрированных сигналов. Выписан шаг градиентного метода опти-
мизации, используемого для решения СЛАУ. Результаты экспериментов на синтетических данных
показывают увеличение точности реконструкции при учете гетероскедастичности.
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ВВЕДЕНИЕ
Рентгеновская томография – это метод вос-

становления внутренней морфологической
структуры объекта по набору его рентгеновских
изображений (проекций) (Withers et al., 2021;
Arlazarov et al., 2021). Современные томографиче-
ские комплексы востребованы во многих обла-
стях человеческой жизни, начиная с медицины,
где в отделениях кардиологии изучаются пробле-
мы самой важной для человека динамической си-
стемы (Sartini et al., 2017), и заканчивая исследо-
ваниями динамики поведения наноматериалов,
применяемых для создания новейших возобнов-

ляемых источников энергии (Pietsch, Wood, 2017).
Для реконструкции изображений из собранных
томографами проекций применяются разные
группы методов, различающиеся по быстродей-
ствию (Agulleiro, Fernandez, 2011; Saha et al., 2012),
требованиям к используемым вычислительным
ресурсам (Inoue, 2016), устойчивостью к наличию
шума в проекциях (Balasubramani, 2021). По су-
ществу, эти комплексы превращаются, а где-то
уже и превратились в реальные системы с искус-
ственным интеллектом, в которых выбор метода
реконструкции осуществляется автоматически.
Несмотря на большое количество существующих
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подходов к реконструкции, работы по созданию
новых не прекращаются. Это связано с несколь-
кими причинами. Жесткие требования к дозовой
нагрузке диктуют появление схем сбора проек-
ций с критически малым числом ракурсов или
малой экспозицией. Увеличение пространствен-
ного разрешения понижает уровень сигнала, ре-
гистрируемого ячейкой позиционно-чувстви-
тельного детектора, что, соответственно, ведет к
сильному ухудшению отношения сигнал-шум на
проекциях (Grigoriev et al., 2021). Создание авто-
матических систем классификации (Гладилин и
др., 2014) результатов реконструкции задает вы-
сокие требования к качеству реконструкции. Не
все методы способны работать в таких жестких
условиях.

В данной работе предлагается новый подход к
реконструкции. Регистрация рентгеновских кван-
тов, попадающих в ячейку позиционно-чувстви-
тельного детектора за время экспозиции, являет-
ся стохастическим процессом и описывается
распределением Пуассона (Lasio et al., 2007). Дис-
персия сигнала в каждом пикселе детектора зави-
сит от математического ожидания сигнала в этом
пикселе, т.е. значения гетероскедастичны. Моди-
фикация алгебраического подхода к томографи-
ческой реконструкции, в который добавлен учет
гетероскедастичности в виде дополнительного
множителя – “доверительной матрицы”, описана
в данной статье.

МЕТОДИКА ИССЛЕДОВАНИЙ
Вычисление дисперсии линеаризованных 

зарегистрированных значений
В компьютерной томографии при зондирова-

нии монохроматическим излучением регистри-
руемое пикселем детектора значение I1 формиру-
ется потоком рентгеновских квантов, прошедших
через исследуемый объект в направлении “источ-
ник-детектор” l за определенное время экспози-
ции, и описывается следующим выражением
(Kak, Slaney, 1988):

(1)

Здесь I0 – число квантов зонда, μ – линейный
коэффициент ослабления рентгеновского излу-
чения используемой длины волны материалом
объекта. После регистрации текущей проекции
объект поворачивается на некоторый угол, назы-
ваемый проекционным углом, и снимается следу-
ющая проекция. Процедура сбора проекций мо-
жет быть организована с использованием враща-
ющейся вокруг объекта системы “источник-
детектор”, что не меняет математической модели
формирования сигнала. Результатом решения за-
дачи томографической реконструкции является
рассчитанное по набору зарегистрированных

= − μ1 0 ( ) .I I l dl

проекций пространственное распределение ли-
нейного коэффициента ослабления.

Процесс регистрации, являясь стохастиче-
ским процессом, может быть описан распределе-
нием Пуассона с плотностью вероятности:

(2)

где математическое ожидание, равное дисперсии,
описывается параметром λ. Чтобы решить задачу
реконструкции, т.е. восстановить распределение μ,
первым этапом необходимо линеаризовать за-
дачу (1):

(3)
Здесь y – случайная величина.
Без ограничения описанного далее метода рас-

смотрим 2D случай задачи реконструкции, т.е.
будем говорить о реконструкции одного сечения
объекта, причем в параллельной или веерной гео-
метрии были собраны томографические проек-
ции принципиального значения не имеет. В ал-
гебраическом подходе к реконструкции дискре-
тизация задачи проводится на первом этапе ее
решения, интеграл заменяется суммированием,
формируя СЛАУ вида

(4)
Здесь А – так называемая проекционная мат-

рица, размер которой равен N × M, где N = n × n –
количество пикселей восстанавливаемого объ-
ема x, M – число проекционных углов. Обратим
внимание, что x – оценка линейного коэффици-
ента ослабления. Компоненты вектора y – значе-
ния, зарегистрированные всеми ячейками детек-
тора для всех проекционных углов.

Сведем решение СЛАУ к решению оптимиза-
ционной задачи следующего вида:

(5)

Поскольку значение y есть результат монотон-
ного преобразования I1 (3), то функция вероятно-
сти дискретных случайных величин  не меняется
относительно используемой для регистрируемых
значений. Тогда математическое ожидание рас-
считывается согласно выражению:

(6)

где индекс i указывает на реализацию случайной
величины. Подставляя в явном виде выражение
для плотности вероятности, выпишем выражение
для математического ожидания

(7)
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и выражение для дисперсии

(8)

Найти сумму ряда как для математического
ожидания, так и для дисперсии аналитически не
удается, поэтому предлагается для поиска значе-
ний математического ожидания и дисперсии чис-
ленно рассчитывать суммы рядов до N-го члена,
где N достаточно велико.

На рис. 1 приведены результаты расчета. Ре-
зультат расчета, проведенного согласно (8), пред-
ставлен штриховой линией. Результат расчета с
использованием генератора случайных величин
(СВ) – серая кривая. В качестве генератора СВ
использовался генератор для распределения
Пуассона numpy.random.poisson (lam=i, size=5000).
Модельные расчеты проводились для значений в
интервале от 30 до 500 с шагом 0.5. Для каждого
значения было сгенерировано 5000 значений.

Визуальное сравнение кривых позволяет сде-
лать вывод о корректности выбранного прибли-
жения. Чтобы учесть свойство гетероскедастич-
ности наблюдений при решении задачи рекон-
струкции, припишем вес, равный обратному
среднеквадратическому отклонению (корень из
дисперсии) каждому наблюдаемому значению:

(9)

Здесь  – вектор обратного среднеквадрати-

ческого отклонения, ° – оператор поэлементного
умножения. Тогда СЛАУ (4) перепишется в сле-
дующем виде

(10)

∞ −λ

=

λ= − − 2
0

1
(ln( ) ln( ) ) .
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D

1
D

° =1 *,Ax y
D

и оптимизационная задача будет переформули-
рована как

(11)

Для ее решения воспользуемся методом наи-
скорейшего спуска. После выписывания в явном
виде градиента минимизируемого функционала

(12)

стало возможным записать шаг к + 1-й итерации
метода

(13)
где γk – это шаг спуска. Оптимальное значение
шага рассчитывается одним из методов решения
оптимизационной задачи

(14)
например, (Коднянко, 2018).

РЕЗУЛЬТАТЫ РЕКОНСТРУКЦИИ
Примеры работы на модельных данных

Чтобы проиллюстрировать работу предложен-
ного метода, проведены расчеты с использовани-
ем изображения фантома размером 50 × 50 пиксе-
лов (рис. 2), промоделировав несколько ситуа-
ций, возникающих в ходе измерений.

Первый проведенный эксперимент моделиру-
ет ситуацию, в которой время экспозиции (время
регистрации одной проекции) различалось для
первой и второй половины проекционных дан-
ных. На рис. 3, а представлена синограмма, рас-
считанная с учетом различающегося времени
экспозиции. Иллюстрация границы раздела вре-
мен экспозиции представлена картой распреде-
ления значений величины обратного стандартно-
го отклонения (б). Значения на карте равны 10.0 в

= ° − ⎯⎯⎯→
2

1 * min .xF Ax y
D

( ) ∇ = ° ° −
  

1 12 * ,TF A Ax y
D D

+ = − γ ∇1 ( ),k k k kFx x x

γ = − γ∇arg min( ( )),k k kFx x

Рис. 1. Сравнение теоретического результата с ре-
зультатом моделирования.

0.010

0.005

0.015

0.020

0.025

0.030

0.035
Симуляция методом Монте-Карло
Теоретически рассчитанное значение

100 200 300 400 500
�, y. e.

Значение дисперсии, y. e.

Рис. 2. Изображение фантома, использованное в экс-
периментах.
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Рис. 3. а – синограмма с переменным временем экспозиции; б – иллюстрация границы раздела времен экспозиции;
в – взвешенные значения синограммы.

0

80

20 40

2.01.51.00.50

60

40

20

а б в
0

0

80

20 40

98 107654321

60

40

20

0

0

80

20 40

20151050

60

40

20

0

Рис. 4. а – результат реконструкции методом SIRT и б – предложенным методом.
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первой половине синограммы и 1.0 – во второй
половине соответственно. Взвешенные значения
синограммы, используемые в записи СЛАУ,
представлены на (в).

Томографическая реконструкция выполня-
лась двумя алгебраическими методами: методом
SIRT (Gilbert, 1972) (рис. 4, а) и предложенным
методом с учетом гетероскедастичности (б). Ите-
рационный процесс был остановлен после 100 ите-
раций.

Среднеквадратическое отклонение результата
реконструкции от использованного для расчета
проекций фантома при реконструкции методом
SIRT составило 6.8E-1, при реконструкции опи-
санным методом – 4.4Е-6. Значения различаются
на три порядка и визуально это хорошо видно
(рис. 4).

Второй пример иллюстрирует ситуацию, в ко-
торой сбой отклика детектора случился при од-
ном из проекционных углов. На рис. 5, а пред-
ставлена модельная синограмма, на (б) – распре-
деление стандартного отклонения и на (в) –

взвешенные значения синограммы, используе-
мые при реконструкции предлагаемым методом.

Для реконструкции были использованы SIRT
(рис. 6, а) и предлагаемый новый метод (б). Ите-
рационный процесс был остановлен после 100 ите-
раций.

Среднеквадратическое отклонение от фанто-
ма при реконструкции методом SIRT составило
2.4E-4, при реконструкции описанным методом –
1.6Е-6. По-прежнему визуальное различие ре-
зультатов велико.

Рассмотрим поведение предлагаемого к ре-
конструкции подхода в ситуации, когда к значе-
ниям идеальной синограммы добавлен нормаль-
но распределенный аддитивный шум (рис. 7, а).
Карта дисперсии различается для верхней и ниж-
ней половин изображения (б). На (в) представле-
ны откорректированные значения синограммы,
используемые в СЛАУ.

Результаты реконструкции методом SIRT
(рис. 8, а) и предлагаемым методом (б) приведены
ниже. Итерационный процесс остановлен после
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100 итераций. Полученные результаты демон-
стрируют высокую чувствительность нового
подхода к наличию аддитивного нормально рас-
пределенного шума. Это следует учитывать при

выборе метода реконструкции, если томографи-
рование проведено в нестабильных условиях.
Источник нестабильности не имеет значения.
Это могут быть небольшие случайные движения

Рис. 6. Результаты реконструкции: а – методом SIRT, б – предлагаемым методом.
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Рис. 5. а – модельная синограмма; б – иллюстрация процесса сбоя в детектировании; в – использованная в СЛАУ си-
нограмма.
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Рис. 7. а – модельная синограмма; б – карта распределения дисперсии аддитивного шума; в – взвешенная синограмма.
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самого объекта или биения держателя образца.
На рисунке представлен результат выполнения
50 итераций.

Последний модельный пример является ил-
люстрацией случая, когда время регистрации од-
ной проекции (время экспозиции) мало. Расчет
модельных значений синограммы (рис. 9, а) про-
водился с учетом распределения Пуассона. Рас-
пределение значений стандартного отклонения
представлено на (б). Взвешенные на обратную ве-
личину стандартного отклонения значения сино-
граммы, использованные при решении СЛАУ,
даны на (в).

Томографическая реконструкция была мето-
дом SIRT (рис. 10, а) и предложенным методом с
учетом гетероскедастичности (б). Итерационный
процесс был остановлен после 100 итераций.

На изображении, восстановленном с учетом
гетероскедастичности (рис. 10, б), визуально на-
блюдается большая однородность фона, чем при

использовании метода SIRT для реконструк-
ции (а). Это свойство оказывается важным при
применении автоматических методов оценки ка-
чества реконструкции, в которых привлечены ин-
тегральные метрики сравнения с опорным (иде-
альным) изображением (Bulatov et al., 2020).
Среднеквадратическое отклонение результатов
реконструкции от фантома, использованного для
расчета синограммы, при реконструкции мето-
дом SIRT составило 1.8E-4, при реконструкции
описанным методом – 1.2Е-4.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе представлен новый подход к
решению задачи томографической реконструк-
ции, в котором учитывается гетероскедастич-
ность шума, присутствующего на регистрируе-
мых позиционно-чувствительным детектором
проекциях. Абсолютные значения могут разли-
чаться на несколько порядков. Природа такого
разброса значений имеет несколько принципи-
ально разных причин. Она может быть обуслов-
лена существенной разницей величин коэффи-
циентов линейного ослабления включений, со-
держащихся в объекте, и коэффициентов так
называемого матрикса (Zschech et al., 2018). При-
чина может скрываться в сбое работы регистри-
рующего оборудования или требованием сильно-
го ограничения дозовой нагрузки. Полученные
результаты демонстрируют, что учет гетероскеда-
стичности позволяет повысить качество рекон-
струкции. Величина среднеквадратичного откло-
нения результата реконструкции от фантома, ис-
пользованного для расчета модельных проекций,
в некоторых случаях достигала нескольких по-
рядков.

Следует отметить, что учет свойства гетероске-
дастичности шума при создании различных мате-
матических инструментов предложен не впервые,

Рис. 8. Результаты реконструкции алгебраическими
методами: а – методом SIRT, б – предлагаемым мето-
дом.
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Рис. 9. а – модельная синограмма; б – распределение дисперсии в поле вида; в – использованная в СЛАУ синограмма.
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поскольку позволяет повысить качество работы
математических инструментов. Так, недавно вве-
денное авторами новое пространство цветовых
координат proLab (Konovalenko et al., 2021) харак-
теризуется тем, что в этом пространстве гетеро-
скедастичность дробового шума меньше, чем в
пространстве CAM16-UCS и стандартных цвето-
вых пространствах. Это свойство делает proLab
удобной координатной системой для линейного
цветового анализа. Еще одним примером работы
со свойством гетероскедастичности шума являет-
ся учет данного свойства в модели, используемой
для имитации цветных подводных изображений
на основе натуральных (Shepelev et al., 2021). Учет
гетероскедастичности позволил не занижать дис-
персию шума на имитациях подводных снимков.
Такая имитация необходима для создания набо-
ров данных, применяемых для автоматического
анализа качества вновь создаваемых или тестиру-
емых алгоритмов оценки подводных изображе-
ний. Последнее востребовано при исследовании
подводных артефактов, разработке систем
предотвращения затоплений, картировании дна
водоемов и прочее.

В дальнейшем планируется оценить вклад уче-
та гетероскедастичности при решении задачи ре-
конструкции на реальных данных, собранных с
нескольких томографов, различающихся услови-
ями съемки.
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Computed tomography is a non-destructive method of artificial intelligence, makes it possible to reconstruct
the internal morphological structure of the objects from a set of projections collected at different angles. The
object is probed by X-rays, which are attenuated as they pass through the object. Attenuated radiation is col-
lected by a position-sensitive detector. This is a stochastic process. The signal formation model has based on
the Poisson distribution. The exposure time is an important parameter of the measuring system and, along
with the absorbing properties of the sample itself, determines the probabilistic characteristics of the collected
data. As shorter the exposure time as greater the variance of the collected data, i.e. the values are heterosce-
dastic. Heteroscedasticity generates distortions in the reconstructed images that interfere with the correct in-
terpretation of the results. In this paper, we propose a reconstruction method based on the algebraic ap-
proach. The main idea of the method is to add a “confidence” matrix to the system of linear algebraic equa-
tions to be solved. The matrix is calculated based on the results of the analysis of the variance of the collected
signals. The step of the gradient optimization method used to solve the equations system is written out. The
results of experiments on synthetic data show an increase in the accuracy of reconstruction when taking into
account heteroscedasticity.

Key words: X-ray tomography, artificial intelligence method, tomographic reconstruction, heteroscedasticity
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