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Рассмотрен термодинамический потенциал для однородной и изотропной равновесной нереляти-
вистской системы электронов и ядер, взаимодействующих между собой по закону Кулона. С ис-
пользованием теоремы вириала и точных соотношений для функций Грина показано, что термоди-
намические функции кулоновской системы однозначно определяются одночастичными функция-
ми Грина электронов и ядер вне рамок теории возмущений. На этой основе сформулированы
условия самосогласования для термодинамических функций, которые определяют применимость
используемых приближений для одночастичных функций Грина.
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ВВЕДЕНИЕ

Наибольшее распространение в статистиче-
ской термодинамике материальной среды полу-
чили два подхода, основанных на использовании
так называемых химической и физической мо-
делей [1]. Эти модели отличаются выбором “ис-
ходных частиц” для статистического описания.
Исходными частицами в химической модели вы-
ступают “свободные” электроны, атомы, ионы,
молекулы. Соотношение между ними определя-
ется законом действующих масс (см., например,
[2–4] и цитируемую там литературу). В свою оче-
редь в качестве исходных частиц в физической
модели в нерелятивистском приближении рас-
сматриваются электроны и ядра. При этом ато-
мы, ионы, молекулы являются связанными со-
стояниями электронов и ядер, которые образуют-
ся в результате их сильного взаимодействия, а
свободные электроны отвечают состояниям рас-
сеяния [5].

Физическая модель, в рамках которой веще-
ство рассматривается как равновесная нереляти-
вистская система электронов и ядер, взаимодей-
ствующих между собой по закону Кулона (ку-
лоновская система – КС), является наиболее
адекватной моделью вещества в широкой области
термодинамических параметров [1, 5]. Более то-
го, физическая модель является основой для уста-
новления пределов применимости химической
модели вещества (см. [6] и цитируемую там лите-
ратуру). Тем не менее до настоящего времени
при теоретическом исследовании термодинами-
ческих свойств веществ наибольшее распростра-

нение получила химическая модель. Помимо ис-
торического аспекта развития представлений о
структуре вещества, это связано с чрезвычайной
сложностью теоретического исследования свойств
КС. Корректное описание КС требует последова-
тельного учета квантовых эффектов, приводящих
к образованию связанных состояний. Необходи-
мо также учитывать тождественность исходных
частиц и экранирование кулоновского взаимо-
действия. Основой для таких исследований явля-
ются методы квантовой теории поля и соответ-
ствующая диаграммная техника теории возмуще-
ний по кулоновскому взаимодействию исходных
частиц с использованием формализма функций
Грина (ФГ) (см., например, [7, 8]). При этом тер-
модинамический потенциал для пространствен-
но однородной и изотропной КС является функ-
ционалом одночастичных ФГ (ОФГ) электронов
и ядер. На этой основе может быть построена ди-
намическая вариационная процедура Латтинже-
ра–Ворда [9] и Каданова–Бейма [10]. Явный вид
подобных функционалов представляет собой бес-
конечный функциональный ряд теории возмуще-
ний по межчастичному взаимодействию, поэтому
для разрешения традиционной проблемы “обры-
ва” функциональных рядов теории возмущений
необходима некоторая процедура для последова-
тельного приближенного вычисления как ФГ, так
и термодинамических функций КС (см. подроб-
нее [11, 12]). Конкретные результаты на данном
пути в основном ограничены рассмотрением пре-
дела низкой плотности и использованием стати-
стики Больцмана [13–18]. Это обусловлено тем,
что в соответствующих приближениях можно су-
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щественно упростить функциональные ряды тео-
рии возмущений. Если для подсистемы ядер ис-
пользование статистики Больцмана не вызывает
сомнений вплоть до очень низких температур, то
для электронной подсистемы вещества такое
приближение может приводить к существенному
искажению результатов при относительно низких
температурах, когда связанные состояния заря-
женных частиц играют важную роль, как и эф-
фекты, связанные с тождественностью электро-
нов [19, 20]. В этой ситуации особое значение
приобретает установление точных соотношений,
связывающих ФГ и термодинамические функции
КС, а также условий самосогласования при выбо-
ре тех или иных приближений для соответствую-
щих функций.

ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 
КУЛОНОВСКОЙ СИСТЕМЫ 

И ОДНОЧАСТИЧНАЯ ФУНКЦИЯ ГРИНА
Термодинамические свойства КС, находя-

щейся в макроскопическом объеме  при темпе-
ратуре  (в энергетических единицах), полностью
определяются термодинамическим потенциалом

(1)

Здесь  – большая каноническая
статистическая сумма, символ  обозначает опе-
рацию взятия следа соответствующего оператора,

 – гамильтониан рассматриваемой КС, кото-
рый в представлении вторичного квантования
имеет вид

(2)

(3)

где  и  – соответственно операторы рожде-
ния и уничтожения в состоянии с импульсом  и
проекцией спина  для частиц сорта , которые
характеризуются массой , зарядом , спином 
и химическим потенциалом ;  –
оператор полного числа частиц сорта ;

 – энергия свободной частицы

сорта ;  – фурье-компонента
потенциала кулоновского взаимодействия частиц
сортов a и b. При этом химические потенциалы 
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â+
σp â σp
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различных сортов частиц рассматриваются как
формально независимые величины при учете
условия квазинейтральности КС

(4)

на конечном этапе вычислений физических ве-
личин (см. подробнее [21]). Здесь  =

=  =  – средняя плот-
ность числа частиц сорта a в объеме , угловые
скобки обозначают усреднение с большим кано-
ническим распределением Гиббса:

Отметим, что соотношения (1)–(4) имеют смысл
только после перехода к термодинамическому пре-
делу   
[22]. В частности, формула (1) после перехода к
термодинамическому пределу принимает вид со-
отношения для давления  в КС

При вычислении термодинамических функ-
ций в рамках диаграммной техники теории воз-
мущений особое значение имеет методика ча-
стичного суммирования диаграмм определенного
класса (вида). Такой подход и позволяет предста-
вить термодинамический потенциал как функци-
онал ОФГ [9–12]. При этом, как уже было отмечено
выше, возникает проблема “обрыва” соответствую-
щего ряда, т.е. обоснования методов последова-
тельного приближенного вычисления как ФГ, так
и термодинамических функций КС. Тем не менее
в теории плазмы широко применяется подобная
процедура частичного суммирования диаграмм
определенного класса при непосредственном
разложении в ряд теории возмущений термоди-
намического потенциала  (см. по-
дробнее [13–18]).

Для разрешения этой ситуации используем
теорему вириала, согласно которой для давления
в КС с гамильтонианом (2), (3) имеет место ра-
венство [22]

(5)

Обратим внимание, что теорема вириала спра-
ведлива при использовании любого из распреде-
лений Гиббса для описания равновесных систем
(см., например, [22]). Это обстоятельство являет-
ся следствием того, что теорема вириала может
быть получена непосредственно из стационарно-
го уравнения Шредингера [23, 24]. Таким обра-
зом, соотношение (5) можно использовать как
альтернативный способ для вычисления термо-
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динамического потенциала Гиббса, а тем самым
и любых термодинамических свойств КС.

Учтем далее, что величину средней кинетиче-
ской энергии  можно представить в виде

(6)

где  – точная одночастичная функция рас-
пределения (среднее число заполнения) по им-
пульсам  и проекциям спина  для частиц
сорта , которая зависит также от температуры 
и химических потенциалов . Для системы не-
взаимодействующих частиц функция 
определяется распределениями Ферми–Дирака
или Бозе–Эйнштейна в зависимости от значения
спина .

После перехода к термодинамическому преде-
лу для нормальной нерелятивистской КС из (6)
непосредственно следует

(7)

При этом для средней плотности  числа ча-
стиц сорта  справедливо равенство

(8)

Дальнейшее рассмотрение будем проводить,
используя формализм Каданова и Бейма [8], в
рамках которого может быть проведено рассмот-
рение как равновесных, так и неравновесных
свойств КС.

В этом случае одночастичная функция распре-
деления  непосредственно связана с одно-

частичной корреляционной функцией :

(9)

Здесь и далее величина  принимает значение
 для бозонов и  для фермионов,  –

оператор  в представлении Гейзенберга:
.

Используя спектральное представление Ландау
(см. подробнее [5, 25]), можно выразить ОФГ
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где  

При этом спектральная и корреляционная
функции связаны между собой соотношениями

(11)

Таким образом, согласно (10), (11), между
корреляционной функцией  и ОФГ

 имеется взаимно однозначное соответ-
ствие при заданных значениях химических по-
тенциалов  и температуры .

Кроме того, как показано в [8]:

(12)

В результате с учетом (5)–(12) приходим к вы-
воду, что термодинамический потенциал Гиббса
для КС однозначно определяется точными ОФГ
для электронов и ядер (или соответствующими
корреляционными функциями) вне рамок тео-
рии возмущений с помощью соотношения [26]

(13)

При этом, согласно (7), (12), внутренняя энер-
гия на единицу объема  для рассматри-
ваемой КС также полностью определяется ОФГ
электронов и ядер:
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Далее используем основное термодинамиче-
ское равенство (см., например, [27])

(15)

Соотношение (15) справедливо для равновес-
ной КС, которая характеризуется энтропией на
единицу объема , где  –
энтропия КС, занимающей объем V.

Учитывая соотношения (7), (10), (12), нахо-
дим, что энтропия на единицу объема  как
функция температуры  и химических потенциа-
лов  также однозначно определяется ОФГ
электронов и ядер:

(16)

Таким образом, проблема вычисления плот-
ности, давления, внутренней энергии, энтропии
КС на основе большого канонического распреде-
ления Гиббса сводится к определению ОФГ для
электронов и ядер вне рамок теории возмущений.
Это означает, что вместо построения термодина-
мического потенциала  как функцио-
нала ОФГ  =  в
рамках теории возмущений по межчастичному
взаимодействию для определения термодинами-
ческих функций КС задача сводится к вычисле-
нию ОФГ (или корреляционных (спектральных)
функций) для электронов и ядер.

УСЛОВИЯ САМОСОГЛАСОВАНИЯ ДЛЯ 
ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

КУЛОНОВСКОЙ СИСТЕМЫ

Однако вычисление ОФГ электронов и ядер в
равновесной КС является не менее сложной зада-
чей. Дело в том, что даже при наличии малого па-
раметра, определяемого отношением энергии
взаимодействия между частицами к их характер-
ной энергии, остается нерешенной проблема
“обрыва” бесконечных функциональных рядов
теории возмущений. Другими словами, необхо-
дима некоторая процедура для последовательно-
го приближенного вычисления ФГ.

Суть этой проблемы хорошо видна на примере
уравнения Дайсона, которое обычно применяет-
ся для вычисления ОФГ с использованием соб-
ственно-энергетической функции  (см.
подробнее [3, 7, 8]):
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(17)

где  =  – ОФГ для
идеального газа частиц сорта .

Именно для собственно-энергетической функ-
ции  традиционно используется то или
иное приближение в рамках теории возмущений
по межчастичному взаимодействию при вычис-
лении ОФГ. Однако следует иметь в виду, что
уравнение Дайсона является следствием про-
цедуры частичного суммирования диаграмм
определенного класса. С этой точки зрения соб-
ственно-энергетическая функция является функ-
ционалом ОФГ: , а уравнение Дайсо-
на (17) – функциональным, а не алгебраическим
уравнением с очевидным решением  =

= .
Для установления требований к выбору тех

или иных приближений для ОФГ учтем, что при
исследовании функционала 
предпринимаются попытки построения термоди-
намически согласованных приближений (см. [28, 29]
и цитируемую там литературу). В этой связи от-
метим, что целью вычисления ОФГ является ее
последующее использование для определения
термодинамических функций КС. Поэтому впол-
не естественно предположить, что искомое усло-
вие самосогласования непосредственно связано с
термодинамическими соотношениями.

Действительно, как следует из проведенного
рассмотрения, чтобы выбрать “подходящее” при-
ближение для ОФГ, необходимо согласованно
определить давление  (13), плотности
числа электронов и ядер  (8), (9), а так-
же внутреннюю энергию на единицу объема

 (14) и энтропию на единицу объема
 (16).

При этом, согласно законам термодинамики,
давление  в КС должно удовлетворять
дифференциальному соотношению [30]

из которого непосредственно следует

(18)

Таким образом, функции , ,
, найденные по выбранному прибли-

жению для ОФГ  (корреляционных

функций ), должны удовлетворять со-
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отношениям (18). Если это условие самосогласо-
вания не выполняется, то соответствующее при-
ближение для ОФГ является некорректным.

Нетрудно убедиться, что в приближении иде-
ального газа спектральная функция равна

 =  [6], поэтому, на-

пример, давление  можно представить
в виде

(19)

что соответствует известным результатам [30].
Аналогично, используя явный вид спектральной
функции , в приближении идеального
газа можно найти плотность числа частиц

 и энтропию на единицу объема

, которые с учетом (19) удовлетворяют
условиям (18).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Представленные результаты в отличие от тра-
диционного подхода, который основан на приме-
нении теории возмущений по межчастичному
взаимодействию для термодинамического потен-
циала КС, позволяют основное внимание уделить
вопросу о вычислении ОФГ электронов и ядер.
При этом имеется возможность для проверки по-
лучаемых приближений для термодинамических
функций КС на основе условий самосогласова-
ния (18).

Преимущество такого подхода связано с тем,
что ОФГ содержат как динамическую информа-
цию о поведении электрона и ядра в многоча-
стичной системе, так и всю квантово-статистиче-
скую информацию о равновесной КС. Кроме того,
в рамках приближения локального термодинами-
ческого равновесия соответствующие результаты
для ОФГ могут быть использованы при рассмот-
рении неравновесных явлений в КС.

Дальнейшее развитие полученных выше ре-
зультатов связано с построением самосогласо-
ванных приближений для ФГ в рамках предло-
женной в [31] схемы, основанной на использова-
нии точных уравнений движения. Кроме того,
соответствующие приближения должны удовле-
творять точным правилам сумм для моментов
ОФГ (см. подробнее [32]).

Автор выражает благодарность участникам се-
минара Теоретического отдела им. Л.М. Бибер-
мана ОИВТ РАН за полезное обсуждение работы.
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