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Описан метод решения обратной задачи химической кинетики (оценки значений констант скоро-
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алгоритмов. С помощью этого метода определены значения констант скоростей элементарных ста-
дий и интервалы их изменений для реакций, протекающих по типовым нелинейным механизмам.
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ВВЕДЕНИЕ
Оценка значений кинетических параметров

сложных реакций относится к обратным задачам
(ОЗ) химической кинетики, которые не имеют
точного и однозначного решения. Точность оце-
нок зависит от погрешностей экспериментальных
измерений (шума), областей устойчивости вы-
бранного метода расчета и используемых матема-
тических моделей. Для решения ОЗ с учетом этих
особенностей используются сложные методы оп-
тимизации (см., например, [1–12]), которые харак-
теризуются множеством решений – несколькими
наборами значений констант скоростей элемен-
тарных стадий химической реакции, описываю-
щих экспериментальные данные практически с
одинаковой точностью. Эти методы применяются
вместе с различными алгоритмами аппроксимации
при большом числе экспериментальных данных
(полиномиальными, логарифмическими и др.).
Известно, что наилучшим методом аппроксима-
ции является кусочно-полиномиальная сплайн-
интерполяция, которая гарантирует “захват” всех
экспериментальных точек при минимальном числе
параметров (кубический сплайн) и минимальной
кривизне (см., например, [8, 10]). Теория сплайнов
возникла из потребностей технических задач, но
вскоре стала применяться практически везде. Эф-
фективность применения сплайнов в химической
кинетике отмечена, например, в [13–23]. Так, еще
в работе [13] показано, что кубические сплайны
позволяют определять скорости стадий с боль-
шей точностью по сравнению с другими метода-

ми. В статье [14] установлено, что сплайн-интер-
поляция позволяет достаточно точно оценивать
параметры зависимости доза–эффект. Для авто-
матизации расчетов разработана компьютерная
программа DOSE@EFF. В [15] обращено внима-
ние на то, что сплайны позволяют аналитически
рассчитывать мгновенные скорости потоков ве-
щества простым дифференцированием сплайн-
кривой. В [16] предложен и реализован числен-
ный сплайн-метод интегрирования жестких диф-
ференциальных уравнений, адаптированный для
решения задач химической кинетики. В [17]
сплайн-методом найдены непрерывные зависимо-
сти объемов активации от давления в различных
растворителях. В [18] разработан алгоритм сплайн-
аппроксимации теплоемкости. Предложена про-
цедура выбора параметра сглаживания, основан-
ная на априорном указании количества точек пере-
гиба в сглаживающей зависимости. В [19] показа-
но, что для обработки кривых релаксации давления
расплавов, которые могут включать несколько ре-
лаксационных процессов, целесообразно приме-
нять сплайны 4-го порядка. В [20] предложена
новая сплайн-схема для моделирования физико-
химических процессов, происходящих в замкну-
тых объeмах в случае, когда можно пренебречь кон-
вективной составляющей и ограничиться только
учетом диффузии. Тестовые расчеты показали хо-
рошую работоспособность сплайн-схемы. В [21,
22] описан метод анализа температурно-програм-
мируемых реакций с помощью кубических сплай-
нов для аппроксимации зависимости константы
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скорости от конверсии, позволяющий найти кине-
тические параметры (энергии активации и пред-
экспоненты) всех стадий. Авторы справедливо
отмечают, что форма сплайнов, описывающих
изменение удельной поверхности неизвестна, но
если существуют различные сплайны, хорошо опи-
сывающие процесс, возникает задача выбора “пра-
вильного” сплайна. Таким предполагается сплайн с
минимальными вариациями относительной удель-
ной поверхности. В [23] описаны технологии авто-
матизации сплайн-расчетов для химических пред-
приятий с помощью термодинамических библио-
тек (“СТАРС”, Simulis Thermodynamics и др.). С
усложнением оборудования число запросов к та-
ким библиотекам достигает десятков тысяч, что
приводит к замедлению скорости решения задач
оптимизации на основе таких расчетов. Для уско-
рения решений предлагается заменить большин-
ство обращений к библиотекам на результаты од-
номерной кубической сплайн-интерполяции по
небольшому числу динамически насчитываемых
точек. Проверка метода на нефтяной фракции хо-
рошо аппроксимирует данные из термодинами-
ческой библиотеки.

Альтернативные, более простые подходы к ре-
шению ОЗ без использования алгоритмов опти-
мизации используются значительно реже, но ча-
сто позволяют найти достаточно точные (но не
наилучшие в смысле какого-то критерия) оценки
кинетических параметров и применимы даже при
небольшом числе экспериментальных данных. В
[24–30] апробирован подход, позволяющий по-
лучить однозначное, но необязательно наилуч-
шее, решение ОЗ для реакций, протекающих в ре-
акторе идеального смешения (РИС), по данным
нестационарных экспериментов без использова-
ния алгоритмов оптимизации. В [24] этот подход
применен к каталитическим реакциям, протекаю-
щим с участием основных веществ в каждой стадии
в изотермическом РИС. В [25, 26] этот подход ис-
пользован для оценки значений констант скоро-
стей стадий адсорбции–десорбции диоксида угле-
рода на различных катализаторах по линейным и
нелинейным временам релаксации, а в [27] − по
нестационарным значениям концентраций ди-
оксида углерода. В [28–30] продолжено развитие
данного подхода с использованием различных
сплайнов (линейных и нелинейных), позволяю-
щих повысить точность решения ОЗ за счет уче-
та релаксационных особенностей различных
участков переходного процесса.

Представляет теоретический и практический
интерес развить этот подход для химических реак-
ций, протекающих в реакторе идеального вытесне-
ния (РИВ). Модели РИВ описываются системами
дифференциальных уравнений в частных произ-
водных, исследование которых значительно слож-
нее, чем исследование моделей РИС, которые опи-
сываются системами обыкновенных дифференци-

альных уравнений. Не все известные свойства
моделей РИС, в общем случае, применимы для
описания аналогичных или близких свойств
РИВ. В связи с этим предлагается метод решения
ОЗ по определению значений констант скоростей
стадий без использования оптимизационных ал-
горитмов на основе данных нестационарных экс-
периментов для реакций, протекающих в РИВ.
Рассматривается модель РИВ с одномерной про-
дольной диффузией с двумя независимыми пере-
менными (время и длина реактора). Для повыше-
ния точности и учета особенностей различных
пространственно-временных участков нестацио-
нарного процесса применена двумерная сплайн-
интерполяция. Для повышения достоверности ре-
шения ОЗ использовано искусственное “зашумле-
ние” экспериментальных данных случайными по-
мехами.

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ
Пусть химическая реакция протекает по меха-

низму, содержащему произвольное число стадий

(1)

где aij, bij − стехиометрические коэффициенты ре-
агента Aj, j = 1, …, J в прямом и обратном направ-
лении протекания стадии; J − число независимых
реагентов (зависит от стехиометрии и модели ре-
актора). Динамика этой реакции в РИВ с учетом
изменений концентраций реагентов во времени и
по длине реактора с учетом влияния продольной
диффузии описывается системой дифференци-
альных уравнений в частных производных отно-
сительно двух независимых переменных [31–36]:

(2)

где Aj(l, t) – концентрации реагентов, мол. д.; t –
время, с; l – безразмерная текущая длина реактора;
q – линейная скорость потока, 1/c; ri =  −

‒  − скорости стадий по закону действую-
щих масс, 1/с; k+i > 0 и k−i ≥ 0 − константы скоро-
стей прямых и обратных (могут отсутствовать)
стадий, 1/с; Dj – коэффициенты продольной диф-
фузии реагентов, 1/с. Зададим начальные (t = 0),
входные (l = 0) и выходные (l = 1) условия

(3)

Отметим, что при q = 0 модель (2) описывает и
закрытый РИВ, а при Dj = 0 открытый и закрытый
РИС, т.е. применима и для этих видов реакторов.

Обозначим экспериментально измеренные кон-
центрации реагентов в моменты времени tn в разре-
зах реактора ln через Ajnl, j = 1,…, J, n = 1, 2,…, N, l = 1,
2 ,…, N (квадратная решетка выбрана для упроще-
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ния расчетов). Аппроксимируем их двумя спосо-
бами кусочно-непрерывными многочленами,
плавно проходящими через все узлы решетки в двух
соответствующих направлениях (парами пересека-
ющихся в узлах кубических сплайнов) [8, 10]:

(4)

(5)

где ajn, bjn, cjn и ajl, bjl, cjl – коэффициенты n-го по-
линома для реагента Aj во временном и продоль-
ном разрезах реактора. Для каждого реагента та-
кие интерполяционные пары определяют непре-
рывную гладкую поверхность из (N − 1)(N − 1)
кусочков, которые позволяют рассчитать с высо-
кой точностью концентрации, скорости их изме-
нения и продольные ускорения в любой точке
временного t* и продольного l* разрезов реактора:

(6)

(7)

(8)

(9)

Выберем N* опорных точек, отвечающих каче-
ственно различным (начальному, среднему и ква-
зистационарному) режимам работы реактора.
Вычислим по формулам (4)−(9) значения кон-
центраций, скорости их изменения и продольные
ускорения в этих точках, подставим найденные
значения в (2)−(3) и получим систему линейных
алгебраических уравнений для определения не-
известных констант скоростей стадий (1):

(10)

где  ≡  +  − ; i =
= 1,…,I; j = 1,…,J; n, l = 1, …, N*.
В зависимости от механизма (1) реакции и числа его
необратимых стадий рассмотрим два качественно
различных варианта решения этой системы.

Вариант 1. Однозначное решение, необходи-
мым и достаточным условием (критерием) суще-
ствования которого является

(11)
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где I− − число необратимых стадий. При выпол-
нении условия (11) система (10) имеет единствен-
ное решение

(12)

где Δ ≠ 0 и Δ±i – главный и вспомогательный опре-
делители системы (10). Найденные при этом точеч-
ные значения констант скоростей стадий будут фи-
зичными решениями ОЗ при Δ+iΔ > 0, Δ−iΔ ≥ 0.

Вариант 2. Неоднозначное решение системы
(10), которое существует при выполнении более
слабого (необходимого) условия

(13)

Найденные при этом положительные значения
констант скоростей стадий будут физичными ре-
шениями ОЗ с точностью до констант.

В обоих вариантах для полноты охвата исходных
экспериментальных данных и повышения досто-
верности решения ОЗ точечные значения следует
пересчитывать (повторно решать) с использовани-
ем нескольких различных опорных точек, располо-
женных (примерно) в серединах участков с разным
темпом релаксации (быстрая, средняя, медленная).
Минимальные и максимальные значения кон-
стант, найденных в результате пересчета, будем
считать первичными интервальными оценками
констант.

Границы интервалов изменения значений кон-
стант скоростей стадий и устойчивость метода
уточним (скорректируем) повторными решениями
ОЗ с “зашумленными” значениями концентраций
реагентов , вычисленными при различных слу-
чайных погрешностях измерений:

(14)

где S − максимальный уровень шума (доли); Rk −
случайные числа в интервале (0,1) с равновероят-
ным выбором знака; sgn – функция “сигнум”.
Верхнюю и нижнюю положительные границы ин-
тервалов изменения констант будем считать интер-
вальными оценками их физичных значений. Отри-
цательные значения констант свидетельствуют о
попадании в область неустойчивости метода. Точ-
ность метода оценим по формулам

(15)

(16)

где RAj (%) и E (%) – среднеквадратичные откло-
нения экспериментальных значений от расчет-
ных концентраций реагентов. Исследуем точ-
ность и устойчивость описанного выше метода на
примерах конкретных реакций.
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ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ
Пример 1. Пусть реакция

(1.1)
протекает последовательно по двухстадийной
схеме

(1.2)

Для нее соотношения (2)−(3) в открытом РИВ за-
пишутся следующим образом:

(1.3)

(1.4)

где r1 = k+1A − k−1B, r2 = k+2B − k−2CD. Отсюда сле-
дует, что в таком реакторе все реагенты независи-
мы, J = 4. Решим ОЗ для механизма (1.2) реакции
(1.1) с помощью соотношений (4)−(16).

Предположим, что все стадии механизма (1.2)
обратимы, I = I− = 2. Смоделируем исходные дан-
ные для такого механизма, решая вначале прямую
задачу. Зададим произвольно значения констант

скоростей стадий  = 1,  = 1,  = 1,  = 1 (бу-
дем считать их “истинными”), скорость потока
q = 0.1 и коэффициенты диффузии DA = DB = DC =
= 0.001, DD = 0.01. Проинтегрируем систему
(1.3)−(1.4) в некоторой прямоугольной (соответ-
ствует геометрии пластины) области t ∈ [0, tmax =
= 20], l ∈ [0, 1] на сетке 10×10 и примем найден-
ные значения концентраций за эксперименталь-
ные данные. В этом варианте согласно (11) для
однозначного решения ОЗ необходимо и доста-
точно N* = (I + I−)/J = 4/4 = 1 опорной точки. Вы-
числим в этой точке c помощью соотношений
(4)−(9) концентрации реагентов A*, B*, С*, В*,

= + А С D

= = +1 ,  2 .) )A B B C D

∂ ∂ + ∂ ∂ = − + ∂ ∂
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D t q D l r D D l

= = = =0 0 0 0  1, 0,A B C D

+1
*k −1

*k +2
*k −2

*k

мгновенные скорости ∂A*/∂t, ∂A*/∂l, … и продоль-
ные ускорения ∂2A*/∂l2, … для всех реагентов.
Подставим эти значения в (1.3) и получим четыре
уравнения вида (10) относительно четырех кон-
стант скоростей стадий:

(1.5)

Решим эти уравнения относительно констант
скоростей стадий по формулам (12). Повторим
эти вычисления для трех одиночных точек, соот-
ветствующих серединам участков с разным тем-
пом релаксации (быстрая, средняя, медленная).
Полученные результаты в зависимости от уровня
шума и координат опорной точки приведены в
табл. 1.

Из табл. 1 видно, что метод устойчив и физич-
ным решением ОЗ с учетом 20% шума являются ин-
тервалы k+1 ∈ [0.4481, 0.7581], k−1 ∈ [0.5169, 0.8546],
k+2 ∈ [0.9928, 1.4929], k−2 ∈ [1.2236, 3.0100], кото-
рые близки к “истинным” значениям констант
скоростей стадий. Экспериментальные и расчет-
ные значения концентраций для реакции (1.1),
протекающей по обратимому механизму (1.2), вы-
численные при разном уровне шума, показаны в
виде практически сливающихся двух объёмных по-
верхностей на рис. 1 и 2.

Как отмечено выше, в отсутствие потока и
диффузии модель (1.3) описывает закрытый РИВ,
в котором число независимых реагентов J = 2. В
этом случае согласно (11) для однозначного реше-

+ −

+ − + −
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Таблица 1. Значения констант скоростей стадий механизма (1.2) реакции (1.1) в зависимости от уровня шума и
положения опорной точки

S, % Координаты точки (l, t) Темп
релаксации

k+1 k−1 k+2 k−2 RA, % E, %

0 (3.3) Быстрая 0.7581 0.8546 1.4238 2.2637 1.2953 15.0464

0 (4.4) Средняя 0.6274 0.7075 1.1411 1.8243 1.7087 13.1710

0 (5.5) Медленная 0.6024 0.6794 0.9928 1.2236 1.8608 12.2849

20 (3.3) Быстрая 0.6237 0.7189 1.4929 3.0100 2.0002 17.6262

20 (4.4) Средняя 0.4919 0.5672 1.2001 2.4304 2.5244 16.3664

20 (5.5) Медленная 0.4481 0.5169 1.0557 2.1445 2.7809 15.8601
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ния ОЗ требуется N* = (I + I−)/J = 4/2 = 2 опорных
точек. При наличии потока и отсутствии диффу-
зии модель (1.3) описывает открытый РИС. В
этом случае J = 3 и условие (11) невыполнимо, но
выполнимо условие (13) N* < (I + I−)/J = 4/3 при
N* = 1, т.е. возможно только неоднозначное ре-
шение ОЗ.

Пример 2. Гидроалюминирование диизобути-
лалюминийхлорида в закрытом безградиентном
реакторе протекает по механизму [4]

(2.1)

где A = [Cp2ZrH2 ⋅ ]2, B = [Cp2ZrH2 ⋅

⋅ ], C = , D = [Cp2ZrH2⋅  ⋅

⋅ ]2, E = , F = [  ⋅

⋅ ], G = C4H8, I = [Cp2ZrHCl ⋅ ],
J = Cl2AlBui. Для этого механизма по данным неста-
ционарных экспериментов были рассчитаны кон-

станты скоростей стадий  ≈ 0.066,  ≈ 0.0829,

≈ 0.0023,  ≈ 0.0,  ≈ 0.0013,  ≈ 0.0,  ≈

≈ 0.0013,  ≈ 0.0,  ≈ 0.263,  ≈ 0.0287 (1/c). Ре-
шим ОЗ для механизма (2.1) с помощью соотно-
шений (4)−(16) и сравним полученные оценки со
значениями констант, найденными в [4] экспе-
риментально с использованием оптимизацион-
ных алгоритмов.

Уравнения (2) для механизма (2.1) в таком ре-
акторе запишутся в следующем виде:

(2.2)
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где r1 = k+1A − k−1B2, r2 = k+2BE − k−2CI, r3 = k+3F −
‒ k−3BG, r4 = k+4EI − k−4JF, r5 = k+5BC − k−5D. Эта
система из девяти уравнений включает четыре
линейно зависимых уравнения, которые можно
исключить без потери информативности. С уче-
том этого, согласно (13), для однозначного реше-
ния ОЗ достаточно любых пяти (J = 9 − 4 = 5) из
этих уравнений и N* = (I + I− )/J = 10/5 = 2 опор-
ных точек. Выберем, например, в качестве неза-
висимых первые пять из уравнений (2.2), которые
соответствуют реагентам А, D, F, G, E. Исключим
концентрации остальных реагентов с помощью
стехиометрических законов сохранения в закры-
том реакторе E + I + 2J = 1, C + D + E + J = 1, F +
+ G + I + E + J = 1 и 2A + B + D + I + F = 3. Выбе-
рем по экспериментальным данным [4] N = 7 мо-
ментов времени tn ≈ (0; 150; 300; 450; 600; 750;
900), охватывающие все релаксационные перио-
ды, и соответствующие им концентрации исход-
ного вещества An ≈ (0.72, 0.5576, 0.5542, 0.5525,
0.5523, 0.5528, 0.5536), продукта Dn ≈ (0.28, 0.6178,
0.6299, 0.6385, 0.6448, 0.6493, 0.6525) и т.д. (см.
рис. 3). Разделим эти данные на N* = 2 фрагмента:
F1 – точки быстрой релаксации {1–2} и F2 −
остальные точки {2–7}. Выберем опорные точки

 и  в середине этих фрагментов. Вычислим ко-
эффициенты сплайнов (4)−(5) по всем реаген-

там, концентрации (6) реагентов , , , ,

, , , , ,  и скорости (7) изменения

реагентов , , , ,

, , , , ,  в
этих двух точках. Подставим эти значения в (2.2)
и получим систему уравнений

1
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Рис. 1. Зависимости для реакции (1.1) при S = 0: верх-
няя поверхность − A(t), нижняя поверхность − A*(t).
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Рис. 2. Зависимости для реакции (1.1) при S = 20: верх-
няя поверхность − A(t), нижняя поверхность − A*(t).
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(2.3)

где  =  + ,  = 1 −  −  − ,  = 1 −

‒  − ,  = 3 −  −  −  − ,  =  +

+ ,  = 1 −  −  − ,  = 1 −  − ,

 = 3 −  −  −  − . Результаты решения
этой системы по формулам (12) в зависимости от
уровня шума даны в табл. 2.

Из табл. 2 видно, что физичным решением ОЗ с
учетом 5% шума являются интервалы k+1 ∈ [0.0571,
0.2801], k−1 ∈ [0.0746, 0.4178], k+2 ∈ [0.0015, 0.0016],

k−2 ∈ [0.0003, 0.0003], k+3 ∈ [0.0013, 0.0017], k−3 ∈
∈ [0.0004, 0.0005], k+4 ∈ [0.0042, 0.0042], k−4 ∈
∈ [0.0024, 0.0024], k+5 ∈ [0.0555, 0.0586], k−5 ∈ [0.0100,
0.0105], которые близки к интервалам их изменений
[4]: k+1 ∈ [0.0248, 0.0737], k−1 ∈ [0.0735, 0.2537], k+2 ∈
∈ [0.0007, 0.0027], k−2 ∈ [0, 0], k+3 ∈ [0, 0. 0535],
k−3 ∈ [0, 0], k+4 ∈ [0, 0.0357], k−4 ∈ [0, 0], k+5 ∈ [0.0720,
0.3130], k−5 ∈ [0.0238, 0.1115]. Динамика концен-
траций ключевых реагентов показана на рис. 3.

Отметим, что при наличии потока и отсутствии
диффузии модель (2.3) описывает открытый РИС.
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Рис. 3. Экспериментальные и расчетные зависимости концентраций исходного вещества (1, 3) и продукта (2, 4) реак-
ции гидроалюминирования диизобутилалюминийхлорида при уровне шума S = 0 (а) и 4% (б).
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Таблица 2. Константы скоростей стадий механизма (3.1) реакции гидроалюминирования диизобутилалюминий-
хлорида с учетом шума

S, % k + 1 k−1 k + 2 k−2 k + 3 k−3 k + 4 k−4 k + 5 k−5 RA, % RD, % E, %

0 0.0571 0.0746 0.0016 0.0003 0.0013 0.0004 0.0042 0.0024 0.0555 0.0100 1.53 2.50 2.08
1 0.0705 0.0951 0.0016 0.0003 0.0017 0.0004 0.0042 0.0024 0.0562 0.0101 1.51 2.50 2.08
2 0.0929 0.1297 0.0016 0.0003 0.0017 0.0004 0.0042 0.0024 0.0568 0.0102 1.50 2.49 2.14
3 0.1385 0.1997 0.0015 0.0003 0.0017 0.0005 0.0042 0.0024 0.0574 0.0103 1.47 2.49 2.48
4 0.2801 0.4178 0.0015 0.0003 0.0017 0.0005 0.0042 0.0024 0.0580 0.0104 1.45 2.49 4.47
5 – – 0.0015 0.0003 0.0017 0.0005 0.0042 0.0024 0.0586 0.0105 – – –
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В этом случае J = 8 и условие (11) невыполнимо, но
выполнимо условие (13) N* < (I + I−)/J = 10/8 при
N* = 1, т.е. возможно только неоднозначное ре-
шение ОЗ. При наличии потока и диффузии мо-
дель (2.3) описывает открытый РИВ. В этом слу-
чае J = 9 и вновь выполнимо только условие (13)
N* < (I + I−)/J = 10/9 при N* = 1, т.е. тоже возмож-
но только неоднозначное решение ОЗ.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе изложен метод решения обратной за-
дачи по нестационарным экспериментальным дан-
ным для химических реакций, протекающих в от-
крытом или закрытом изотермическом реакторе
идеального вытеснения с учетом возможной про-
дольной диффузии. Метод продолжает цикл работ
по использованию сплайн-алгоритмов в химиче-
ской кинетике и основан на интерполяции экспе-
риментальных данных парами гладких простран-
ственно-временных поверхностей минимальной
кривизны, которые позволяют с высокой точно-
стью рассчитывать недостающие значения дан-
ных в любые моменты переходного процесса и в
любой точке реактора. Такой подход дает воз-
можность с хорошей точностью аппроксимиро-
вать динамическую модель реактора системой
линейных алгебраических уравнений. В результа-
те, без использования алгоритмов оптимизации,
удается оценивать интервалы изменения значений
констант скоростей элементарных стадий химиче-
ских реакций, адекватно описывающих нестацио-
нарные экспериментальные данные. Устойчивость
метода проверена вариацией погрешностей изме-
рений на примерах нелинейных реакций.

Автор выражает благодарность В.Х. Федотову
за участие в обсуждении результатов работы.
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Aj концентрации реагентов, мол. д.
концентрации реагентов на входе реактора, 
мол. д.

Ajnl безразмерные экспериментальные значения 
концентраций реагентов
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тов, 1/с

E среднеквадратичное отклонение по констан-
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J число независимых реагентов
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дий, 1/с
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