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Исследуется проблема идентификации моделей процесса сверхкритической флюидной экстракции
из высокомасличного растительного сырья по данным серии лабораторных опытов для отдельных
фракций молотого материала. На основе метода Монте-Карло для марковских цепей анализируется
информативность данных лабораторных опытов. Определяется точность идентификации основных
эффективных параметров модели, таких как коэффициент диффузии, концентрация насыщения
масла в растворителе и полное содержание целевых соединений в сырье. Последовательно рассмот-
рены различные параметризации обратной задачи. Так, при известном начальном маслосодержа-
нии коэффициент диффузии возможно оценить по индивидуальной кривой выхода масла, отвеча-
ющей достаточно грубому помолу. В то же время одновременная оценка всех трех параметров воз-
можна только при совокупном анализе хотя бы двух кривых выхода масла. Они отвечают тонкому и
грубому помолу сырья. Эксперимент при тонком измельчении позволяет идентифицировать только
полное содержание целевых соединений и концентрацию насыщения и не может быть использован
для оценки коэффициента диффузии.
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ВВЕДЕНИЕ
Современные промышленные технологии, ос-

нованные на применении диоксида углерода (CO2)
в сверхкритическом состоянии, предполагают от-
каз от токсичных органических растворителей [1].
Это ведет к существенному снижению антропоген-
ной нагрузки на окружающую среду. Сверхкрити-
ческие условия достигаются при увеличении ра-
бочих температуры T и давления P процесса выше
критической точки (для CO2 304 K, 7.4 МПа) ве-
щества-растворителя. В таком состоянии суще-
ственно повышаются растворяющая и проника-
ющая способность экстрагента [2].

Одной из технологий нового поколения явля-
ется сверхкритическая флюидная экстракция
(СКФЭ) ценных биологически активных веществ
(масла) из высокомасличного растительного ма-
териала: семена рапса, подсолнечника, тыквы,
абрикоса и др. [3–12].

Технология [9, 13–15] реализуется фильтраци-
ей сверхкритического CO2, через загруженный в

экстракционную колонку стационарный зерни-
стый слой частиц молотого сырья. Содержащееся
в растительных клетках масло растворяется в про-
питывающем зерна флюиде, диффундирует к их
поверхности и транспортируется экстрагентом к
выходному сечению экстрактора по поровым ка-
налам слоя.

Задачей фундаментальных исследований в
области СКФЭ в настоящее время является мас-
штабирование технологии на промышленный
уровень реализации. Это предполагает развитие
и параметрическое наполнение прогностиче-
ских математических моделей процесса, а также их
идентификации. Полная модель СКФЭ должна
включать в себя две подмодели: “внешнюю”, мак-
ромасштабную, описывающую процессы переноса
на уровне аппарата-экстрактора, содержащего зер-
нистый слой, и “внутреннюю”, микромасштаб-
ную, в которой представлена кинетика извлечения
масла из одиночной частицы слоя. Первая обычно
формулируется [16–18] как модель “аппарата иде-
ального вытеснения” [19], в предположении, что
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раствор движется вдоль колонки в поршневом ре-
жиме. Существенным оказывается учет полидис-
персности навески сырья [6, 20, 21]. Внутренняя
подмодель предполагает схематизацию формы и
структуры частиц слоя, конкретизацию процессов
растворения и диффузионного переноса внутри
частиц. Кинетика экстракции из одиночной ча-
стицы определяет поток целевых соединений с
единицы поверхности молотого материала. При
описании СКФЭ из высокомасличного сырья хо-
рошее согласие с экспериментом [14, 22] обеспе-
чивает модель сжимающегося ядра (SC – shrinking
core) [18, 23, 24]. Она позволяет учесть существенно
многофазный характер экстракции на микромас-
штабном уровне. Соответствующее уравнение ре-
шается для каждой фракции частиц, формирующих
зернистый слой.

Идентификация модели процесса традицион-
но проводится на данных серии лабораторных
опытов (рис. 1). Как правило, эксперимент пред-
полагает предварительное разделение молотого
сырья на отдельные фракции посредством набора
сит. Однако полного разделения достичь не уда-
ется в силу адгезивных свойств молотого сырья
[21, 25–27]. Поэтому каждая фракция состоит из
частиц двух характерных размеров, a1  a2, а соот-
ветствующая плотность  объемного распреде-
ления частиц по размерам является бимодальной. В
предположении сферической формы радиус пыле-
вых, мелкодисперсных частиц a1 < 100 мкм, и ра-
диус основных, крупнодисперсных частиц a2 ~
~ 500 мкм. При ситовом разделении пылевые

!

( )f a

частицы захватываются поверхностью крупных,
поэтому объемная доля пыли α(a2) в навеске за-
висит от удельной поверхности  крупных ча-
стиц в ней.

“Бимодальная фракция” с одного сита ис-
пользуется для проведения индивидуального экс-
перимента в серии при заданных T и P. Результа-
том эксперимента является кривая выхода масла
(КВМ) Y(t). Она показывает накопленную его ин-
тегральную добычу к текущему моменту времени
t, отнесенную к единице массы зернистого слоя
ms. В данной работе анализируется серия из четы-
рех опытов [7], которая предполагает выполнение
отдельных экспериментов для разных фракций
одного и того же помола и регистрацию соответ-
ствующего числа КВМ. Результаты эксперимента
(точки) и адаптации модели (сплошные линии)
приведены на рис. 1.

Рассматриваемая модель поршневого вытес-
нения жидкости, дополненная подходом SC на
микроуровне, содержит три параметра, характе-
ризующих систему сырье–растворитель и счита-
ющихся независимыми от степени измельчения.
Эти параметры, эффективный коэффициент
диффузии Deff(T, P) масла по транспортным кана-
лам растительного сырья, предельная концентра-
ция (T, P) насыщения целевых соединений в рас-
творителе и их начальная плотность θ0(T, P) в сырье,
наблюдаются косвенно посредством измерения се-
рии КВМ. Одновременно должны быть определены
и объемные доли α(j), j = 1–4 пылевых частиц в на-
веске для каждого эксперимента. В результате
оценка набора параметров  прово-
дится путем согласования теоретических зависи-
мостей Yj(t) со всеми данными в выполненной се-
рии экспериментов. Зачастую метод наименьших
квадратов не отвечает сложности соответствую-
щей обратной задачи. Ее высокая размерность,
сильная коррелированность параметров процес-
са требуют разработки новых методов идентифи-
кации характеристик сырья [28, 29].

Обозначенные проблемы удается решить в
рамках байесовского подхода к исследованию об-
ратных задач с привлечением методов Монте-
Карло для марковских цепей [30–34]. В этом под-
ходе решением является апостериорная плот-
ность вероятности. Она характеризует шанс того,
что некоторый набор значений параметров моде-
ли  действительно отвечает наблюдае-
мым данным [35]. При этом каждый параметр мо-
дели трактуется как случайная величина, а функ-
ция правдоподобия оказывается эквивалентной
плотности распределения этих величин. Методы
Монте-Карло позволяют сгенерировать случай-
ную выборку по распределению для оценивания
статистик апостериорного распределения. В ре-
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Рис. 1. Типичные кривые выхода масла на примере
экстракции из косточек абрикоса. Точки – экспери-
ментальные данные. Линии – рассчитанные КВМ.
Числа у кривых – номер эксперимента при соответ-

ствующем размере , j = 1, … 4. Пучок КВМ для
каждого эксперимента – выбранные случайным об-
разом модели из выборки, построенной по изложен-
ному в работе методу.
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зультате возможно проанализировать информатив-
ность выполненного эксперимента в отношении
каждого параметра, оценить их взаимную коррели-
рованность и наиболее правдоподобные значения,
а также дисперсию в рамках точности выполненно-
го эксперимента и выбранной модели.

Целью данной работы является развитие и
апробация подходов к идентификации параметров
сырья Deff,  и θ0 по данным лабораторных наблю-
дений при постоянных давлении и температуре с
применением методов Монте-Карло, определение
наиболее информативного плана эксперимента,
подходящего для идентификации отдельных пара-
метров модели. В следующем разделе описывает-
ся эксперимент, на примере которого демонстри-
руется предложенный подход. Затем формулирует-
ся прямая модель процесса, приведена постановка
обратной задачи и описывается способ ее решения
на основе байесовского подхода. В последнем
разделе обсуждаются полученные результаты.
Так “минимальный” лабораторный опыт, позво-
ляющий идентифицировать все параметры сырья
в заданных условиях СКФЭ, должен включать
два эксперимента. Один для крупнодисперсной,
а другой – для мелкодисперсной фракции просе-
янного молотого сырья. Показано, что наблюде-
ние дополнительных КВМ не позволяет суще-
ственно уточнить оценки.

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ЧАСТЬ
В данной работе анализируются данные по

СКФЭ из молотых косточек абрикоса [7], полу-
ченные независимой группой исследователей. В
эксперименте очищенные высушенные семена
абрикоса измельчались в кофемолке и разделя-
лись на фракции в вибрационном ситовом аппа-
рате Octagon 200 (Endecotts Ltd., Англия). Было
выполнено 4 эксперимента. Далее индексом j =
= 1–4 будем обозначать соответствующий экспе-
римент и зарегистрированную КВМ.

Условия экспериментов отличаются средним
размером  крупных частиц, который оценен ав-
торами как (1)  = 106 мкм, (2)  = 315 мкм, (3)

 = 460 мкм и (4)  = 750 мкм. При этом данные
о диаметрах ситовых отверстий, ,
ограничивающих отдельную фракцию, не приво-
дятся. Поэтому в дальнейшем примем, что ука-
занные выше размеры  заданы точно.

В каждом эксперименте в аппарат загружалась
навеска массой ms = 5 г. Размеры экстракционной
колонки цилиндрической формы составляли: вы-
сота H = 57 мм и внутренний диаметр 20 мм. Во
время эксперимента в аппарате поддерживались
температура T = 323 K и давление P = 450 бар.
Плотность растворителя CO2 в этих условиях оце-
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нивается как ρf = 951 кг · м–3. Массовый расход
растворителя составил Qf = 0.05 г · с–1, что отвеча-

ет скорости фильтрации  м · с–1. Как
и для эффективных размеров частиц, для этих па-
раметров пренебрежем экспериментальной по-
грешностью их определения.

По оценкам авторов оригинальной работы [7]
пористость упаковки частиц в зернистый слой со-
ставляет ε = 0.85. Однако такое ее значение не со-
гласуется с известными оценками для случайных
упаковок [36], и ему отвечает нереалистичное
значение начальных запасов масла. Поэтому да-
лее вместо приведенного авторами оригинальной
работы фиксируется меньшее значение пористо-
сти ε = 0.35. Тогда соответствующая средняя
плотность неэкстрагированного сырья составля-
ет  кг · м–3, где S – пло-
щадь сечения экстракционной колонны.

Исходное содержание масла авторы оценива-
ют равным 48.1% от массы сырья, что отвечает
значению θ0 = 0.481ρs = 206.8 кг · м–3. Предельная
концентрация насыщения масла в экстрагенте
оценена авторами оригинальной работы по на-
чальному линейному участку КВМ как  =
= 14.075 кг · м–3. Далее в зависимости от рассмат-
риваемой параметризации обратной задачи зна-
чения величин θ0 и  либо фиксированы соглас-
но оценкам авторов оригинальной работы, либо
подлежат оценке наряду с остальными парамет-
рами в рамках решения обратной задачи.

В ходе эксперимента для каждой КВМ Yj, j = 1, …

4, измеряется текущая добыча масла  в

дискретные моменты времени , i = 1, … Nj.
Число Nj таких моментов времени и интервал
между ними не фиксированы для индивидуальной
КВМ. Результаты описанного эксперимента, точки

, приведены на рис. 1.

ПРЯМАЯ И ОБРАТНАЯ
ЗАДАЧИ ИНТЕРПРЕТАЦИИ
ДАННЫХ ЭКСПЕРИМЕНТА

Прямая задача: количественное описание про-
цесса. Прямая задача интерпретации результатов
экспериментов заключается в вычислении значе-
ний наблюдаемых величин (данных) δ по значе-
ниям вектора параметров модели μ. Индивиду-
альный набор значений задает конкретную систе-
му в рамках принятой схематизации процесса.
Конкретный набор параметров в векторах δ и μ
зависит от постановки обратной задачи и опреде-
ляется ниже.

Будем различать данные, зарегистрированные
в ходе эксперимента, δexp и аналогичные вычис-
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ленные значения δcal, отвечающие модели μ про-
цесса. Тогда рассматриваемая далее схематизация
СКФЭ устанавливает связь

(1)

между μ и δ и конкретизирует оператор g. Здесь ис-
пользуется подход взаимопроникающих и взаимо-
действующих континуумов для описания процес-
сов массопереноса в многофазной среде, и прини-
маются следующие допущения. Начальные запасы
масла равномерно распределены по всему объему
частиц измельченного сырья с плотностью θ0. Рас-
творение масла в CO2 в сверхкритическом состоя-
нии характеризуется предельной концентрацией
насыщения (плотностью) , которая остается до-
статочно малой по сравнению с плотностью ρf

растворителя, /ρf ~ 0.01  1. Аналогично для
высокомасличного сырья справедливо /θ0 ~
~ 0.07  1. В этих условиях запасенное масло не
может быть полностью растворено в проникаю-
щем внутрь молотых частиц растворителе. Поэто-
му СКФЭ из высокомасличного сырья суще-
ственно многофазный процесс.

Обозначим время как t. Определим ось 0 < z < H
цилиндрической системы координат, совпадаю-
щую с осью симметрии экстракционной колонки
и направленной в сторону осредненного макро-
скопического движения фильтрующегося со ско-
ростью v раствора. Координаты z = 0 и z = H отве-
чают входному и выходному сечению аппарата
соответственно. Далее,  – нормиро-
ванная на  концентрация масла в растворителе
в порах зернистого слоя.

δ = μ( )cal g

θ*

θ* !

θ*
!

≤ ≤( , )0 1c z t
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Микромасштабная схематизация определяется
внутренней, клеточной структурой растительного
сырья. В литературе предлагаются разные модели,
учитывающие влияние внутренней структуры на
динамику экстракции [6, 17, 20, 23, 37–40]. Сопро-
тивление массопереносу масла принято связывать
с клеточными мембранами, ограничивающими
клетку с запасенными веществами, и с клеточны-
ми стенками, окруженными межклеточным про-
странством, которые в совокупности играют роль
транспортных каналов. По ним масло диффунди-
рует по закону Фика с эффективным коэффици-
ентом диффузии Deff.

Для описания экстракции из высокомаслич-
ного сырья часто используется модель сжимаю-
щегося ядра [41–44], в которой основное сопро-
тивление связано с транспортными каналами.
Согласно модели в сферической частице радиуса
a образуются две концентрические зоны, разде-
ленные подвижной границей – узким диффузи-
онным фронтом, как показано на рис. 2. На
фронте содержание масла на единицу объема сы-
рья изменяется скачком от θ0 до .

Внутренняя область (1) – маслосодержащее
ядро радиуса R(t). В ядре масло присутствует в
двух фазах: в клетках в исходном, нерастворен-
ном виде с плотностью θ0 и в транспортных кана-
лах в растворенном виде в экстрагенте. Обе фазы
находятся в термодинамическом равновесии в
силу высокой проводимости клеточных мембран,
и концентрация раствора в транспортных каналах
в ядре равна .

Внешняя область (2) – транспортная зона ис-
тощения – содержит только масло, растворенное
в CO2. Причем как в клетках, так и в транспорт-
ных каналах. Здесь плотность текущих запасов
изменяется от  на поверхности маслосодержа-
щего ядра до c  на поверхности частицы [38].
Движущей силой экстракции является перепад
концентрации (1–с) в транспортной зоне. Ос-
новной характеристикой частицы радиуса a явля-
ется ее объемная доля 0 < s(z, t, a) < 1, занятая
транспортной зоной. Для сферических частиц s =
= 1 – (R/a)3. Во время экстракции радиус ядра
уменьшается и происходит его постепенное заме-
щение зоной истощения. Частица считается пол-
ностью истощенной, когда внутреннее ядро стя-
гивается в точку R = 0, что отвечает s = 1.

В принятых обозначениях уравнения баланса
массы извлекаемых соединений в индивидуаль-
ной частице принимают следующий вид [14, 18]:

(2)

θ*

θ*

θ*
θ*

θ*
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θ
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0
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*
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t

Рис. 2. Иллюстрация динамики внутреннего масло-
содержащего ядра (1) и его замещения внешней
транспортной зоной (2). Прямая стрелка показывает
направление убывания R со временем, волнистые
стрелки – диффузию масла в радиальном направле-
нии по транспортной зоне. Пунктирные линии – по-
ложение фронта R в разные моменты времени.
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(3)

и сводятся к дифференциальному уравнению (2)
для скорости увеличения объемной доли s транс-
портной зоны. Здесь  – массовый поток масла
с единицы поверхности сырья в единицу време-
ни, 2Deffλ(s)/a – коэффициент массопереноса че-
рез транспортную зону от внутреннего ядра к по-
верхности частицы. Интенсивность экстракции
определяется удельной поверхностью частицы 3/a.

Ранее было показано [18], что в зернистых сло-
ях, составленных из полидисперсных частиц,
макроскопический эффект конвективной диф-
фузии (дисперсии) несущественен в рамках рас-
сматриваемых моделей. Аналогично оказывается
малым сопротивление внешнего диффузионного
пограничного слоя в сравнении с сопротивлени-
ем транспорту соединений по внутренним кана-
лам сырья [14, 18]. Также учитывая высокую на-
чальную масличность сырья, можно записать
уравнение переноса концентрации c в квазиста-
ционарном приближении

(4)

Здесь не учитывается возможная пространствен-
ная стратификация частиц [41, 45], и принято го-
могенное приближение для распределения ча-
стиц двух фракций с размерами a1  a2 в объеме
аппарата; α – объемная доля пылевой фракции a1.
Для вычисления потоков qk = q(c, sk, ak), k = 1, 2,
микромасштабная задача (2)–(3) должна решаться
независимо для каждой фракции частиц в навеске
при общей омывающей концентрации c(z, t).

Наблюдаемой в эксперименте величиной яв-
ляется кривая выхода масла. Через yj(t) будем обо-
значать рассчитанную КВМ, отвечающую объем-
ной доле α(j) пылевой фракции и размеру  основ-
ной крупнодисперсной фракции при заданных
значениях остальных параметров СКФЭ:

Согласно определению количество масла y(t),
прошедшее через выходное сечение аппарата z = H
к текущему моменту времени t и нормированное
на массу зернистого слоя ms, вычисляется по сле-
дующей формуле:

(5)

При решении обратной задачи вычисленные зна-
чения  сопоставляются с эксперимен-
тальными данными .
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В типичном эксперименте с высокомаслич-
ным сырьем на КВМ можно выделить два основ-
ных участка. Это начальный этап линейного ро-
ста, t < t–, и завершающий этап нелинейного на-
копления масла (рис. 1). В данном эксперименте
продолжительности t– ≈ {60, 55, 38, 22} мин на-
чального этапа (для j = 1, 2, 3, 4 соответственно)
остаются порядка общей продолжительности ла-
бораторного эксперимента 90 мин. За все время
СКФЭ только одна кривая (1) достигла своего
максимального значения. Иногда дополнительно
выделяют промежуточный, переходный этап. Его
продолжительность мала по сравнению с осталь-
ными этапами и в рамках рассматриваемой моде-
ли определяется только размером a1 частиц пыле-
вой фракции [24].

Вначале из аппарата выходит раствор при мак-
симальной концентрации c = 1 и КВМ растет ли-
нейно

(6)

Так как величины ms, Qf и ρf известны с высо-
кой точностью, начальный этап эксперимента
служит для оценки концентрации насыщения .
Продолжительность линейного участка опреде-
ляется преимущественно количеством α пылевой
фракции в навеске частиц с высокой удельной
поверхностью .

Начало завершающего этапа отвечает полной
выработке мелкодисперсной фракции частиц.
Малая удельная поверхность крупнодисперсной
фракции a2 не позволяет растворителю насытить-
ся целевыми соединениями за время фильтрации
в зернистом слое. На завершающем этапе из ап-
парата выходит раствор при исчезающе малой
концентрации c  1 при t > t–.

Так как размер a1 частиц мелкодисперсной
фракции влияет на форму КВМ только на кратко-
срочном переходном этапе, в дальнейшем устре-
мим a1 к нулю с сохранением объемной доли α
пылевой фракции в зернистом слое. Такое упро-
щение позволяет сократить число параметров мо-
дели без ущерба точности описания наблюдае-
мых величин Yji.

Обратная задача: байесовский подход. В рамках
прямой задачи (2)–(5) конкретизируется опера-
тор (1). В результате решения обратной задачи раз-
личные модели μ (при фиксированной параметри-
зации) классифицируются на более и менее прав-
доподобные на основе известных данных δexp.

Очевидно, в рамках выбранного подхода
(2)–(5) возможно рассмотрение различных па-
раметризаций процесса, отвечающих различ-
ным наборам параметров μ. Вначале остано-
вимся на анализе отдельных КВМ, полагая
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μ ≡ μ(j) = {Deff, α(j)}. Значения θ0,  в этом случае
фиксируются на основе оценок авторов ориги-
нальной работы [7], которые приведены в раз-
деле “Экспериментальная часть”. Соответственно

 включает только одну КВМ
Yj. Затем рассматривается информативность от-
дельных КВМ в отношении всех трех параметров
сырья  =  и обсуждается
точность идентификации θ0 и  одновременно с
Deff в условиях полного отсутствия информации
о значении α(j) на основе одного эксперимента.
В завершение сравниваются два плана экспе-
римента. Один состоит из двух КВМ, J = {1, 4},
а второй – из всех доступных КВМ, J = {1–4}. Со-
ответствующие параметризации моделей принима-
ют вид  =  и  =

= . Соответственно, δexp

включает две либо все четыре доступные КВМ.
Решение обратной задачи строится в рамках

байесовского подхода в теории вероятности [33,
34, 46]. Вектор μ трактуется как случайный. Ре-
шением является апостериорная плотность рас-
пределения

(7)

где b – нормировочный множитель (константа),
L(Yji|μ) – функция правдоподобия. Априорная
плотность распределения ϕ(μ) характеризует до-
ступную информацию о процессе до проведения
эксперимента.

Примем, что ϕ отвечает равномерному распре-
делению внутри гиперкуба – область в простран-
стве моделей процесса. Его границы выбираются из
эмпирических соображений. Примем весьма об-
щие ограничения. Для объемных долей, исходя из
их физического смысла, справедливо .
Предельная концентрация масла в CO2 ограничена

значениями  [47, 48]. Для
коэффициента диффузии принято 3 × 10–13 м2 с–1 <
< Deff < 1 × 10–11 м2 с–1. Очевидно, что значение на-
чального содержания масла должно быть больше
нуля и не может превосходить плотности сырья
ρs = 430 кг м–3. Однако КВМ при j = 4 предпола-
гает, что θ0 > 80 кг м–3, и сырье не может полностью
состоять из чистого масла. Поэтому степень не-
определенности полного содержания целевых со-
единений в сырье до проведения опытов по СКФЭ
(априорная информация) достаточно охарактери-
зовать интервалом .

Апостериорная плотность вероятности Γ(μ)
описывает конечное состояние информации о
параметрах модели. Она объединяет априорную
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информацию о параметрах μ вместе с информа-
цией, полученной из эксперимента. Последняя
выражается функцией правдоподобия L(Yji|μ).

При записи функции L примем, что отдельные
наблюдения значений индивидуальной КВМ Yj
статистически независимы. Ошибка измерения
распределена по нормальному закону с нулевым
средним значением и дисперсией . Общее для
всех точек отдельной кривой значение дисперсии
оценивалось по стандартному правилу

где Nj – число точек на отдельной КВМ Yj. Оце-
ненные значения приведены в табл. 1. Оптималь-
ная модель  определялась в ходе предваритель-

ного сканирования двумерной области .
Она минимизирует логарифмическое правдопо-
добие отдельной КВМ

Заметим, что минимизация  по μj экви-
валентна решению обратной задачи по методу
наименьших квадратов и в отличие от байесов-
ского подхода характеризует единственную точку
пространства моделей.

Функция правдоподобия всего эксперимента
определена следующим образом:

(8)

Метод Монте-Карло для марковских цепей. Вы-
борка последовательности случайных точек μw,
w = 1, …W, по распределению Γ является реализа-
цией марковской цепи с использованием правила
Метрополиса–Гастингса. В силу высокой корре-
лированности параметров модели используется
алгоритм [31, 32]. Параллельно генерируется 2N
последовательностей (цепочек), где N – число па-
раметров в векторе μ. Очередное поколение w + 1
строится на основе текущего w по следующему
правилу. По порядку перебираются все цепочки.
Для текущей последовательности k = 1, … 2N слу-
чайным образом выбираются еще две цепи с ин-
дексами  и строится пробная модель
согласно правилу

где ξ – многовариантная нормально распреде-
ленная случайная величина с нулевым средним и
диагональной ковариационной матрицей. Дис-
персия по каждому направлению нормирована на
характерное значение параметра и составляет 10–4.
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Рекомендуемое оптимальное значение параметра
γ составляет  [30].

Если пробная модель  оказывается за пре-
делами гиперкуба, отвечающего априорному рас-
пределению ϕ, то заданием периодических гра-
ничных условий она возвращается внутрь обла-
сти допустимых моделей. Затем пробная модель

принимается, , с вероятностью

(9)

либо отвергается, и . Последнее равен-
ство в уравнении (9) учитывает, что в качестве
априорной вероятности принято равномерное
распределение, ϕ(μ) = const. В таком подходе не
требуется предварительное вычисление нормиру-
ющего множителя b в уравнении (7).

Существенным преимуществом рассматрива-
емого алгоритма является то, что он содержит
всего два подстроечных параметра, множитель γ и
диагональная ковариационная матрица случай-
ной величины ξ. Причем рекомендуемые в лите-
ратуре значения полностью удовлетворяют тре-
бованиям текущей работы.

В расчетах строились 91500 поколений. Из них
первые 1500 относились к стадии разогрева (англ.
burn-in) и в анализе не учитывались. Таким обра-
зом, обеспечивалась стационарность процесса. Из
оставшихся 90000 поколений принимался только
каждый девятый элемент для достижения незави-
симости отдельных элементов выборки. В резуль-
тате из отдельной цепочки сохранялись только 104

элементов. Окончательная выборка формирова-
лась объединением независимых элементов из
всех цепей с образованием множества из 
элементов. Представление о степени независи-
мости элементов выборки, построенной по тако-
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му алгоритму, дают диагональные элементы вы-
борочной автокорреляционной функции (ACF)
для одной цепочки. Для коэффициента диффузии
результат одного расчета представлен на рис. 3.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
Идентификация Deff по индивидуальным КВМ.

На рис. 4 показаны гистограммы плотности
маргинальной апостериорной функции распре-
деления

Гистограммы получаются в результате при-
ближенного интегрирования на основе выборки
по распределению. Высота столбца показывает
(нормированное) число попаданий элементов

Γ α= =Γ α …

( ) ( ) ( ) ( )
1

0

( ) , , 1( 4.)j j j j
D eff effD jdD

Таблица 1. Выборочная дисперсия  нормально распределенной ошибки измерения, выборочные моменты

распределений  и оптимальное значение Deff, оцененные по индивидуальной КВМ Yj (θ0 = 206.8 кг м–3

и  = 14.075 кг м–3)

a Оптимальное значение отвечает максимальному правдоподобию в выборке по распределению. b Отношение стандартного
отклонения к среднему значению выборки.

j
Оптимальное 

значениеa, м2 с–1
Среднее значение,

м2 с–1
Стандартное 

отклонение, м2 с–1
Коэффициент 
вариацииb, %

1 2.5 35

2 1 26

3 1.3 17

4 1.2 11

σ j

Γ( )( )j
D effD

θ*

σ × 310j

−× 124.65 10 −× 123.26 10 −× 121.14 10
−× 122.15 10 −× 122.30 10 −× 120.59 10
−× 122.20 10 −× 122.26 10 −× 120.39 10
−× 122.64 10 −× 122.66 10 −× 120.30 10

Рис. 3. Типичная выборочная автокорреляционная
функция, построенная согласно изложенному алго-
ритму, на примере диагонального элемента Deff авто-
корреляционной матрицы многопараметрической
модели.
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выборки в соответствующий интервал. Сумма пло-
щадей столбцов нормирована на единицу. Каждый
график j (числа 1–4 у кривых) и исходная плот-
ность вероятности  получены в результа-

те адаптации двух параметров, , по
индивидуальной КВМ Yj. Значения θ0 = 206.8 кг м–3

и  = 14.075 кг м–3 фиксированы.

Отдельным столбцом в табл. 1 сведены опти-
мальные значения Deff, отвечающие модели  с
максимальным значением правдоподобия (8).
Остальные столбцы содержат моменты распреде-
лений . В двухпараметрической постановке
обратной задачи первый момент (среднее значе-
ние Deff по распределению ) практически не
отличается от оптимальной величины, принима-
ет весьма близкие значения для кривых j = 2, 3 и
лишь немного отличается от значения, характе-
ризующего кривую j = 4. В то же время именно
КВМ, отвечающая наиболее грубому измельче-
нию, дает наиболее точную оценку коэффициен-
та диффузии. Для нее коэффициент вариации яв-
ляется наименьшим и составляет всего 11%. Ка-
чественно иная гистограмма наблюдается для
кривой j = 1.

Увеличение информативности индивидуаль-
ного эксперимента в отношении Deff с увеличени-

ем  можно объяснить границами применимо-
сти принятой схематизации (2)–(5) СКФЭ. Так,

Γ α( ),( )j
effD

=μ α( ) ( ){ , }j j
effD

θ*

μ( )j

Γ( )j
D

Γ( )j
D

( )
2

ja

модель SC (2)–(3), являясь главным членом раз-
ложения более общей микромасштабной схема-
тизации [38], полностью игнорирует сопротивле-
ние клеточных мембран. Обобщенная модель [38]
характеризуется критерием подобия

где βс – коэффициент массоотдачи клеточных
мембран, ac – радиус клетки. Все величины, вхо-
дящие в комплекс Π, кроме a2, принимаются по-
стоянными для сырья в заданных термодинами-
ческих условиях. Процесс СКФЭ тем точнее
описывается в рамках подхода SC, чем точнее
выполняются условия: (1) высокая начальная
масличность сырья, , и (2) малое харак-
терное время ac/βc диффузии масла через кле-
точную мембрану, Π  1. Соответственно при
более тонком измельчении значение Π падает, и
динамика СКФЭ все более зависит от ac/βc. Та-
ким образом, на физическом уровне описания
процесса падает точность самой модели (2)–(5),
на которой базируется решение обратной задачи.

Расхождение средних (и оптимальных) значе-
ний для оценок Deff между тремя КВМ, j = 2–4,
может быть также объяснено с привлечением
идей теории подобия. Из анализа размерностей
следует, что в пределе Π → ∞ независимым кри-
терием подобия для индивидуальной КВМ Y
остается отношение двух характерных времен

Именно наиболее правдоподобное значение 
определяется в ходе адаптации модели (2)–(5), на-
пример, по методу наименьших квадратов. И лишь
затем пересчитывается соответствующее значение
коэффициента

Как правило, величины v, H и ε считаются за-
данными точно. Однако размер  крупных частиц
неизвестен в связи с тем, что он является эффек-
тивным и характеризует “в среднем” полидисперс-
ный ансамбль просеянных частиц измельченного
сырья. Единственным разумным ограничением на
выбор  видится размер отверстий сит 
ограничивающих рассматриваемую фракцию.
Следовательно, каждая экспериментальная КВМ
может быть охарактеризована спектром значений
коэффициента диффузии . После фик-

сации  по методу наименьших квадратов не-
определенность в Deff сохраняет одну степень сво-
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Рис. 4. Гистограммы плотности  апостериорных
маргинальных функций распределения для значений
эффективного коэффициента диффузии Deff, оце-
ненных по индивидуальным КВМ j = 1 … 4 (числа у
кривых). Сплошные линии – параметрическая ап-
проксимация полученных гистограмм нормальным
распределением. КВМ j = 1 неинформативна в отно-
шении Deff.
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боды. Если одновременно анализируется серия
КВМ, то эффективные значения  не могут за-
даваться произвольно, так как обратная задача
оценки коэффициента диффузии становится пе-
реопределенной. Одновременно получается на-
бор разных значений Deff в количестве, равном
числу анализируемых КВМ.

В настоящей работе , j = 1, … 4, зафиксиро-
ваны согласно рекомендации авторов оригиналь-
ной работы [7], что позволяет установить взаимно
однозначное соответствие между  и  при
анализе индивидуальной КВМ. Однако, как сле-
дует из рис. 4, такой выбор размеров частиц при-
водит к несогласованным наиболее правдоподоб-
ным значениям Deff между индивидуальными КВМ
и не является строго обоснованным.

За счет небольшого изменения фиксирован-
ных значений  внутри соответствующего ин-
тервала  гистограммы на рис. 4 могут
быть смещены так, что их максимумы будут отве-
чать единому значению Deff. Следовательно, ис-
тинная погрешность в идентификации значения

 определяется и неточностью задания размера
крупных частиц в навеске и должна быть выше,
чем найдено в настоящей работе. В этой связи бо-
лее адекватной видится постановка обратной за-
дачи в рамках байесовского подхода, когда 
трактуется как случайная величина и является па-
раметром, подлежащим идентификации анало-
гично объемной доле α(j) пыли. Аналогичным об-
разом на точность оценок влияет и пористость
зернистого слоя. Однако расширение параметри-
зации модели μ усиливает коррелированность па-
раметров, и столь общая постановка здесь не рас-
сматривается.

Как и ожидалось, эксперимент при наиболее
тонком измельчении, j = 1, является наименее ин-
формативным в отношении эффективного коэф-
фициента диффузии. В течение начального линей-
ного этапа КВМ Y1 зернистый слой истощается в
значительной степени. Лишь два последних экспе-
риментальных значения принадлежат завершаю-
щему нелинейному этапу. На соответствующей
маргинальной плотности распределения  от-
сутствует ярко выраженный максимум. Следова-
тельно, любое значение из выбранного интервала
имеет примерно одинаковые шансы быть истин-
ным значением оцениваемого параметра Deff.

На основе выполненного анализа можно пред-
положить, что для оценки эффективного коэф-
фициента диффузии при заданных давлении и
температуре процесса по единственному экспе-
рименту подойдет навеска сырья наиболее грубо-
го помола, a2 ~ 1 мм. Однако с учетом неопреде-
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effD
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Γ(1)
D

ленности задания a2 для более точной идентифи-
кации может потребоваться проведение серии
экспериментов.

Идентификация всех параметров по индивиду-
альной КВМ. Рассмотрим возможность одновре-
менной идентификации всех трех параметров сы-
рья θ0,  и Deff по индивидуальному эксперимен-
ту при известном эффективном среднем размере
a2 основной фракции. Доля α(j) также подлежит
оцениванию. Параметризация модели представля-
ется вектором , j = 1, … 4.

Плотность  маргинальной функции
распределения для концентрации насыщения 

получается интегрированием плотности  сов-
местной функции распределения по остальным
переменным

Соответствующие гистограммы приведены на
рис. 5. Выборочные моменты сведены в табл. 2. В
то время как отдельные КВМ позволяют с высокой
точностью оценить наиболее правдоподобное зна-
чение , они получаются несколько разными. Это
различие составляет ~5%, что на порядок выше ко-
эффициента вариации для отдельных КВМ.

Наблюдаемое расхождение значений в разных
строках табл. 2 можно объяснить на основе урав-
нения (6). Именно наклон начального линейного
участка КВМ наиболее информативен в отноше-
нии параметра . Точность его идентификации
непосредственно связана с точностью задания
массового расхода растворителя Qf, оценки его
плотности ρf в рассматриваемых условиях и мас-
сы навески ms. Естественно ожидать, что точность
контроля значений этих параметров лежит в ин-
тервале 5–10%. Однако в отдельных эксперимен-
тах [9] расхождение между безразмерными значе-
ниями /ρf для отдельных КВМ доходит до 40%.
Объяснение столь сильному расхождению в на-
стоящее время не предложено.

Два других параметра, коэффициент диффу-
зии и полное содержание целевых соединений,
преимущественно идентифицируются по завер-
шающему нелинейному участку КВМ. Поэтому
они сильно коррелированы. Эту связь в рамках
микромасштабной модели SC можно выразить
следующим образом. В зависимости от значения
Deff фронт выработки R(t) проникает вглубь ча-
стицы на разную кажущуюся глубину Δ(Deff). Со-
ответственно, средний объем транспортной зоны

θ*

μ ≡ μ θ θ α=( ) ( )
0( )  , , ,*

j j
efffull D

Γ θ( )
, )**(j

full

θ*
Γ( )j

full

∞+ +∞

Γ θ

Γ θ θ α α θ

=

=   

( )
,

( ) ( )
1

0 0 0

( )
0 0

( )

, ,

*

.

*

( , )*

j
full

j j j
full eff effD dDd d

θ*

θ*

θ*



ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ХИМИЧЕСКОЙ ТЕХНОЛОГИИ  том 56  № 1  2022

ОЦЕНКА ПАРАМЕТРОВ МОДЕЛИ ПРОЦЕССА 81

в крупных частицах на момент окончания экс-
тракции можно оценить как

где  – средняя объемная доля транспортной
зоны в частицах a2 к завершению экстракции.
При этом среднее количество масла, извлеченное
из этих частиц за тот же период времени,

измеряется в ходе эксперимента и поэтому явля-
ется инвариантным по отношению к моделям μ.
Таким образом, экспериментальные данные фак-

π= π Δ ≡ Δ =2 3 2
2 2 2 22

4 , 4 ( )
3

,
3effV a aa sD s

2s

Δ θ=(exp)
2 20m V

тически устанавливают связь θ0 Δ(Deff) = const
между θ0 и Deff для заданного измельчения сырья.

В данной работе зафиксирована высокая
априорная степень неопределенности параметра
θ0. Соответственно, неопределенным остается и
коэффициент диффузии. Рассмотрим результаты
оценки этого параметра на основе соответствую-
щей плотности  маргинальной функции
распределения. Полученные гистограммы приве-
дены на рис. 6. Выборочные моменты сведены в
табл. 3.

Каждая гистограмма характеризуется глобальным
максимумом в области значений Deff ~ 10–12 м2 с–1.

Γ θ( )
,D )*(j

full

Рис. 5. Гистограммы плотности  апостери-
орных маргинальных функций распределения, полу-

ченных в результате оценки параметров модели 
на основе индивидуальной КВМ, j = 1, … 4 (числа у
кривых). Сплошные линии – параметрическая ап-
проксимация гистограммы нормальным распределе-
нием.
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Таблица 2. Выборочные моменты распределений  и  и оптимальное значение , оцененные
по индивидуальной КВМ Yj или серии КВМ YJ

a Оптимальное значение отвечает максимальному правдоподобию в выборке по распределению. b Отношение стандартного
отклонения к среднему значению выборки.

j/J
Оптимальное 

значениеa, кг м–3
Среднее значение,

кг м–3
Стандартное отклонение, 

кг м–3
Коэффициент 
вариацииb, %

1 13.85 13.85 0.0454 0.3
2 13.68 13.66 0.03 0.2
3 13.95 14.03 0.055 0.4
4 13.53 13.4 0.11 0.8

1, 4 13.78 13.79 0.042 0.3
1–4 13.75 13.75 0.022 0.16
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Рис. 6. Гистограммы  апостериорных мар-
гинальных функций распределения для значений эф-
фективного коэффициента диффузии Deff в результа-

те оценки параметров модели  на основе индиви-
дуальной КВМ. Линии – непараметрическая
аппроксимация гистограммы непрерывной функци-
ей [50]. Сами гистограммы не приведены.
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Однако максимум не является выраженным.
Плотность распределения  при-
нимает близкие значения на всем интервале, фак-
тически оставаясь плотностью равномерного рас-
пределения. Этот результат принципиально от-
личается от предыдущего раздела, где значения 
и θ0 были зафиксированы. Таким образом, ни од-
на индивидуальная КВМ не является информа-
тивной в отношении параметра Deff в условиях,
когда неопределенным остается параметр θ0. Эту
ситуацию отражают высокие значения коэффи-
циента вариации и дисперсии в табл. 3. С некото-
рой долей уверенности можно лишь оценить по-
рядок величины коэффициента диффузии.

Так как набор групп извлекаемых соединений
существенно определяется используемым рас-
творителем, давлением и температурой, эффек-
тивное содержание θ0 также возможно оценить
только из эксперимента по СКФЭ. Для этого так-
же предлагается использовать байесовский под-
ход. Гистограмма соответствующей маргиналь-
ной плотности распределения

показана на рис. 7 для всех КВМ. Ее выборочные
моменты сведены в табл. 4.

Полученные гистограммы существенно асим-
метричны, характеризуются сильно выраженным
правым хвостом и резко обрываются слева от ло-
кального максимума. В то же время положение
максимума и нижняя граница носителя функции

 сдвигаются в область больших значений
θ0 с уменьшением a2. Это связано с тем, что мож-
но записать оценку

Γ ≈( )
, ( ) constj

full D effD

θ*

+ +∞ ∞

=

=

Γ θ

Γ θ θ α α θ  

( )
,0

( ) ( ) ( )

0
0

0
1

0 0

( ,

(

,* *, )

)j
full

j j j
full eff effD dd D d

Γ θ( )
0,0( )j

full

где Δm(exp) – количество масла, извлеченного из
зернистого слоя за время эксперимента. Значе-
ние Δm(exp) растет с уменьшением a2 и определяет
нижнюю границу интервала возможного измене-
ния θ0.

Выраженный правый хвост гистограммы свя-
зан с тем, что оценивание θ0 эквивалентно экс-
траполяции КВМ вплоть до момента полного ис-
тощения зернистого слоя. Поведение КВМ до-
стоверно неизвестно на временах, больших по

θ ε−Δ ≤(exp)
0(1 ) ,m HS

Таблица 3. Выборочные моменты распределений  и  и оптимальное значение Deff, оценен-
ные по индивидуальной КВМ Yj или серии КВМ YJ

a Оптимальное значение отвечает максимальному правдоподобию в выборке по распределению. b Отношение стандартного
отклонения к среднему значению выборки.

j/J
Оптимальное

значениеa, м2 с–1
Среднее значение,

м2 с–1
Стандартное

отклонение, м2 с–1
Коэффициент 
вариацииb, %

1 61

2 64

3 65

4 52

1, 4 12

1–4 13

Γ( )
,D( )j

full effD Γ( )
,D( )J

full effD

−× 123.95 10 −× 124.74 10 −× 122.88 10
−× 128.3 10 −× 124.42 10 −× 122.85 10
−× 126.53 10 −× 124.32 10 −× 122.81 10

−× 125.4 10 −× 125.12 10 −× 122.64 10
−× 122.51 10 −× 122.54 10 −× 120.305 10

−× 122.1 10 −× 122.02 10 −× 120.271 10

Рис. 7. Гистограммы  апостериорных марги-
нальных функций распределения (j = 1–4 – числа у
кривых) для значений полного начального содержа-

ния θ0 в результате оценки параметров модели  на
основе индивидуальной КВМ. Сплошные линии –
непараметрическая аппроксимация гистограммы не-
прерывной функцией [50].
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сравнению с продолжительностью эксперимента.
Поэтому имеющиеся экспериментальные данные
не позволяют полностью исключить возможность
того, что истинное значение θ0 окажется выше по-
ложения максимума гистограммы. Особенно это
выражено для КВМ j = 4, отвечающей наиболее
грубому помолу. Для нее Δm(exp) принимает наи-
меньшее значение, а также велико время, необхо-
димое для полного истощения зернистого слоя.
Данная проблема выражена в большей степени при
исследовании процессов экстракции, где сорбци-
онные механизмы являются определяющими [49].

Здесь важно отметить, что оценивание пара-
метра θ0 по индивидуальной КВМ имеет смысл
только для достаточно тонкого измельчения. В
остальных случаях оценка по методу наибольше-
го правдоподобия является неверной.

Формирование выраженного максимума на ги-
стограмме наблюдается с уменьшением характер-
ного размера a2. Самой информативной оказывает-
ся КВМ при j = 1, характеризуемая наиболее пол-
ным истощением зернистого слоя. Максимум на
гистограмме наблюдается в области θ0 = 208–
224 кг м–3, что позволяет уточнить оценку исход-
ного содержания масла до уровня 48.4–52.1%. В
результате наблюдения КВМ Y1 при малом харак-

терном размере  исчезающе малым становится
шанс того, что истинное полное содержание ле-
жит в интервале θ0 < 206 кг м–3.

Таким образом, индивидуальные КВМ в зави-
симости от среднего размера a2 частиц крупно-
дисперсной фракции позволяют с высокой точ-
ностью оценить наиболее правдоподобные зна-
чения отдельных параметров. Так, концентрация
насыщения может быть определена по любой
КВМ. Однако оценка полного содержания требует
выполнения эксперимента при возможно тоньшем
измельчении сырья. Но при стремлении a2 к нулю
теряется информация о коэффициенте диффузии
Deff. Таким образом, минимальный план экспери-
мента должен включать экстракцию как для тонко-

(1)
2a

го, так и для грубого измельчения сырья чтобы
обеспечить высокую точность идентификации
всего набора параметров при заданных термоди-
намических условиях процесса.

Оценивание по совокупности кривых. Сравним
информативность эксперимента по СКФЭ для
двух фракций, J = {1, 4}, и для всех четырех заре-
гистрированных КВМ, J = {1, … 4}. В каждом слу-
чае определялись все три параметра сырья

 и необходимое количество (по числу
анализируемых КВМ, 2 или 4 объемных долей
пылевой фракции . Вторая постановка об-
ратной задачи, J = {1, … 4}, позволяет учесть всю
доступную информацию о косвенно измеряемых
параметрах . Однако, как следует из
рис. 8, избыточная по отношению к случаю J = {1, 4}
информация оказывается несущественной. Здесь
пунктирные линии аппроксимируют гистограм-
мы, изображенные на рис. 5–7, и приведены для
удобства визуального сравнения результатов ре-
шения обратной задачи в разных постановках.

Полученные оптимальное и среднее по рас-
пределению значения, а также соответствующее
стандартное отклонение сведены в двух послед-
них строчках табл. 2–4. Одновременный учет двух
серий экспериментов при малом и большом зна-
чении a2 позволил оценить все параметры сырья с
достаточно высокой точностью. Так, гистограм-
ма для коэффициента Deff характеризуется ярко
выраженным максимум, гистограмма для θ0 стала
более симметричной с весьма узким носителем.

Одновременный анализ всех четырех КВМ не
дает существенного уточнения оценок параметров.
Так, идентифицированное значение  можно счи-
тать точным в сравнении с неоднозначностью
остальных величин. Среднее значение θ0 измени-
лось на 2% при таком же коэффициенте вариации.
Наибольшая неопределенность сохраняется для
эффективного коэффициента диффузии, для кото-
рого коэффициент вариации в обоих случаях со-

θ θ0, ,*{ }effD

α( ){ }J

θ θ0, ,*{ }effD

θ*

Таблица 4. Выборочные моменты распределений  и  и оптимальное значение θ0, оцененные по
индивидуальной КВМ Yj или серии КВМ YJ

a Оптимальное значение отвечает максимальному правдоподобию в выборке по распределению. b Отношение стандартного
отклонения к среднему значению выборки.

j/J
Оптимальное 

значениеa, кг м–3
Среднее

значение, кг м–3
Стандартное

отклонение, кг м–3
Коэффициент 
вариацииb, %

1 212 214 7.19 3.3
2 200.22 203.8 16.12 8
3 170 201 46.8 23
4 126–205 180.88 61.06 34

1, 4 213.22 215 4.5 2
1–4 210 212 3.8 1.8

Γ θ( )
0,0( )j

full Γ θ( )
0,0( )J

full
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ставляет ~12%. При этом среднее значение по
распределению изменяется на ~20% при увеличе-
нии числа рассматриваемых КВМ с 2 до 4. По-
прежнему, это может быть связано с выбором
среднего размера частиц крупнодисперсной фрак-
ции a2 в навеске.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе на основе микромасштабной схема-
тизации сжимающегося ядра и квазистационар-
ного приближения процессов массопереноса на
уровне аппарата сформулирована обратная зада-
ча идентификации параметров высокомаслично-
го сырья в условиях СКФЭ. В эксперименте кос-
венно наблюдаются параметры сырья, такие как
коэффициент диффузии Deff, предельная концен-
трация насыщения  масла в растворителе и на-
чальная плотность целевых соединений θ0 в еди-

θ*

нице объема сырья. Измеряемой характеристи-
кой процесса является кривая выхода масла.
Показано, что отдельные параметры характери-
зуют разные участки КВМ.

В результате выполненной работы проанализи-
ирована информативность как отдельных КВМ в
отношении каждого параметра, так и всей серии.
Показано, что в типичных условиях низкой ин-
формированности о начальном маслосодержании
план эксперимента должен включать экстракцию
для двух характерных размеров частиц молотого
сырья, для крупной и мелкодисперсной фракций.
Первая КВМ фиксирует полное содержание, в то
время как вторая – коэффициент диффузии. Одно-
временная оценка всех трех параметров наряду с
(неизвестной) объемной долей пылевых частиц a1
в навеске по индивидуальным КВМ дает ошибоч-
ные значения. Одновременный анализ большего
числа КВМ не позволяет сущесвенно улучшить

Рис. 8. Сравнение гистограмм и их аппроксимаций (сплошные линии) непараметрическим распределением [50] для
плотностей маргинальных функций распределения параметров сырья θ0 (а),  (б) и Deff (в). Гистограммы некоторых
распределений не приводятся. Постановка задачи предполагает анализ двух или четырех КВМ, J = {1, 4} и J = {1, … 4}
(числа у кривых).
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полученные оценки параметров. Таким образом,
оказывается возможным сократить стоимость ла-
бораторного эксперимента за счет адекватного
его планирования.

Дальнейшая работа в данном направлении пред-
полагает учет неопределенности в задании харак-
терного размера частиц основной фракции частиц в
навеске. Наиболее разумной априорной оценкой
для a2 видится интервал  размеров от-
верстий сит, между которыми осела соответству-
ющая навеска сырья.

Исследование выполнено в рамках гранта Рос-
сийского фонда фундаментальных исследований
№ 19-31-60013. Создание алгоритма построения
выборки из распределения и его верификация
выполнены при поддержке средств гранта № 18-
41-160001 и частично Программы стратегическо-
го академического лидерства Казанского (При-
волжского) федерального университета.

Авторы выражают благодарность А.А. Заики-
ну, доценту кафедры математической статистики
КФУ, за полезные обсуждения в ходе подготовки
статьи.

ОБОЗНАЧЕНИЯ

радиус частиц сырья, м

размеры сит, ограничивающих рассматрива-
емую фракцию молотых частиц, м

c нормированная массовая концентрация 
масла в сверхкритическом флюиде в поровом 
пространстве
эффективный коэффициент диффузии
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