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Приведены оценки устойчивости стационарных состояний процесса микробиологического синтеза
на основе использования математических моделей кинетики, базирующихся на неструктурирован-
ном подходе. Объект исследования – непрерывный биотехнологический процесс, в котором поми-
мо биомассы получается целевой продукт. Оценка устойчивости выполнена с использованием мат-
рицы Гурвица. В процессе используется компонент, образующий дополнительное количество ос-
новного субстрата. Приведены пять этапов решения задачи: описание математической модели,
учитывающей биологические и технологические ограничения; определение стационарных состоя-
ний, для которых необходимо оценить условия устойчивости и расчет показателей процесса для
принятых стационарных состояний; формирование системы уравнений первого приближения (си-
стема линейных дифференциальных уравнений первого порядка с постоянными коэффициентами)
и оценка коэффициентов, отвечающих принятым стационарным состояниям; формирование мат-
рицы Гурвица и вычисление ее элементов; расчет показателей необходимого и достаточного усло-
вия устойчивости на основании матрицы Гурвица. Приведены три варианта вычисления элементов
матрицы Гурвица: получение характеристического уравнения по системе четырех дифференциаль-
ных уравнений первого приближения. Определены расчетные соотношения для коэффициентов
матрицы и вычислены коэффициенты в результате решения уравнения по системе первого прибли-
жения с введением собственных чисел. Проведена оценка устойчивости трех стационарных состо-
яний для величины протока D = 0.1, 0.2 и 0.3 ч–1.
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ВВЕДЕНИЕ

Молочная кислота CH3CHOHCOOH являет-
ся продуктом ферментативного метаболизма, ге-
нерируемая определенными микроорганизма-
ми. Молочная кислота может существовать в ви-
де двух оптических изомеров, отличающихся
пространственным расположением водородных
атомов и спиртовых гидроксилов: D(–) молоч-
ная кислота не усваивается организмом; L(+)
молочная кислота полностью усваивается орга-
низмом [1, 2]. Настоящий анализ относится к
L(+) молочной кислоте, получаемой непрерыв-
ной ферментацией.

Молочная кислота рассматривается как наи-
более полезный продукт для пищевой, космети-
ческой, фармацевтической, текстильной и хими-
ческой промышленности. Значение молочной

кислоты выросло в связи с возможностью ее ис-
пользования как мономера для получения био-
разлагаемых полимеров.

В работе [1] приведен достаточно подробный
анализ проблемы получения молочной кислоты, в
том числе с учетом pH среды, температуры и др.
Наиболее важным является представление перечня
штаммов микроорганизмов, продуцирующих мо-
лочную кислоту с указанием видов субстратов, ис-
пользуемых соответствующими штаммами (всего
61 штамм). Здесь же представлен перечень спосо-
бов ферментации, которые использовались в ряде
публикаций. Число способов содержит около 50
позиций, некоторые из которых повторяются для
различных видов штаммов. Основной вывод здесь
заключается в том, что наиболее часто в технологии
используются процессы периодической и непре-
рывной ферментации, реже с рециркуляцией кле-
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ток. Таким образом, в виде технологических аппа-
ратов чаще всего применяются реакторы с переме-
шиванием, реже аппараты со стационарным слоем,
с псевдоожиженным слоем, с волокнистой насад-
кой и др.

В обзоре [2] показано, что исследования по ма-
тематическому моделированию биотехнологиче-
ских процессов ориентировано на периодическую
ферментацию в аппаратах с перемешиванием.

Основополагающим при моделировании про-
цесса синтеза молочной кислоты является кине-
тика ее образования. Разнообразие штаммов,
производящих молочную кислоту, формирует
собственную кинетику. Приемлемые кинетиче-
ские соотношения (естественно, разные) приве-
дены в обзорной публикации [3]. В большинстве
исследований кинетика учитывает эффекты инги-
бирования биомассой, продуктом, субстратом и т.п.

Процесс непрерывного микробиологического
синтеза технологически реализуется в стационар-
ных условиях, т.е. показатели процесса не изменя-
ются во времени (концентрация биомассы, суб-
страта, продукта и т.п.).

При реализации синтеза в процессе всегда
имеют место возмущения (отклонения показате-
лей процесса от стационарного значения). Если
эти отклонения не приводят к нарушению техно-
логического процесса и с течением времени значе-
ния показателей возвращаются к первоначальным,
стационарное состояние полагается устойчивым. В
противном случае для реализации процесса требу-
ется внешнее управление.

Так как малых возмущений практически избе-
жать не удается, то, если при малых возмущениях
наблюдается нарушение технологического процес-
са, приводящее к невозможности обеспечения его
функционального назначения, процесс считается
неустойчивым в малом.

Математический анализ такого рода устойчиво-
сти или неустойчивости в малом получил название
“устойчивость первого приближения”, оценка ко-
торой возможна по условиям Гурвица. Подробный
математический анализ в доступной форме приве-
ден в работах [4, 5].

Анализ устойчивости стационарных состоя-
ний технологического процесса возможен с ис-
пользованием математической модели, воспроиз-
водящей с достаточной точностью поведение пока-
зателей процесса.

Процессы микробиологического синтеза доста-
точно широко распространены. Однако здесь речь
идет о промышленно значимых процессах получе-
ния целевых продуктов [6], в частности, получения
пищевых кислот [7].

Рассматриваемые процессы отвечают следую-
щим условиям: в процессе синтеза производится

биомасса X, получается целевой продукт P, расхо-
дуется основной субстрат S.

Сущность процесса определяется кинетикой
роста биомассы, основным показателем которой
является удельная скорость роста μ, т. к. биомасса
является продуцентом образования продукта. Со-
отношения для удельной скорости роста сформи-
рованы на основе неструктурированного подхода.

Математически удельная скорость роста для
рассматриваемого объекта является в общем слу-
чае нелинейной функцией X, S, P. Кроме того, в
процессе ферментации удельная скорость роста в
той или иной степени может быть ингибирована
каждым из показателей X, S, P. В этом случае воз-
можность ингибировании включается в матема-
тическое соотношение для μ.

Обращаясь к обзорам [2, 3], отметим, что для от-
дельных штаммов микроорганизмов при фермен-
тации образуются кроме целевого продукта побоч-
ные, иногда представляющие практическую цен-
ность. При этом таких продуктов образуется, как
правило, незначительное количество [8].

С другой стороны, т. к. сырье является наибо-
лее расходной статьей процесса, имеется тенден-
ция [2, 3] использовать воспроизводимое сырье.
Это отмечено в работах [8–10].

Особенность использования воспроизводимо-
го сырья проявляется в том, что в этом сырье мо-
гут быть компоненты, которые в процессе орга-
низации технологии дают дополнительное коли-
чество основного субстрата S. Так в работе [11]
пшеничная мука (whole-wheat flour, wheat flour) в
качестве сырья для ферментации содержит мальто-
зу, которая в процессе генерирует дополнительно
основной субстрат – глюкозу. Понятно, что это по-
вышает уровень эффективности использования
сырьевых ресурсов.

Математическая модель для стационарных
условий объекта исследования имеет вид:

(1)

(2)

(3)

(4)

где

(5)

Особенность объекта заключается в том, что в
потоке, поступающем в ферментер, кроме ос-
новного субстрата (например, глюкозы) S0, г/л,
содержится компонент, воспроизводящий основ-
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ной субстрат в процессе синтезе (например, маль-
тозу) – M0, г/л.

Решение уравнений математической модели
приведено ниже. В решении использовано понятие
продуктивности по молочной кислоте QP = DP:

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

НЕСТАЦИОНАРНЫЕ УСЛОВИЯ. 
УСТОЙЧИВОСТЬ

Математическая модель для нестационарных
условий
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Значения нестационарных переменных запи-
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Используя разложение функций F1, F2, F3 и F4
в ряд Тейлора для нестационарных условий, по-
лучим:

(17)

Аналогично (17) записываются значения функ-
ций F2, F3 и F4.

В разложении функций F1, F2, F3 и F4 в ряд Тей-
лора стационарные значения F1ст, F2ст, F3ст, F4ст
равны нулю и в результате получаем систему диф-
ференциальных уравнений:

(18)

(19)

(20)

(21)

Используя (17) и систему уравнений (11)–(15)
получены расчетные соотношения для ai, bi, ci, di,
представленные в табл. 1.

Обратим внимание, в табл. 1 константы d1, d3,
a4, b4, c4 равны нулю. Учет этих условий упрощает
систему (18)–(21).

Вывод дальнейших соотношений базируется
на упрощенной системе (18)–(21).

Для оценки устойчивости стационарных состо-
яний используются неравенства, полученные Гур-
вицем [1, 2], применение которых требует форми-
рования характеристического уравнения по систе-
ме (18)–(21).

Два варианта используются для получения ха-
рактеристического уравнения.

Для обоих вариантов возможность положи-
тельного решения об устойчивости стационарно-
го состояния определяет выполнение условия по-
ложительности коэффициентов характеристиче-
ского уравнения, т.е. все Pi > 0, где I = 0, 1, 2, 3, 4.

В данной публикации используется второй ва-
риант, по которому формируется определитель,
включающий собственные числа λ:

∂ ∂   = + δ + δ +   
   ∂ ∂

∂ ∂   + δ + δ   
   ∂ ∂

1 1
1 1ст 1 2

ст ст

1 1
3 4

ст ст
.

F FF F
X S

F F
P M

δ = δ + δ + δ + δ1
1 1 1 2 1 3 1 4;d a b c d

dt

δ = δ + δ + δ + δ2
2 1 2 2 2 3 2 4;d a b c d

dt

δ = δ + δ + δ + δ3
3 1 3 2 3 3 3 4;d a b c d

dt

δ = δ + δ + δ + δ4
4 1 4 2 4 3 4 4.d a b c d

dt
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(22)

Последовательно раскрываем определители.
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I. Первый определитель ×(a1 – λ):

(23)

II. Второй определитель ×(–b1):

(24)

III. Третий определитель ×(–c1):

( ) (
)

( )

− − + + −
− + − λ +

+ + + + + +
+ − λ − + + + λ + λ

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 1 2 4 1 3 4

1 2 3 2 3 4 2 3 4

1 3 1 4 1 2 2 3 2 4
2 3 4

3 4 2 3 3 4 2 1

(

) .

a b c d a c b d a b c a b d a c d
a c b b c d c b d

a c a d a b b c b d

c d c b c d b a

( )
( )

− +
+ + − λ − λ

1 2 3 4 1 2 3 4
2

1 2 3 1 2 4 1 2 3 1 2 .

b c a d b a c d

b a c b a d b c a b a

Таблица 1. Расчетные соотношения для вычисления коэффициентов уравнений (18)–(21)

Обозначение коэффициента Расчетная формула
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Характеристическое уравнение:
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Формируется определитель по матрице Гурви-
ца [1, 2]:

(28)

Для дальнейшего анализа устойчивости требу-
ется выполнение неравенств:

(29)

Необходимые и достаточные условия устойчи-
вости:

(30)

Числовой расчет оценки устойчивости
Числовой расчет выполнен для трех стацио-

нарных состояний, которые определяются значе-
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нием величины протока, т.е. для D = 0.1 ч–1; D =
= 0.2 ч–1; D = 0.3 ч–1.

Исходными данными являются уравнения ма-
тематической модели для стационарного состояния

Таблица 2. Численные значения констант для базового варианта

Km, г/л Ki, г/л μmax, ч–1 Xmax, г/л Pmax, г/л n1 n2 YX/S, г/г kM, ч–1 α, г/г β, ч–1

1.2 164 0.48 30 98.0 0.5 0.5 0.4 0.035 2.2 0.02

Таблица 3. Результаты моделирования процесса для трех
показателей D

Показатели 
процесса

X,
г/л

P,
г/л

S,
г/л

M,
г/л

QP,
г/(л ч)

D1 = 0.1 ч–1 24.41 58.58 4.16 14.81 5.86

D2 = 0.2 ч–1 17.67 40.64 18.8 17.02 8.13

D3 = 0.3 ч–1 6.48 14.69 45.89 17.91 4.40

Таблица 4. Значения констант для трех стационарных
состояний по D1 = 0.1 ч–1; D2 = 0.2 ч–1; D3 = 0.3 ч–1 для
системы (18)–(21)

D1 = 0.2 ч–1 D2 = 0.3 ч–1 D3 = 0.1 ч–1

a1 –0.1433 –0.04132 –0.21833

b1 –0.00697 –0.008226 0.11747

c1 –0.0308 –0.01166 –0.03096

d1 0 0 0

a2 0.8582 0.8533 0.7958

b2 0.02028 0.02056 –0.39369

c2 0.07701 0.02916 0.0774

d2 0.035 0.035 0.035

a3 0.14472 0.5891 –0.26033

b3 –0.017848 –0.0181 0.25845

c3 –0.2678 –0.3256 –0.1681

d3 0 0 0

a4 0 0 0

b4 0 0 0

c4 0 0 0

d4 –0.235 –0.335 –0.135
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(1)–(5), концентрация компонентов в поступаю-
щем потоке: S0 = 60 г/л; M0 = 20 г/л по работе [12].

Численные значения констант для уравнений
(1)–(5) приведены в табл. 2 на основе публика-
ций [13].

Показатели для трех стационарных состояний
приведены в табл. 3. В этой же таблице дана оцен-
ка величины продуктивности для каждого стаци-
онарного состояния

Численные значения коэффициентов уравне-
ния (18)–(21) приведены в табл. 4.

Значения констант ai, bi, ci, di для трех стацио-
нарных состояний вычислены по табл. 1 для по-
казателей в поступающем потоке: S0 = 60 г/л; M0 =
= 20 г/л.

Для вычисления значений ai, bi, ci, di использо-
ваны также данные табл. 3.

Далее вычисляются значения P0, P1, P2, P3, P4
по формулам (29), полученным по второму вари-
анту. Значения приведены в табл. 5.

Для оценки устойчивости приведем данные,
полученные по (30). Данные в табл. 6.

Результаты расчетов показали следующее. По-
скольку для первого стационарного состояния
при D = 0.1 ч–1 один из коэффициентов характе-
ристического уравнения меньше нуля (P4 < 0,
табл. 5), стационарное состояние определяется
как неустойчивое. Аналогично показал и расчет
величины Δ4 < 0 (табл. 6).

Оба следующих стационарных состояния при
D = 0.2 ч–1 и D = 0.3 ч–1 устойчивы по всем пока-
зателям.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В заключение отметим, что описанная методо-

логия является достаточно общей и может быть
использована и для других видов кинетических

соотношений, в том числе и для процесса, в кото-
ром не используется компонент, воспроизводящий
основной субстрат в промессе синтеза. Единствен-
ным ограничением является то, что анализ базиру-
ется на условиях первого приближения, т.е. при ма-
лых возмущающих воздействиях. Судить об устой-
чивости при больших возмущающих воздействиях
этот анализ возможности не дает.

Работа выполнена при финансовой поддержке
РХТУ им. Д.И. Менделеева.

ОБОЗНАЧЕНИЯ

ИНДЕКСЫ

D величина протока, ч–1

Ki константа ингибирования, г/л
Km константа насыщения субстрата, г/л
kM константа, определяющая количество воспро-

изведенного субстрата, ч–1

M концентрация сырья, дополнительно воспро-
изводящего субстрат, г/л

X концентрация биомассы, г/л
P концентрация продукта, г/л
QP продуктивность, г/(л ч)
S концентрация субстрата, г/л
YX/S стехиометрический коэффициент, г/г
μ удельная скорость роста микроорганизмов, ч–1

α, β константы

0 начальное значение
max максимальное значение

Таблица 5. Значения P0, P1, P2, P3, P4 для трех значений D

D P0 P1 P2 P3 P4

0.1 1.0 1.277 × 10–1 1.726 × 10–1 9.03 × 10–3 –9.74 × 10–6

0.2 1.0 5.258 × 10–1 9.456 × 10–2 1.172 × 10–2 3.19 × 10–4

0.3 1.0 4.8136 × 10–1 6.83 × 10–2 8.55 × 10–3 7.0 × 10–4

Таблица 6. Показатели для оценки условий устойчивости

D Δ1 Δ2 Δ3 Δ4

0.1 1.277 × 10–1 1.3 × 10–2 1.3 × 10–4 –1.266 × 10–9

0.2 5.258 × 10–1 3.8 × 10–2 3.57 × 10–4 3.74 × 10–6

0.3 4.8 × 10–1 2.436 × 10–2 4.58 × 10–5 3.2 × 10–8
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