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Рассматривается задача повышения точности оценивания качества конечного продукта в условиях
малого набора обучающего сегмента данных, который расширяется с использованием физически
обоснованной модели (first principles model) массообменного технологического процесса производ-
ства метил-трет-бутилового эфира (МТБЭ). Показано, что предлагаемый подход превосходит дру-
гие методы построения статистических моделей (виртуальных анализаторов) для задачи оценива-
ния качества конечных продуктов, так как позволяет учитывать физически обоснованные зависи-
мости и характеристики технологического процесса, что в итоге приводит к повышению уровня
адекватности разрабатываемой модели. Определены условия целесообразности применения физи-
чески обоснованной модели массообменного технологического процесса в алгоритме при построе-
нии статистических моделей для оценки показателя качества конечного продукта в условиях пара-
метрической неопределенности эффективности массопереноса по Мерфри и параметров бинарно-
го взаимодействия между димерами изобутилена и компонентами из системы производства МТБЭ.
В качестве критерия эффективности расширения обучающей выборки предлагается использовать
площадь области пересечения распределений выходной переменной между ее значениями в расши-
ренной обучающей и тестовой выборках.
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ВВЕДЕНИЕ
Управление технологическими процессами

(ТП) с целью повышения качества конечных про-
дуктов является одной из главных задач в промыш-
ленности. Постоянный контроль качества выпус-
каемой продукции играет определяющую роль в
управлении, минимизации издержек производ-
ства и повышении безопасности. Учитывая тен-
денцию к использованию систем усовершенство-
ванного управления на основе статистических
моделей для оценки показателей качества (вирту-
альных анализаторов) в реальном времени, со-
вершенствование и разработка новых подходов
для их построения в условиях малых обучающих
выборок представляют собой актуальную тему
исследования [1–5]. Под виртуальными анализа-
торами (ВА) понимаются различные статистиче-
ские математические модели (регрессионные,

нейронные сети, нейро-нечеткие модели и т.п.),
которые используются для оценки определенных
физических величин или качества продукции в
производственных процессах на основе доступ-
ных измерений [6, 7]. Для построения ВА исполь-
зуются выборки исторических данных, содержа-
щие значения целевого показателя качества, так и
измеряемых технологических переменных про-
цесса, коррелирующих с ним [8, 9]. ВА создают
информационную базу для формирования опти-
мального управления как отдельными химико-
технологическими процессами, так и всем цик-
лом технологического производства.

Используемые для построения ВА методы бы-
ли существенно улучшены, однако, в большин-
стве случаев они сосредоточены на подходах, ос-
нованных на глубоком обучении [10–12] и регрес-
сии [13]. Следует отметить, что при разработке и
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внедрении ВА в системы усовершенствованного
управления технологическими процессами для
оперативного контроля качества конечных про-
дуктов, одной из важнейших проблем, с которой
сталкиваются, – это репрезентативность обучаю-
щей выборки исторических данных [14–17]. От
размера обучающей выборки и ее характеристик
будет зависеть точность модели оценки показате-
лей качества конечных продуктов и эффектив-
ность применения алгоритмов и методов для ее
разработки [18, 19].

Высокая стоимость лабораторных исследова-
ний, нелинейность технологического процесса,
наличие случайного шума, отсутствие данных
технологического режима на всем диапазоне из-
менения качества продукта приводит к неэф-
фективности применяемых методов при разра-
ботке модели (ВА) и снижение ее работоспособ-
ности на другом диапазоне функционирования
установки. В связи с этим задача построения адек-
ватной модели для оценки качества конечных про-
дуктов в условиях малой выборки данных остается
актуальной [18–20].

При построении ВА (или моделей) для оценки
показателей качества конечных продуктов в усло-
виях малых выборок широкое распространение
получили бутстрэп метод [21] и метод складного
ножа [22]. Данные методы позволяют оценить па-
раметры ВА путем формирования новых выборок
из исходного набора данных. Используемые мето-
ды отличаются друг от друга подходом к форми-
рованию выборок. В первом случае формируют-
ся бутстрэп выборки путем извлечения элемен-
тов из исходного набора данных случайным
образом несколько раз. При использовании
концепции складного ножа формируются под-
выборки складного ножа путем удаления i-ой
строки из исходного набора данных.

В [23, 24] рассмотрен подход к работе с малым
исходным набором данных на основе генерации
виртуальной выборки методом оптимизации роя
частиц. Этот метод заполняет “пропуски” между
значениями данных выборки за счет добавления
новых сгенерированных виртуальных наблюдений.
Применение вышеуказанных методов эффектив-
но, если обучающая выборка содержит в себе дан-
ные технологического процесса на всем диапазоне
изменения качества конечного продукта.

В настоящей работе предлагается алгоритм по-
строения модели (виртуального анализатора) для
оценки качества конечного продукта (МТБЭ), от-
личающийся от известных подходов к построению
моделей в условиях малых выборок тем, что осно-
ван на расширении обучающей выборки или повы-
шению ее репрезентативности путем добавления
данных, полученных с использованием физически
обоснованной математической модели технологи-
ческого процесса.

ОПИСАНИЕ ПРОМЫШЛЕННОГО 
ТЕХНОЛОГИЧЕСКОГО ПРОЦЕССА

И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассматривается массообменный технологиче-

ский процесс получения высокооктановой добавки
бензинов – метил-трет-бутилового эфира (МТБЭ).
Схема процесса производства МТБЭ представлена
на рис. 1.

При производстве МТБЭ особое внимание
уделяется выбору соотношения изобутилен-ме-
танол. Количество подаваемого метанола опреде-
ляется в зависимости от расхода бутан-бутилено-
вой фракции (ББФ) и содержания изобутилена в
ней. Определение и поддержание соотношения
компонентов осуществляется на основании опы-
та технолога. При неправильном задании расхода
метанола относительно расхода ББФ количество
непрореагировавшего метанола на выходе реак-
тора может быть либо больше, либо меньше тре-
буемого значения. В обоих случаях это приводит
к перерасходу исходного сырья, недополучению
готовой продукции и снижению ее качества. По
окончании процесса массовая доля метил-трет-
бутилового эфира марки А должна быть не менее
98% в конечном продукте, а массовая доля мета-
нола (МеОН) не должна превышать 1.5%.

Основная химическая реакция (образование
МТБЭ) в реакционной зоне протекает в результа-
те взаимодействия изобутилена (IB), содержаще-
гося в ББФ, с метанолом на сульфокатионитном
катализаторе:

(1)
В условиях недостаточного количества мета-

нола изобутилен димеризуется с образованием
побочного продукта диизобутена (DIB), кото-
рый состоит из изомеров 2,4,4-триметилпентена-1
(2,4,4-TMП-1) и 2,4,4-триметилпентена-2 (2,4,4-
ТМП-2) [25, 26].

(2)

(3)

При построении моделей для оценки качества
МТБЭ в обучающей выборке в реальных услови-
ях часто наблюдается полное отсутствие данных
технологического режима в области верхней гра-
ницы диапазона качества продуктов (приближе-
ния параметров объекта управления к границам,
обозначенным технологическим регламентом) ли-
бо частичное отсутствие данных в области всего
диапазона технологического режима (рис. 2).

Отсутствие информации по качеству конеч-
ных продуктов, соответствующей текущему ре-
жиму технологического процесса, вынуждает опе-
раторов поддерживать режимы, обеспечивающие
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большой запас по качеству продуктов. Тем самым
повышается расход энергии и увеличивается стои-
мость конечного продукта. В связи с этим рассмат-
ривается задача построения модели для оценки со-
держания метанола в конечном (нижнем) продукте
производства МТБЭ в условиях малой обучаю-
щей выборки с отсутствием данных технологиче-
ского режима во всем диапазоне изменения каче-
ства продуктов.

Пусть N обозначает количество наблюдений, а
nU и nY обозначают количество входных и выход-

ных переменных,  и  Для обу-

чающего набора данных   зада-
ча состоит в том, чтобы построить некоторую
функцию f, связывающую вход и выход. Таким

×∈ UN nU R ×∈ .YN nY R
×∈ ,UN nU R ×∈ 1NY R

образом модель для оценки показателя качества
конечного продукта ( ) в общем виде имеет вид:

(4)

В качестве входных переменных выбираются
наиболее коррелируемые с выходом (концентра-
ция метанола в МТБЭ) следующие переменные:
u(1) – расход метанола в реактор, м3/ч (FIC4); u(2) –
реакционная масса в нижнюю ректификацион-
ную колонну, м3/ч (FIC1); u(3) – давление вверху
нижней ректификационной колонны, кгс/см2

(PI2); u(4) – температура ректификационной сме-
си, поступающая в нижнюю ректификационную
колонну, °C (TI4); u(5) – температура куба нижней
ректификационной колонны, °C (TI1); u(6) – тем-
пература углеводородной смеси, отходящей свер-

Ŷ

( )= β̂ˆ , .Y f U

Рис. 1. Массообменный технологический процесс производства метил-трет-бутилового эфира: 1 – реактор предвари-
тельного синтеза; 2 – верхняя ректификационная колонна; 3 – реакционно-ректификационный аппарат; 4 – нижняя
ректификационная колонна; 5 – смеситель; 6 – емкость; ББФ – бутан-бутиленовая фракция; ББФотр – отработанная
бутан-бутиленовая фракция; МеОН – метанол; МТБЭ – метил-трет-бутиловый эфир.
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ху нижней ректификационной колонны, °C
(TI2); u(7) – температура на 5-ой тарелке нижней
ректификационной колонны, °C (TIC1); u(8) –
расход метанола в смеситель, м3/ч (FIC5); u(9) –
расход бутан-бутиленовой фракции в смеситель,
м3/ч (FIC6);  – вектор параметров модели.

Общий размер исходной обучающей выборки
составляет  Для оценки эффективности
предлагаемого алгоритма использовалась тесто-
вая (контрольная) выборка размером 

Эффективность построенных моделей оценива-
ется с помощью коэффициента детерминации R2 и
абсолютной средней ошибки:

(5)

(6)

где  – измеряемое значение выходной перемен-
ной, мас. %;  – ее значение, полученное на ос-
нове модели для оценки показателя качества ко-
нечного продукта, мас. %;  – среднее значение
наблюдаемой выходной переменной, мас. %.

β̂

=tr.s 42.N

=te.s 18.N

= =
= − − − 2 2 2

1 1

ˆ1 ( ) ( ) ;
N N

n n n
n n

R Y Y Y Y

=
= −

1

1 ˆ ,
N

n n
n

MAE Y Y
N

nY

n̂Y

Y

ИСПОЛЬЗУЕМЫЕ МЕТОДЫ ПОСТРОЕНИЯ 
МОДЕЛЕЙ ДЛЯ ОЦЕНКИ ПОКАЗАТЕЛЕЙ 

КАЧЕСТВА КОНЕЧНЫХ ПРОДУКТОВ
Применение того или иного метода при постро-

ении ВА в условиях малой выборки ограничено та-
кими факторами как зашумленностью исходных
данных, проблемой выбора структуры модели, на-
личием сильной корреляции между входами, нели-
нейностью технологических процессов, переобу-
чением модели и т.д. Оценить оптимальность при-
менения того или иного метода можно по
критериям точности полученных моделей [см. (5)
и (6)]. Широкое распространение в промышлен-
ности получили проекционные методы. Они поз-
воляют выделить латентные (скрытые) перемен-
ные, определить эффективную размерность дан-
ных, удалить их шумовую составляющую и, как
следствие, снизить риск переобучения моделей и
тем самым улучшить их качество [27]. В связи с
этим для построения моделей оценки целевого
показателя качества используется метод проек-
ций на латентные структуры [28–31].

Метод проекций на латентные структуры

Оценка  с помощью метода проекций на
латентные структуры (ПЛС) для А главных ком-
понент осуществляется как: 
где Р – матрица нагрузок U, Q – матрица нагрузок

βПЛС
ˆ

,

−β = W P W Q
T 1

ПЛС
ˆ ( )

Рис. 2. Экспериментальные данные по содержанию метанола в МТБЭ.
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Y, W – матрица весов U, Т – операция транспони-
рования,   – векторы средних значений мат-
риц U и Y. Расчет  происходит итерационно
для каждой главной компоненты.

Шаг 1: для исходной выборки данных входных
 и выходной  переменных, пе-

ременные U и Y центрируются: 
 где  единичный вектор. На этом

шаге также выбирается максимальное значение
главных компонент  

Шаг 2: вычисляется вектор взвешенных нагру-
зок  по формуле:

(7)
где  – это нормировочный фактор c =

=

Шаг 3: определяются cчета  как:

(8)
Шаг 4: вычисляются “спектральные” и “хими-

ческие” нагрузки по следующим формулам [см.
(9) и (10)]:

(9)

(10)

Шаг 5: новые остатки U и Y получаются вычита-
нием вклада главной компоненты: 

Величины  и  заменяются новыми зна-
чениями   и увеличиваем номер главной
компоненты на единицу и возвращаемся на шаг 2.
Итерационный алгоритм повторяется пока номер
главной компоненты не достигнет максимальной
величины.

Выход статистической модели можно полу-
чить как: 

Метод проекций на латентные структуры
с использованием функции ядра

Можно получить модель нелинейной регрес-
сии в пространстве исходных входных перемен-
ных [32–34]. Для этого сделаем нелинейное
преобразование входных переменных 
в пространстве признаков F; т.е. отобразим 
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Используя матрицу  отображенных входных
данных и объединив шаги 2 и 3 предыдущего алго-
ритма, получаем алгоритм для (нелинейной) ядер-
ной модели проекций на скрытые структуры –
НПЛС. В общем виде алгоритм можно описать
шагами, представленными ниже.

Шаг 1: вычисляется матрица входных данных 

Шаг 2: определяются cчета  как:

(11)

где  – это нормировочный фактор c =

=

Шаг 3: вычисляются “спектральные” и “хими-
ческие” нагрузки [см. (12) и (13)]:

(12)

(13)

Шаг 4: новые остатки U и Y получаются вычи-
танием вклада главной компоненты:  =

=  

Величины  и  заменяются новыми
значениями   и увеличиваем номер глав-
ной компоненты на единицу и возвращаемся на
шаг 2. Итерационный алгоритм повторяется пока
номер главной компоненты не достигнет макси-
мальной величины.

В таком случае оценка  осуществляется
как:  где K = Φ(U)Φ(U)T =
=  Функция ядра  с ее -м
элементом определяется формулами:
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Функция ядра [см. (14), (15)] зависит от выбора
параметров p и  соответственно, и влияет на
предсказательную способность метода на основе
выбранной функции ядра.

Выход модели ВА, полученный методом НПЛС
с функцией ядра, можно записать как 
Для тестовой выборки оценка выходного пара-
метра будет осуществляться в соответствии с
функцией ядра, полученной на тестовой выбор-
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АЛГОРИТМ РАСШИРЕНИЯ ВЫБОРКИ 
ИСТОРИЧЕСКИХ ДАННЫХ

ПРИ ПОСТРОЕНИИ МОДЕЛЕЙ
ДЛЯ ОЦЕНКИ ЦЕЛЕВОГО ПОКАЗАТЕЛЯ 

КАЧЕСТВА С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ 
ОПТИМИЗАЦИИ РОЯ ЧАСТИЦ

Метод оптимизации роя частиц (Particle swarm
optimization algorithm – PSO) представляет собой
алгоритм глобальной оптимизации, использую-
щий имитацию социального поведения роя –
группы некоторых объектов, применение кото-
рого не требует знания точного градиента опти-
мизируемой функции [35–37]. В алгоритме рой
представляет собой множество частиц, которые
на каждой итерации имеют две переменные со-
стояния: ее текущее положение  и текущую

скорость  где t – счетчик итераций, их пози-
ции на каждой итерации обновляются для дости-
жения решения. На каждой итерации для каждой
частицы вычисляется оптимальное значение целе-
вой функции, новое положение частицы 
которое соответствует лучшему ее значению на
итерации в этот момент, и  – лучшие зна-
чения, которые получили все частицы на итерации
в предыдущий момент. Частицы в рое устремля-
ются к  т.е. к лучшим значениям, обнару-
женным в рое, с положением  Скорость
и положение частицы можно рассчитать следую-
щим образом [22, 23]:

(16)

(17)

где  – количество переменных, np – размер ча-
стиц в рое, r1 и r2 – два случайных числа в диа-

пазоне [0, 1],  – инерционный вес на итера-
ции t, предназначенный для контроля влияния
предыдущей скорости на текущую  –

 где  – максимальное ко-
личество итераций,  и  – начальное и
конечное значения инерционного веса, равные
0.9 и 0.4.

Новые значения частиц вычисляются после
обновления скорости и положения, при необхо-
димости также обновляются  и 
Процедура выполняется до достижения заданного
количества итераций и количества частиц в рое.

Шаги работы алгоритма для расширения обу-
чающей выборки с использованием метода PSO
представлены следующим образом:
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Шаг 1: строится модель методом проекций на
латентные структуры на основе заданной обучаю-
щей выборки и тестируется с помощью набора
данных тестирования.

Шаг 2: формируется виртуальная выборка сле-
дующим образом:

(а) инициализация параметров PSO алгоритма:
максимальное количество итераций  и размер
частиц в рое np;

(б) случайным образом генерируются началь-
ные скорости каждой из частиц  и устанавли-
ваются соответствующие векторы каждой части-
цы ;

(в) вычисление минимальной среднеквадра-
тичной ошибки качестве функции для нахожде-
ния наилучших значений – ;

(г) обновление скорости роя частиц  [см.
(16)] и определение нового положения частицы

 [см. (17)];
(д) при достижении максимального количе-

ства итераций  вывести оптимальные значе-
ния параметров  и .

Шаг 3: после достижения заданного на шаге 1
количества итераций  исходный обучающий
набор и полученный на шаге 2 (д) набор виртуаль-
ных данных  объединяются в новый обу-
чающий набор данных.

Шаг 4: расчет параметров модели для оценки
показателя качества конечного продукта с исполь-
зованием нового (расширенного) набора обучаю-
щих данных (совокупность данных обучающей вы-
борки и данных ) и проверка модели на те-
стовой выборке.

Одной из проблем применения PSO является
выбор значений параметров r1, r2, tmax, np. При их
некорректных значениях могут наблюдаться зна-
чительные колебания , что снижает эффектив-
ность применения метода оптимизации роя ча-
стиц.

ПРЕДЛАГАЕМЫЙ ПОДХОД К РЕШЕНИЮ 
ЗАДАЧИ В УСЛОВИЯХ МАЛОЙ ВЫБОРКИ 

ИСТОРИЧЕСКИХ ДАННЫХ
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ФИЗИЧЕСКИ 

ОБОСНОВАННОЙ
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ

Для решения проблемы малой обучающей
выборки предлагается алгоритм ее расширения
данными физически обоснованной математи-
ческой модели массообменного технологиче-
ского процесса, которая содержит уравнения
фазового равновесия, материального и энерге-

maxt

1
vir ,v

i d

1
vir ,i du

vir ,gbest
i d

t+1
vir ,v

i d

t+1
vir ,i du

maxt
vir ,pbest

i d vir ,gbest
i d

maxt

vir ,gbest
i d

vir ,gbest
i d

vir ,i du



ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ХИМИЧЕСКОЙ ТЕХНОЛОГИИ  том 56  № 3  2022

ПРИМЕНЕНИЕ ФИЗИЧЕСКИ ОБОСНОВАННОЙ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 385

тического баланса. На основе такой модели
можно получить данные технологического ре-
жима во всем диапазоне изменения качества
продуктов.

В общем виде структуру физически обосно-
ванной математической модели можно предста-
вить в виде системы уравнений на каждой j-ой
ступени разделения для каждого i-го компонента:

где  – поток жидкости, поступающий на j +
+ 1-ую тарелку, кмоль/ч;  – концентрация i-
го компонента, поступающего на j + 1-ую тарелку
в жидкой фазе, кмоль;  – паровой поток, по-
кидающий j – 1-ую тарелку, кмоль/ч;  – кон-
центрация i-го компонента, покидающего j – 1-ую
тарелку в паровой фазе, кмоль/кмоль;  – расход
сырья, поступающего на j-ую тарелку, кмоль/ч;

 – концентрация i-го компонента в сырье,
поступающего на j-ую тарелку, кмоль/кмоль;  –
поток жидкости на j-ой тарелке, кмоль/ч;  –
концентрация i-го компонента на j-ой тарелке в
жидкой фазе, кмоль/кмоль;  – паровой поток
на j-ой тарелке, кмоль/ч;  – концентрация i-го
компонента на j-ой тарелке в паровой фазе,
кмоль/кмоль;  – коэффициент активности i-го

компонента в жидкой фазе на j-ой тарелке;  –
парциальное давление i-го компонента, кПа;  –
общее давление в системе, кПа;  – эффектив-
ность массопереноса по Мерфри на j-ой тарелке;

 – равновесная концентрация i-го компонента
на j-ой тарелке в паровой фазе, кмоль/кмоль;  –
энтальпия жидкости, поступающей на j + 1-ую
тарелку, кДж/кмоль;  – энтальпия пара, по-
кидающего j – 1-ую тарелку, кДж/кмоль;  –

энтальпия питания на j-ой тарелке, кДж/кмоль;
 – энтальпия жидкости на j-ой тарелке,

кДж/кмоль;  – энтальпия пара на j-ой тарел-
ке, кДж/кмоль;  – общее количество компо-
нентов в системе;  – общее количество таре-
лок в ректификационной колонне; m – номер
реакции; r – количество реакций; i – номер
компонента; j – номер тарелки;  – стехио-
метрический коэффициент i-го компонента в
реакции m;  – скорость реакции m, произо-
шедшей на j-ой тарелке, кмоль/см2 · ч;  – объем

реакционной смеси на j-ой тарелке, м3;  – тем-

пература потока жидкости на  j-ой тарелке, K;  –

температура потока пара на j-ой тарелке, K;  –
давление потока жидкости на j-ой тарелке, кПа;

 – давление потока пара на j-ой тарелке, кПа.
Скорость химической реакции m, протекающей

в реакционной зоне реакционно-ректификацион-
ной колонны, на j-ой тарелке определяется как:

где  – изменение количества одного из веществ
в реакции, кмоль; s – поверхность соприкоснове-
ния фаз, см2;  – промежуток времени реакции, ч.

Исходными данными для проведения расче-
тов на основе физически обоснованной матема-
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тической модели являются состав перерабатывае-
мого сырья и технологические параметры про-
цесса, такие как температура, давление и расход
подаваемого сырья, а также давление в колонне и
расход нижнего продукта.

Зависимость коэффициентов активности ком-
понентов в жидкости  от температуры и кон-
центрации, согласно модели UNIQUAC [38, 39],
может быть представлена в виде уравнений:

(18)

(19)

(20)

где  – параметры бинарного взаи-
модействия пар h–i и i–i, кДж/моль;   – па-
раметры объема и площади чистого i-го компо-
нента на j-ой тарелке;  – приведенные парамет-
ры;  – газовая постоянная (8.314 Дж/(моль · K));
T – температура, K; z – координационное чис-
ло, т.е. число тесно взаимодействующих моле-
кул вокруг центральной молекулы, устанавли-
вается равным 10.

Параметры бинарного взаимодействия взяты
из [40] и сведены в табл. 1. Следует отметить, что
параметры бинарного взаимодействия димеров
изобутилена – 2,4,4-триметилпентена-1 и 2,4,4-
триметилпентена-2, практически отсутствуют в
литературных источниках. В данной системе н-
бутен (NB) выступает в качестве инерта.

Используемая физически обоснованная мате-
матическая модель технологического процесса
содержит допущения и с термодинамической
точки зрения является приближенной к реально-

γ , ,L i j

=

Φ θ Φ
γ = + + − +

Φ
 

θ τ + − θ τ −
 θ τ 
 



 

�

�

, , ,
, , , , , ,

1, , ,

,
, ,

,

ln ln ln
2

1 ln ,

nc
i j i j i j

L i j i j i j h j h j
hi j i j i j

h j hi
i j h j hi

h h k j kh
k

z q l x l
x x

q

θ = Φ = � � � �, , , , , , , , , ,, ,i j i j i j h j h j i j i j i j h j h j
h h

q x q x r x r x

( ) ( )
( )( )

= − − −

τ = − −  

� � �, , , , 1 ,
2

ˆexp ,

i j i j i j i j

hi hi ii

zl r q r

a a RT

( )Λ = −hi hi iia a
�, ,i jr � ,i jq

τhi

R̂

му процессу. В связи с этим необходимо опреде-
лить условия целесообразности (адекватности)
применения такой модели в условиях неопреде-
ленности в алгоритме. Для оценки целесообраз-
ности применения физически обоснованной ма-
тематической модели в алгоритме рассчитывают-
ся R2, MAE. А также предлагается рассчитывать
площадь области пересечения распределений вы-
ходной переменной между ее значениями в рас-
ширенной обучающей и тестовой выборках: S –
критерий эффективности расширения обучаю-
щей выборки.

Для расчета площади (S) области пересечения
выходной переменной расширенной обучающей
(ОВ) и тестовой выборок (ТВ) необходимо опре-
делить их функции распределения. Принадлеж-
ность данных выборок к каждому распределению
проверяется по критерию согласия Колмогорова

 [41],  =   =

=  где   – эм-

пирические функции распределения выходной
переменной в расширенной ОВ и ТВ; 

 – их гипотетические функции распреде-
ления. В соответствии с этим критерием, функ-
ция распределения случайных величин 

 близка к  Поэтому вероятность того,
что любая из случайных величин  окажется
больше, чем 1.36/5.5, а  больше, чем 1.36/3.87,
равна 1 – 0.95 = 0.05.

После определения вида плотностей распреде-
ления  и  рассчитывается площадь
области их пересечения. Для случая, когда 
пересекается с  в точке с (при условии, что

 и  имеют функции распределения
логнормального распределения), S будет рассчи-
тываться как [см. (21)]:

(21)

где c – точка пересечения  и 

После преобразования имеем [см. (22)]:

(22)

где   – средние значения  и  
 – их стандартные отклонения.
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a
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μte.s, μext.s te.sY ext.s;Y σte.s,
σext.s

Таблица 1. Параметры бинарного взаимодействия 
для расчета коэффициента активности в реакционной
системе МТБЭ

Компонент 1
Компонент 2

МеОН IB, NB МТБЭ DIB

МеОН 0 35.38 88.04 –7.17
IB, NB –706.34 0 –52.2 25.51
МТБЭ –468.76 24.63 0 –17.13
DIB 706.38 –19.69 45.75 0

Λhi
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Для случая, когда  содержится в 
(при условии, что  и  имеют функ-
ции распределения логнормального распределе-
ния), S будет рассчитываться как [см. (23)]:

(23)

или [см. (24)]:

(24)

Если выражение для S не может быть найдено
аналитически, то применяется численное интегри-
рование.

Предлагаемый алгоритм для построения ВА
для оценки показателя качества конечного про-
дукта с использованием физически обоснован-
ной математической модели можно представить в
виде описанных ниже шагов.

Шаг 1: для данного процесса с независимыми
переменными  и зависимой перемен-
ной  определить верхнюю и нижнюю гра-
ницы для зависимых переменных в обучающей и
тестовой выборках.

Шаг 2: на основе исходных данных  и
 рассчитываются параметры модели  раз-

личными методами, например, методом проек-
ций на латентные структуры.

Шаг 3: на основе физически обоснованной ма-
тематической модели формируется расширен-
ный набор данных при условии, если 

 и  (где   – откло-
нения эффективности массопереноса по Мерф-
ри объекта и модели на 6–28 тарелках и на 1–5
тарелках нижней ректификационной колонны:

  =   – отклонения
параметров бинарного взаимодействия компо-
нентов объекта и модели:  =  

 и  – пороговые значения отклонений,
превышение которых при формировании расши-
ренной обучающей выборки приводит к сниже-
нию точности построенной статистической мо-
дели).

Шаг 4: в исходные данные добавляются новые
данные, полученные на Шаге 3, таким образом,
получается расширенная обучающая выборка –
выборка, содержащая в себе промышленные дан-
ные и данные физически обоснованной матема-
тической модели технологического процесса.

Шаг 5: нахождение новых параметров модели 
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Шаг 6: адекватность полученного ВА проверя-
ется на основе критериев точности модели [см.
(5), (6)].

Шаг 8: конец.
Иллюстрация предложенного подхода изобра-

жено на рис. 3.
Преимущество предлагаемого алгоритма по

сравнению с известными подходами заключает-
ся в возможности учета априорных знаний об
исследуемом объекте. Построенные таким об-
разом модели близки, в сущности, к моделям на
основе “серого” ящика.

Следует отметить, что использование напрямую
в реальном времени (on-line) физически обосно-
ванной математической модели для оценки показа-
телей качества конечного продукта часто на прак-
тике оказывается невозможным, так как эффектив-
ность массопереноса по Мерфри и параметры
бинарного взаимодействия некоторых компонен-
тов в смеси известны лишь приближенно, а состав
сырья на каждом периоде управления не измеряет-
ся из-за отсутствия поточных анализаторов.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
Оценка эффективности массопереноса

по Мерфри на основе промышленных данных

Цель калибровки физически содержательной
модели заключается в уменьшении ошибки между
экспериментальными данными и данными моде-
лирования при варьировании секционными эф-
фективностями массопереноса по Мерфри на 6–28
тарелках и на 1–5 тарелках нижней ректификаци-
онной колонны в соответствии со следующими
критериями (функциями невязки):

Рис. 3. Схема построения модели для оценки показа-
теля качества конечных продуктов на основе расши-
рения исходной малой обучающей выборки.

Массообменный
технологический

процесс

Алгоритм
расширения

выборки

U

Получение модели
для оценки показателей
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продуктов
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(25)

где  и  – значения экспериментальных и
расчетных температур куба нижней ректифика-

ционной колонны, °С;  и  – значения экс-
периментальных и расчетных температур углево-
дородной смеси, отходящей сверху нижней рек-

тификационной колонны, °С;  и  –
экспериментальные и расчетные значения кон-
центрации МТБЭ в конечном продукте, мас. %;

 и  – экспериментальные и расчетные
значения концентрации метанола в конечном про-

дукте, мас. %;  и  – экспериментальные и
расчетные значения концентрации димеров изобу-
тилена в конечном продукте МТБЭ, мас. %.

Результаты калибровки физически содержа-
тельной модели при различной эффективности
массопереноса по Мерфри представлена на рис. 4.

Из представленного рис. 4 можно сделать вы-
вод, что минимальное значение функции невязки
по содержанию метанола, метил-трет-бутилового
эфира и димеров изобутилена в конечном про-
дукте достигается при  и 

Оценка сходимости результатов расчета и экс-
периментальных данных с промышленной уста-
новки производства МТБЭ приведена в табл. 2.

Относительная ошибка между эксперимен-
тальными данными и данными моделирования
основных показателей технологического режима
по качеству и расходу продуктов разделения не
превышает 5%, что подтверждает пригодность фи-
зически содержательной модели (табл. 2) для ее
дальнейшего применения.

Целесообразность применения алгоритма 
расширения обучающей выборки

На шаге 3 предлагаемого алгоритма для опре-
деления пороговых значений отклонений 

 и  использовалась откалиброванная фи-
зически обоснованная математическая модель
исследуемого процесса, с допущением о ее соот-
ветствии реальному объекту, и установлены гра-
ницы параметрической неопределенности эффек-
тивности массопереноса по Мерфри  и

 Для определения  оценивался %
снижения R2 (δR2) для диапазона параметрической
неопределенности  относительно
базового случая, когда модель полностью соответ-
ствует объекту, т.е. относительно  (табл. 3).
Если потери δR2 превышали 5%, то для соответ-
ствующих параметров бинарного взаимодействия
компонентов системы назначалось пороговое
значения отклонения 

В результате определены наиболее чувстви-
тельные параметры бинарного взаимодействия
компонентов системы:  

 и  с  т.е. значения
этих параметров необходимо знать точно, чтобы
использовать данные физически обоснованной
модели для расширения обучающей выборки.

Результаты критериев точности модели для
оценки показателей качества конечного продук-
та и критерий эффективности расширения обу-
чающей выборки при различных отклонениях

 представлены в табл. 3.
Из табл. 3 видно, что с увеличением диапазона

параметрической неопределенности параметров
бинарного взаимодействия точность модели для
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Таблица 2. Оценка сходимости результатов расчета при  и  с промышленной данными

Технологический параметр Экспериментальные 
данные Данные моделирования Относительная ошибка δ, %

TI2, °С 66.78 68.51 2.60
TI1, °С 138.64 136.18 1.81
MeOH, мас. % 0.28 0.29 3.45
MTBE, мас. % 98.18 99.25 1.08
DIB, мас. % 0.008 0.0084 4.76

=1̂ 0.5E =2
ˆ 0.8E
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оценки метанола в МТБЭ снижается (согласно R2

и MAE), также снижаются и значения S. Таким об-
разом установлено, что физически обоснованную
математическую модель технологического процес-
са в алгоритме целесообразно применять при усло-

вии, что для  значение  для ком-

понентов системы:   порого-

вые значения совпадают и равны  для

параметров бинарного взаимодействия 

значение 

ΛMTBE,IB
ˆ

ΛΔ =eff.th
ˆ 0.3;

hi

ΛMTBE,MeOH
ˆ , ΛMeOH,DIB

ˆ

ΛΔ =eff.th
ˆ 0.2;

hi

ΔΛMTBE,DIB
ˆ

ΛΔ =eff.th
ˆ 0.1.

hi

Сравнительный анализ методов построения модели 
для оценки концентрации метанола в конечном 
продукте в условиях малой обучающей выборки
Проводится сравнение предлагаемого алго-

ритма расширения обучающей выборки с извест-
ными подходами построения моделей для оценки
показателей качества конечных продуктов в усло-
виях малых обучающих выборок.

Обучение выполняется с использованием из-
вестных (часто применяемых в реальных услови-
ях [6]) методов и их сочетаний: метода проекций
на латентные структуры (ПЛС), метода проекций
на латентные структуры и метода складного ножа

Рис. 4. Результаты определения эффективности массопереноса по Мэрфри при калибровке модели: (а) – зависимость
функции невязки температур от  (б) – зависимость функции невязки температур от  (в) – зависимость функции
невязки концентраций компонентов от  (г) – зависимость функции невязки концентраций компонентов от 
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(ПЛС и СН), метода проекций на латентные
структуры и бутстрэп метода (ПЛС и БМ) (сфор-
мировано 50 бутстрэп выборок, объем каждой
выборки составил 80% от исходной), а также не-
линейного метода проекций на латентные струк-
туры (НПЛС) с функцией ядра (14) и нейронной
сетью (НС) прямого распространения с двумя
скрытыми слоями и пятью нейронами в каждом
слое, т.е. (5 5). Следует отметить, что количество
нейронов в слоях определялось таким образом,
чтобы избежать переобучения.

В табл. 4 приведен сравнительный анализ наи-
более известных методов на  до и после
добавления данных в исходную обучающую вы-
борку.

Следует отметить, что значения R2 и MAE, по-
лученные с использованием представленных в
табл. 4 методов, имеют определенное сходство.
До добавления данных вспомогательной выбор-
ки значения R2 не превышают 0.53; т.е. результа-
ты расчетов показывают низкую точность полу-
ченных моделей для оценки МеОН в конечном
продукте.

В свою очередь учет априорных знаний о мас-
сообменном технологическом процессе позволя-
ет увеличить точность моделей для оценки пока-
зателей качества конечных продуктов, а также

=te.s 18N

повысить эффективность других методов, что да-
ет особое преимущество предлагаемого подхода в
сравнении с известными методами, например с
PSO. Значение MAE модели для оценки концен-
трации метанола в конечном продукте, построен-
ной с использованием ПЛС и бутстрэп метода,
снижается на 23% (рис. 5).

Использование метода PSO для расширения
обучающей выборки на промышленных данных
на первоначальном этапе (когда размер вспо-
могательной выборки не превышает размер
обучающей выборки) позволяет увеличить R2 на
((0.5250 – 0.4496)/0.5250) × 100 ≈ 14%, однако,
при повышении размера вспомогательной выбор-
ки наблюдается существенное ухудшение крите-
риев точности модели (до 36% от исходного набора
данных и до 55% в сравнении с моделью, получен-
ной ПЛС и БМ по критерию R2). Это связано с тем,
что нет учета физически-химических особенно-
стей технологического процесса.

Расширение обучающей выборки с использова-
нием физически обоснованной математической
модели процесса позволяет учитывать данные (за-
полнить пропуски в данных) технологического ре-
жима на всем диапазоне изменения качества ко-
нечного продукта (рис. 6а и рис. 6б).

Таблица 3. Влияние изменения диапазона параметрической неопределенности параметров бинарного взаимо-
действия на R2, MAE и S

ПЛС
Граница интервала параметрической неопределенности

0 0.1 0.2 0.3 0.4

R2 0.5346 0.5145 0.5104 0.5081 0.4235

MAE 0.0886 0.0929 0.0931 0.0930 0.1309

S 0.5731 0.5339 0.5276 0.5205 0.5122

δR2, % 3.76 4.53 4.96 20.78

R2 0.5346 0.5135 0.5085 0.5065 0.5048

MAE 0.0886 0.0931 0.0935 0.0930 0.0936

S 0.5731 0.5372 0.5310 0.5239 0.5157

δR2, % 3.95 4.88 5.26 5.57

R2 0.5346 0.5310 0.5074 0.5028 0.5017

MAE 0.0886 0.0898 0.0929 0.0941 0.0939

S 0.5731 0.5319 0.5247 0.5163 0.5060

δR2, % 0.67 5.09 5.95 6.15

R2 0.5346 0.5073 0.5063 0.5028 0.5016

MAE 0.0886 0.0929 0.0939 0.0941 0.0939

S 0.5731 0.5383 0.5319 0.5247 0.5163

δR2, % 5.11 5.29 5.95 6.17

ΔΛ̂hi

ΔΛMTBE,IB
ˆ

ΔΛMTBE,MeOH
ˆ

ΔΛMTBE,DIB
ˆ

ΔΛMeOH,DIB
ˆ
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Изменение площади области пересечения рас-
пределений значений выходной переменной в рас-
ширенной обучающей и тестовой выборках пред-
ставлены в табл. 5.

Использование физически обоснованной ма-
тематической модели увеличивает площадь обла-
сти пересечения значений выходной переменной

в расширенной обучающей и тестовой выборках
до ((0.98 – 0.56)/0.98) × 100 ≈ 43% (табл. 5).

Результаты функционирования разработан-
ных моделей до и после расширения исходной
выборки представлены на рис. 7а и рис. 7б.

Как показано на рис. 7б расширение исходной
обучающей выборки с использованием физически

Таблица 4. R2 и MAE, полученные на тестовой выборке с использованием статистических методов до и после до-
бавления данных вспомогательной выборки

Метод Критерий
Размер вспомогательной выборки

0 10 20 30 40

ПЛС
R2 0.3992 0.4202 0.4296 0.4299 0.4303

MAE 0.1389 0.1346 0.1309 0.1306 0.1259

ПЛС и СН
R2 0.4574 0.4791 0.5983 0.6023 0.6062

MAE 0.1355 0.1287 0.1038 0.1007 0.1002

ПЛС и БМ
R2 0.5333 0.6051 0.6299 0.6397 0.6429

MAE 0.1197 0.1035 0.0959 0.0930 0.0920

НПЛС
R2 0.4170 0.5236 0.5275 0.5359 0.5425

MAE 0.1245 0.1227 0.1120 0.1107 0.1108

Нейронная сеть (НС)
R2 0.4240 0.5569 0.5140 0.5165 0.5324

MAE 0.1556 0.1236 0.1405 0.1287 0.1085

ПЛС и PSO
R2 0.4496 0.5250 0.5274 0.4254 0.2852

MAE 0.1389 0.1064 0.1126 0.1377 0.1546

Рис. 5. Значения R2 и MAE модели для оценки содержания концентрации метанола в МТБЭ на тестовой выборке.
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Рис. 6. Экспериментальные данные концентрации метанола в конечном продукте после расширения обучающей вы-
борки (а) – значения выходной переменной в расширенной и тестовой выборках частично перекрываются; (б) – зна-
чения выходной переменной тестовой выборки содержатся в расширенной обучающей выборке.
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Таблица 5. Площадь области пересечения обучающей и тестовой выборок до и после добавления данных вспо-
могательной выборки

Площадь области
пересечения выборок

Расширение обучающей выборки

0 10 20 30 40

S 0.56 0.88 0.89 0.90 0.98

Рис. 7. Оценка метанола в конечном продукте до и после расширения обучающей выборки (а) – до расширения обу-
чающей выборки; (б) – после расширения обучающей выборки.
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обоснованной математической модели повышает
точность оценки показателя качества конечного
продукта. После расширения обучающей выборки
данными вспомогательной выборки размером 40
(табл. 4) эффективность использования метода
проекций на латентные структуры совместно с бут-
стрэп методом для нахождения параметров ВА уве-
личилась на ((0.5333 – 0.6429)/0.5333) × 100 ≈ 21%
и ((0.1197 – 0.0920)/0.1197) × 100 ≈ 23% по R2 и MAE,
соответственно. Использование метода ПЛС сов-
местно с оптимизацией роя частиц для расшире-
ния исходной выборки не позволяет улучшить точ-
ность ВА, т. к. данные вспомогательной выборки
не учитывают физико-химические особенности
процесса (рис. 7б).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Предложен алгоритм расширения обучающей

выборки на основе физически обоснованной ма-
тематической модели ректификационной колон-
ны массообменного технологического процесса,
позволяющий повысить точность ВА для оценки
показателя качества конечного продукта и эффек-
тивность традиционных методов при построении
модели (определении параметров ВА). Предлагае-
мый алгоритм протестирован на промышленном
массообменном химико-технологическом процес-
се производства МТБЭ.

Определены условия применения физически
обоснованной математической модели в услови-
ях параметрической неопределенности парамет-
ров бинарного взаимодействия компонентов си-
стемы. Некоторые из них должны быть известны
практически точно, т.е.  для параметров

бинарного взаимодействия:  
 для  и  пороговые

значения равны  и  соответ-
ственно.

Применение физически обоснованной мате-
матической модели при построении ВА позволя-
ет заполнить пропуски в данных на всем диапазо-
не изменения качества конечного продукта (зна-
чение критерия расширения обучающей выборки S
повышается до 43%).

Точность ВА для оценки концентрации мета-
нола в конечном продукте, полученного предло-
женным подходом, на 55% выше точности ВА,
полученным на основе расширения выборки мето-
дом оптимизации роя частиц. Использование
предлагаемого алгоритма позволяет повысить эф-
фективность существующих методов построения
статистических моделей. При разработке ВА мето-
дом проекций на латентные структуры совместно с
бутстрэп методом точность модели увеличилась
на 21 и 23% по критериям R2 и MAE после расши-

ΛΔ =eff.th
ˆ 0

hi

ΔΛDIB,MeOH
ˆ , ΔΛMeOH,IB

ˆ ,
ΔΛMeOH,MTBE

ˆ ; ΔΛMTBE,DIB
ˆ ΛMTBE,IB

ˆ

ΛΔ =eff.th
ˆ 0.1

hi ΛΔ =eff.th
ˆ 0.3,

hi

рения обучающей выборки данными вспомога-
тельной выборки размером 40. Учет априорных
знаний о процессе дает существенное преимуще-
ство алгоритма перед другими методами расши-
рения обучающей выборки.

Исследование выполнено при частичной фи-
нансовой поддержке РФФИ и Государственного
фонда естественных наук Китая в рамках научно-
го проекта № 21-57-53005

ОБОЗНАЧЕНИЯ

ББФ бутан-бутиленовая фракция
ББФотр отработанная бутан-бутиленовая фракция
МеОН метанол
МТБЭ, 
MTBE

метил-трет-бутиловый эфир

IB изобутилен
DIB диизобутен
2,4,4-
TMП-1

2,4,4-триметилпентен-1

2,4,4-
ТМП-2

2,4,4-триметилпентен-2

NB н-бутен
N количество наблюдений

количество входных переменных

количество выходных переменных

U матрица входных переменных 
Y вектор выходной переменной 

вектор параметров модели для оценки 
показателя качества конечного продукта 

вектор оцененных параметров модели для 
оценки показателя качества конечного про-
дукта
значение выходной переменной, получен-
ное на основе модели для оценки показа-
теля качества конечного продукта, мас. %
среднее значение наблюдаемой выходной 
переменной, мас. %

Р матрица нагрузок U
Q матрица нагрузок Y
W матрица весов U

вектор средних значений матрицы U

a значение главной компоненты
A максимальное значение главной компо-

ненты
w вектор взвешенных нагрузок
c это нормировочный фактор
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t вектор счетов
p “спектральные” нагрузки
q “химические” нагрузки

R2 коэффициент детерминации

MAE абсолютная средняя ошибка
K матрица Грама, 

матрица отображенных входных данных
НПЛС нелинейная ядерная модель проекций на 

скрытые структуры
функция ядра

p, параметры функции ядра
скорость движения частицы

t счетчик итераций
pbest новое положение частицы
gbest лучшее значение частицы

инерционный вес
L, V поток жидкости и пара, соответственно, 

кмоль/ч
x, y концентрация компонента в жидкой фазе и 

паровой фазе, соответственно, 
кмоль/кмоль
равновесная концентрация компонента в 
паровой фазе, кмоль/кмоль

F расход сырья, кмоль/ч
коэффициент активности компонента в 
жидкой фазе
парциальное давление компонента, кПа

P общее давление в системе, кПа
E эффективность массопереноса по Мерфри
h, H энтальпия жидкости и пара, соответ-

ственно, кДж/кмоль
nc общее количество компонентов в системе
nt общее количество тарелок в ректификаци-

онной колонне
m номер реакции
r количество реакций

стехиометрический коэффициент компо-
нента в реакции

R скорость реакции, кмоль/см2 · ч

объем реакционной смеси, м3

изменение количества одного из веществ в 
реакции, кмоль
промежуток времени реакции, ч

s поверхность соприкосновения фаз, см2

 UNIQUAC параметры объема и площади 
чистого компонента
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