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Построен новый класс точных решений уравнений Обербека–Буссинеска для несжимаемых сред с
учетом массовых сил, тепловых источников (стоков) и джоулевой диссипации. Выражения для ско-
ростей представляют собой квадратичные формы относительно двух координат, обобщающие
класс решений Линя–Сидорова–Аристова. Температура, давление и поле массовых сил описыва-
ются формами четвертой степени. Рассмотрена возможность применения данного класса для кон-
вективных течений в приближении Стокса и Озеена, а также продемонстрированы возможности
нового класса для описания вращающихся жидких масс. На простом примере проиллюстрирована
сложная структура поля скоростей для ползущего конвективного течения жидкости типа Куэтта в
слое с проницаемой границей, движущейся неоднородно.
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ВВЕДЕНИЕ
Многие технические устройства функциони-

руют и технологические процессы реализуются
при переменной температуре [1–6]. Неоднород-
ное поле температуры в пространстве и во време-
ни индуцирует конвективный перенос в жидко-
стях и газах [1, 7]. Описание конвекции в этом слу-
чае является очень сложной задачей, поскольку
уравнения Обербека‒Буссинеска являются квад-
ратично нелинейными [1, 7, 8]. К настоящему вре-
мени изучено много численных методов интегри-
рования уравнений Обербека‒Буссинеска, тем не
менее не ослабевает интерес исследователей кон-
вективных течений жидкости к точным решениям
[9–16]. Построение точных решений уравнений
Обербека‒Буссинеска осуществляется значитель-
но сложнее, чем для уравнений Навье‒Стокса
[11, 17–19]. Первым точным решением уравнений
Обербека‒Буссинеска является одномерное те-
чение Остроумова‒Бириха [20–23]. Многочис-
ленные обобщения точного решения Остроумо-
ва–Бириха уравнений Обербека‒Буссинеска,
описывающие однонаправленное течение жидко-
сти и исследование устойчивости данного движе-

ния жидкости приведены в публикациях [22–27].
Слоистые и сдвиговые аналоги течения Остро-
умова‒Бириха рассмотрены в статьях [9, 13, 28–
31]. Для течений, рассмотренных в этих работах,
характерно однородное распределение скоростей
относительно двух координат. Пространственно-
неоднородные конвективные течения в точной
постановке впервые рассмотрены в статьях [17,
32]. При построении точных решений, анонсиро-
ванных в [17, 32] за основу брался класс точных
решений, поле скоростей которого линейно зави-
сит от части координат.

Полученные в статьях и монографиях точные
решения для уравнений Обербека–Буссинеска
принадлежат классу точных решений Линя–Си-
дорова–Аристова [33–35]. Поле скоростей в этом
семействе точных решений линейно зависит от
двух координат, а поля давления и температуры,
как было показано в [17, 35] являются квадратич-
ными формами.

В статьях [36, 37] недавно был предложен класс
точных решений с нелинейной зависимостью от
части координат для исследования изотермиче-
ских и изобарических течений вязких несжимае-
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мых жидкостей. Целью данной статьи является
построение классов точных решений уравнений
Обербека‒Буссинеска для поля скоростей, нели-
нейного относительно двух пространственных
координат.

КЛАСС РЕШЕНИЙ КВАДРАТИЧНЫЙ
ПО ДВУМ КООРДИНАТАМ

Для описания конвективного течения гори-
зонтального слоя вязкой несжимаемой жидко-
сти используем систему определяющих соотно-
шений, включающих уравнение Навье‒Стокса в
приближении Буссинеска, уравнение теплопро-
водности и уравнение несжимаемости. Вектор-
ная запись этих уравнений имеет следующий вид
[1, 7, 38]:

(1)

(2)

(3)

Здесь  ‒ вектор скорости и
его проекции на оси декартовой системы коорди-
нат;  – отклонение давления от гидростатиче-
ского, отнесенное к постоянной средней плотно-
сти жидкости ;  – вектор ускорения свободного
падения;  – температурный коэффициент объ-
емного расширения жидкости;  – отклонение от
средней температуры;  – функция, определяю-
щая тепловую (джоулевую) диссипацию, ,  –
коэффициенты кинематической вязкости и тем-
пературопроводности жидкости соответственно.
Нижний индекс здесь обозначает дифференци-
рование по времени.

Далее запишем новый класс точных решений,
обобщая известное семейство решений Ли-
ня‒Сидорова‒Аристова [17, 33–35, 39], в кото-
ром компоненты скорости линейно зависят от го-
ризонтальных (продольных) координат, а функ-
ции давления и температуры представлены в виде
квадратичной зависимости от тех же координат:

(4)

Коэффициенты в выражениях (4) ,  ( ),
 ( ) зависят от вертикальной (поперечной)

координаты  и времени . Вид компоненты скоро-
сти  обусловлен требованием выполнения урав-
нения несжимаемости, хотя в общем случае вер-
тикальная скорость может являться нелинейной
формой продольных координат с постоянными
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коэффициентами при степенях продольных ко-
ординат выше первой [36].

Структура точного решения (4) для скоростей
должна быть дополнена полиномиальным выраже-
нием для давления  и температуры . В статье [36]
было показано, что степень многочлена для давле-
ния  относительно горизонтальных координат не
превосходит трех. Для температуры  структура
точного решения аналогична давлению.

Функция , определяющая энергию, рассеи-
вающаюся в виде тепла благодаря молекулярной
вязкости жидкости, в общем случае определяется
следующим образом [7, 27]:

(5)

Здесь  ‒ коэффициент теплоемкости жидкости,
вычисленный при постоянном давлении.

Вид решений для скоростей, давления и тем-
пературы (4) и функции источников и стоков  (5)
подставляем в систему уравнений Обербека–Бус-
синеска (1)‒(3). Приравнивая выражения при
одинаковых степенях координат  и , получим
систему уравнений в частных производных, для
определения коэффициентов полиномиальных
выражений гидродинамических полей. Далее бу-
дут рассмотрены новые типы краевых задач для
описания конвективных течений жидкости.

КЛАСС ТОЧНЫХ РЕШЕНИЙ
ДЛЯ ПОЛЗУЩЕГО ТЕЧЕНИЯ ЖИДКОСТИ

При рассмотрении ползущего течения вязкой
несжимаемой жидкости, пренебрегают конвек-
тивной производной  в уравнении пере-
носа момента импульса (1). Таким образом мож-
но рассмотреть систему (1)–(3) в приближении
Стокса, в которой часть уравнений значительно
упрощается. Аналогично можно линеаризовать
уравнение теплопроводности (2), пренебрегая
членами второго порядка в слагаемом .
Следовательно, при рассмотрении такого при-
ближения функция диссипации, определяющая
внешние источники энергии, не может задавать-
ся полиномом более высокой степени, чем дисси-
пация, определяемая вязкостью жидкости.

Если в полученной после приближения Сток-
са и линеаризации уравнения теплопроводности
системе (1)–(3), пренебречь массовыми силами,
то поля давления, температуры и функция источ-
ников и стоков будут определяться полиномами
третьей степени. Аналогичные рассуждения для
поля температуры (4) справедливы при рассмот-
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рении приближения Озеена [7] для системы урав-
нений (1)–(3), рассмотренного в статье [36].

КЛАСС ТОЧНЫХ РЕШЕНИЙ
ДЛЯ КОНВЕКТИВНОГО ТЕЧЕНИЯ 

ВРАЩАЮЩЕЙСЯ ЖИДКОСТИ
Определяющее соотношение (1), описывающее

конвективное течение вращающейся жидкости при
отсутствии массовых сил и с учетом диссипативных
сил можно записать в следующем виде:

(6)

Уравнение теплопроводности (2) и уравнение
несжимаемости (3) остаются без изменений. Здесь

 ‒ радиус-вектор, описывающий поло-

жение частицы жидкости;  ‒

модифицированное давление;  ‒ вектор, опре-
деляющий угловую скорость вращения жидкости

. Система уравнений (6)
связывает силу Кориолиса, поле скоростей, гра-
диентов давления и температуру. Компоненты
вектора угловой скорости будем рассматривать в
виде:

(7)

Использование представления (7) включает в
себя приближение -плоскости [1, 39] и -плос-
кости [39, 40] при традиционном приближении
вектора угловой скорости в случае использования
одного параметра Кориолиса, для описания вра-
щающихся слоев жидкости. Выражения (7) поз-
воляют описывать вращающиеся жидкости по-
средством двух и трех параметров Кориолиса, что
важно во многих задачах физико-химической и
геофизической гидродинамики. Кроме того, фор-
мулы (7) приводят не к искусственному усложне-
нию точных решений при переходе во вращающу-
юся систему координат. Они позволяют описывать
очень сложные течения между бесконечными дис-
ками, расположение которых согласуется с (7) и
вращающихся с различными угловыми скоростя-
ми. Частный случай точного решения (4), (6), (7):

был исследован в статье [40]. Было показано, что
данное решение может описывать динамические
равновесия вращающейся жидкости между двумя

∂ ∂+ × + × = −∇ + νΔ + β
∂ ∂

2 .p T
t t
V Ωr Ω V V g

( )= , ,x y zr

( )= − × ×1 ,
2

p P Ω r Ω r

Ω

( ) ( )= Ω Ω Ω, , , , ,x y zt x y zΩ

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

Ω = Ω + Ω + Ω
Ω = Ω + Ω + Ω
Ω = Ω + Ω + Ω

1 10 01

2 20 02

3 30 03

, , , ,
, , , ,
, , , .

x

y

z

z t z t x z t y
z t z t x z t y
z t z t x z t y

f β

( )
= − Ω = + Ω =

= + + + +

= + + + +

0 0 1

2 23
0 1 2

22

0 1 2 3 4

, , 0,

,
2

2 2

x y zV U y V V x V
PP P P x P y x y

yxT T T x T y T T

бесконечными дисками с учетом вязких и тепло-
вых свойств жидкости.

КРАЕВАЯ ЗАДАЧА, ОПИСЫВАЮЩАЯ 
КОНВЕКТИВНОЕ ТЕЧЕНИЕ МАРАНГОНИ

Для иллюстрации предложенного класса ре-
шений (4) рассмотрим пример горизонтального
течения бесконечного слоя (в плоскости )
вязкой несжимаемой жидкости. Толщина слоя
отсчитывается по оси  и равна . Нижнюю гра-
ницу слоя жидкости, задаваемую уравнением
плоскости , считаем абсолютно твердой.
Сверху слой жидкости ограничен свободной по-
верхностью и определяется уравнением плоско-
сти . Коэффициенты ,  ( ), 
( ), ,  ( ) полиномов ‒ функций
решения (4) полагаем равными нулю. Таким об-
разом, решение имеет вид [41]:

(8)

В силу того, что все искомые функции зависят
от поперечной координаты , производные от
функций по этой переменной в дальнейшем бу-
дем обозначать штрихом. Движение жидкости в
краевой задаче полагаем установившимся, т.е. все
искомые функции не зависят от времени. С уче-
том принятой структуры решения (13), выраже-
ние функции диссипации  (7) имеет вид:

(9)

Запишем систему уравнений (1) с учетом приня-
того вида решений (8) и функции диссипации (9) в
порядке дальнейшего интегрирования [41]

(10)

Пусть на нижней границе слоя жидкости, опре-
деляемой уравнением плоскости , задано
условие прилипания жидкости, а температуру счи-
таем равной нулевому (отсчетному) значению. На
верхней свободной поверхности слоя жидкости,
определяемой уравнением плоскости , зада-
но условие термокапиллярной конвекции Ма-
рангони, постоянное (атмосферное) давление и
продольные (горизонтальные) градиенты темпе-
ратуры. Физический смысл заданных горизон-
тальных градиентов температуры заключается в
нагреве (охлаждении) верхней границы слоя жид-
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кости. Отметим, что изменение поверхностного
натяжения в данном случае вызвано именно изме-
нением температуры жидкости. Граничные усло-
вия в этом случае имеют вид [9, 13]:

(11)

С учетом принятого вида решений (8) гранич-
ные условия (11) преобразуются к виду:

(12)

Решение системы уравнений (10), удовлетво-
ряющее граничным условиям (12) для поля ско-
ростей, давления и температуры имеет вид, при-
веденный в статье [9], за исключением функций
фонового давления  и температуры , которые
за счет рассмотрения функции диссипации будут
иметь вид:

(13)

Таким образом, если в полученном решении кра-
евой задачи (10), (12) не учитывать слагаемые, об-
разованные учетом диссипативной функции, то
получим точное решение, описывающее стацио-
нарное конвективное течение Бенара–Маранго-
ни при распределении градиента температуры на
одной из границ, которое изучалось в статье [9].

Исследуем полученное решение для функции
, учитывающее диссипативную функцию. Для

этого приведем функцию  к безразмерному ви-
ду с характерным масштабом температуры  и

скорости . Введя новую нормированную пе-

ременную , запишем функцию  в безраз-

мерном виде:

Здесь , , ,  ‒

безразмерные числа подобия Грасгофа, Прандт-

ля, Марангони и Пекле соответственно, .

По условию рассматриваемой краевой задачи
функция  принимает нулевые значения на ниж-
ней и верхней поверхности слоя жидкости, т.е.
при  и . Таким образом, исследование
функции , являющейся полиномом, сводим к ис-
следованию нулевых точек на интервале .
Представим функцию  в следующем виде:
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Функция  на интервале  монотонна и мо-
жет иметь одну нулевую точку при выполнении
условия:

Более одной точки стратификации на этом ин-
тервале функция  иметь не может. Функция 
не имеет нулевых точек на интервале .
Таким образом, возможен такой подбор чисел
подобия, при котором функция  принимает ну-
левое значение внутри интервала  (рис. 1).

КРАЕВАЯ ЗАДАЧА, ОПИСЫВАЮЩАЯ 
КОНВЕКТИВНОЕ ПОЛЗУЩЕЕ ТЕЧЕНИЕ

Рассмотрим пример конвективного стацио-
нарного плоского движения вязкой несжимае-
мой жидкости при отсутствии массовых сил и
диссипативной энергии в приближении Стокса.
В приближении уравнение теплопроводности
также будем рассматривать линеаризованным.
Определяющие соотношения (1)‒(3) в этом слу-
чае сводятся к виду:

(13)

Рассматриваем движение жидкости в беско-
нечном горизонтальном слое. Нижняя и верхняя
поверхности слоя жидкости параллельны оси .
Течение жидкости характеризуется следующими
гидродинамическими полями:

(14)

Нумерация коэффициентов в полиномах, за-
дающих решения сохранена от вида решений (4)
для общего случая. При таком выборе вида реше-
ний, система определяющих соотношений (13)
преображается к виду:
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Подставляем вид решений (14) в спроециро-
ванную систему уравнений (15) (частные произ-
водные по  сразу обозначим штрихом), получаем
систему уравнений, записанную в порядке инте-
грирования:

(16)

Граничные условия на поверхностях слоя жид-
кости  задаем в виде:
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Рис. 1. Профиль функции  при следующих значе-
ниях чисел подобия и параметрах обезразмеривания:
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(17)

Отметим, что слой жидкости ограничен не-
проницаемой плоскостью , а верхняя грани-
ца  является проницаемой. С учетом приня-
того вида решения (14) граничные условия (17)
можно записать в следующем виде:

(18)

Частное точное решение краевой задачи (16),
(18) с учетом принятого вида решений (14) для по-
ля скоростей имеет следующий вид:

Исследование свойств компоненты скорости 
показало, что при определенном подборе началь-
ных условий в слое жидкости возможно возникно-
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вение до четырех застойных точек. Профиль компо-
ненты скорости  в этом случае показан на рис. 2.
Дальнейшее наложение остальных потоков для
скорости  приводит к сохранению числа нулевых
значений скорости и к их уменьшению. Для всего
потока жидкости, с учетом структуры выражений
для скорости , возможно существование двух ну-
левых значений удельной кинетической энергии.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье предложен класс точных решений для
системы уравнений Обербека‒Буссинеска. Поле
скоростей нового класса решений является квад-
ратичной формой относительно двух координат
(горизонтальных) с коэффициентами, зависящи-
ми от третьей координаты (вертикальной) и време-
ни. Показано, что для существования движения
поля давления и температуры должны являться
обобщенными многочленами четвертой степени
относительно горизонтальных координат. Исполь-
зование класса точных решений возможно при
учете силовых полей со структурой аналогичной
виду давления и температуры, включая тепловые
источники и диссипацию энергии из-за тепловых
превращений. Класс решений проиллюстрирован
на двух примерах, показывающий влияние дис-
сипации на структуру поля скоростей и на фор-

0U

xV

xV

Рис. 2. Профиль функции  при следующих значениях

параметров граничных условий:  1/К,
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мирование противотечений в сильновязкой жид-
кости при неоднородном распределении скоро-
стей на проницаемой границе слоя.

ОБОЗНАЧЕНИЯ
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