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ВВЕДЕНИЕ
Разделение смесей изотопов, содержащих более

двух компонентов, актуальная задача современных
технологических процессов [1–3]. Эффективное
разделение многокомпонентных смесей требует
теоретического осмысления процесса для отыска-
ния оптимальных способов организации.

Важной частью организации процесса разделе-
ния является построение разделительного каскада.
Это обусловлено сравнительно малым обогащени-
ем на единичном разделительном элементе. Для
получения желаемой степени обогащения, смесь
необходимо подвергнуть разделению многократно.
Многократное разделение реализуется соединени-
ем нескольких разделительных устройств, такое
соединение называют каскадом. Основной зада-
чей конструирования каскада является достиже-
ние максимальной эффективности, т.е. получе-
ние нужной величины обогащения с помощью
минимального числа разделительных элементов.

В настоящее время есть публикации, авторы
которых отвергают саму возможность существо-
вания идеального каскада для разделения много-
компонентных смесей [4].

Цель статьи – разработка теории идеального
(несмешивающего) каскада для разделения мно-
гокомпонентных смесей.

ПРОБЛЕМЫ СУЩЕСТВУЮЩЕЙ ТЕОРИИ
Теория разделительных каскадов для много-

компонентных смесей рассматривает, в основ-
ном, классическую схему бинарного противоточ-
ного каскада с дополнительным отбором [5–8].
Это обусловлено тем, что разделение многоком-
понентных смесей ведется с помощью устройств

бинарного разделения, например газовых цен-
трифуг, унаследованных от бинарных раздели-
тельных каскадов.

Специальные схемы многокомпонентных кас-
кадов, практически, не рассматриваются. Это се-
рьезное упущение, поскольку изучение разделения
многокомпонентных смесей в устройствах бинар-
ного разделения показало, что такие устройства не
могут обогатить смесь трех и более компонентов до
произвольной концентрации. Для получения про-
извольного обогащения эти устройства приходится
снабжать дополнительными отборами, т.е. превра-
щать их из бинарных разделительных устройств –
один вход-питание и два выхода-отбора, в много-
компонентные разделительные устройства – один
вход-питание и три или более выхода-отбора [5, 6].
Логичным представляется переход к схемам со-
единения многокомпонентных разделительных
устройств и обобщение теории бинарных каска-
дов. Такой подход всё ещё остаётся мало изучен-
ным [9–11].

Таким образом, построение теории противо-
точного каскада для многокомпонентного разде-
ления и отыскание идеального (несмешивающе-
го) каскада является актуальной задачей. Далее
рассматривается разделение смеси трех компо-
нентов, но выводы могут быть обобщены на про-
извольное число компонентов смеси.

ОСНОВНЫЕ ПОСТУЛАТЫ
Разделительный элемент. Теория бинарного

разделения начинается с постулирования суще-
ствования разделительного элемента [12] с одним
входом-питанием и двумя выходами-отборами,
способного изменять концентрацию смеси в от-
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борах, относительно концентрации смеси в пита-
нии, рис. 1а.

Для бинарного разделительного элемента (см.
рис. 1а) вводится коэффициент разделения q:

где С(1) и С(2) – концентрация в первом и втором
отборе, соответственно.

Для многокомпонентного разделения так же не-
обходимо дать определение разделительного эле-
мента. Разделительный элемент должен допускать
построение каскада, способного разделить исход-
ную смесь до любых заданных концентраций лю-
бого из компонентов. Это означает, что раздели-
тельный элемент должен осуществлять обогаще-
ние компонента смеси при любых концентрациях
этого компонента в смеси. Известно, что основ-
ная современная технология бинарного разделе-
ния – центрифуга – для компонента смеси, масса
молекулы которого больше минимальной массы
молекул смеси и меньше максимальной массы мо-
лекул смеси, не может обогащать смесь при произ-
вольной концентрации. Или для этого требуется
организация дополнительного отбора [13–21].

Поэтому в качестве элементарного разделитель-
ного элемента необходимо постулировать элемент
с одним входом-питанием и числом отборов, рав-
ным числу компонентов смеси, см. рис. 1б. Без по-
тери общности, можно полагать, что в i-м отборе
происходит обогащение по i-му компоненту.

Этот подход был описан в [9, 10], однако пра-
вильный выбор схемы разделительного элемента
критически важен для возможности построения
каскада и имеет смысл повторить основные аргу-
менты. В предыдущих работах была продемон-
стрирована возможность несмешивающей про-
тивоточной циркуляции для каскада указанных
элементов, но не были записаны уравнения кас-
када. В данной работе показано, что можно полу-

( )

( )

( )

( )
−=

−

21

1 2
(1 ),

(1 )
CCq

C C

чить дифференциальные уравнения каскада и
аналитическое решение уравнений для противо-
точной схемы каскада на основе таких элементов.

Компоненты смеси должны полагаться “рав-
ноправными”, т.е. для каждого компонента смеси
разделительный элемент должен иметь одинако-
вые характеристики. Нет оснований предполагать,
что выделение из смеси молекулы конкретного
изотопа требует больших или меньших затрат энер-
гии, чем для молекулы другого изотопа. Тот факт,
что самая массовая технология разделения (цен-
трифуга) не обеспечивает этого свойства, не дол-
жен останавливать. Имеется, по крайней мере,
одна технология – лазерное разделение, где ука-
занное свойство разделительного элемента может
быть выполнено.

Лазерные технологии разделения характеризу-
ются сравнительно большими коэффициентами
обогащения, но даже лазерное разделение не спо-
собно обеспечить полное отделение конкретного
сорта частиц от всех остальных частиц смеси. По-
лучение высоких обогащений, в любом случае, тре-
бует противоточного каскада. Для анализа каскада
удобнее предположить малый коэффициент обога-
щения. Такой подход позволяет построить диффе-
ренциальные уравнения для каскада и получить
аналитические решения для концентраций и пото-
ков в каскаде. Для разделительных элементов с
большими коэффициентами обогащения, как это
показано в теории бинарного разделения, каскад
может быть построен в виде ступенчатой аппрок-
симации идеального противоточного каскада для
малых обогащений. Лазерная технология упомя-
нута здесь только как пример, для которого суще-
ствование разделительного элемента с числом от-
боров большим двух достаточно очевидно.

Основной характеристикой разделительного
элемента является коэффициент разделения q(i).
Очевидным образом, его следует ввести как

(1)

где  = /(1 – ) – относительная концен-
трация i-го компонента в (i)-м отборе,  – кон-
центрация i-го компонента в (i)-м отборе,  –
относительная средняя концентрация i-го ком-
понента во всех отборах разделительного элемента,
кроме i-го,  – средняя концентрация i-го
компонента во всех отборах, кроме (i)-го

. Далее будем предпола-

гать малое обогащение на разделительном эле-
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Рис. 1. Разделительный элемент: (a) – бинарный,
(б) – трехкомпонентный, (в) – квазибинарный раз-
делительный элемент. l – поток питания раздели-
тельного элемента, θ1l, θ2l и θ3l – потоки отбора, С(0),
С(1), С(2) и С(3) – концентрации питания, первого,
второго и третьего отбора, соответственно.
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В реальных устройствах коэффициенты обога-
щения для компонентов смеси могут отличаться,
но для базовой теории следует предположить ра-
венство компонентов смеси. Коэффициент обо-
гащения q(i) полагаем одинаковым для всех ком-
понентов смеси.

Равенство величины коэффициента обогаще-
ния для всех компонентов смеси есть следствие
отсутствия каких-либо термодинамических при-
чин, по которым затраты энергии на выделение
из смеси идеальных газов конкретного сорта ча-
стиц могли бы отличаться от затрат на выделение
из смеси другого сорта частиц [22]. Для бинарной
смеси – это очевидно, для многокомпонентной –
это можно получить, если рассмотреть квазиби-
нарный случай: произвольный конкретный сорт
частиц и все остальные сорта частиц, как вторую
компоненту смеси.

Способ, которым введен коэффициент разделе-
ния (1), аналогичен классической теории бинар-
ных каскадов [12]: постулируется существование
разделительного элемента и коэффициент разделе-
ния для этого элемента. Природа физического эф-
фекта, применяемого для разделения, несуще-
ственна. Для любого разделительного устройства,
изменяющего концентрацию смеси в отборе отно-
сительно концентрации смеси в питании, может
быть введен коэффициент разделения в форме
(1). Этот коэффициент разделения однозначно
определяет концентрацию смеси в отборах, при
заданной концентрации смеси в потоке питания.
Определение универсально и пригодно для лю-
бых методов разделения.

Разделительный каскад. В работах [10, 23] бы-
ла предложена схема соединения разделитель-
ных элементов (см. рис. 1б) в схему, которая при
равенстве коэффициентов обогащения раздели-
тельного элемента, обеспечивает отсутствие сме-
шения в каскаде. Схема для трехкомпонентного
разделения изображена на рис. 2а. Эта схема
обобщается на произвольное число компонентов
смеси. Под ступенью каскада, как и в теории би-
нарного разделения, понимается соединение не-
скольких разделительных элементов параллель-
но, т.е. имеющих общее питание и соответствую-
щие отборы объединены.

В статье [16] рассмотрен “истинный идеаль-
ный каскад”. Однако, фактически, это прямоточ-
ный каскад. Схема каскада [16] не предполагает
противотока – повторного многократного разде-
ления смеси на ограниченном числе разделитель-
ных устройств. В этом смысле, рассматриваемая в
данной статье схема каскада принципиально от-
личается, т.к. обеспечивает противоток смеси и
является многокомпонентным аналогом проти-
воточного бинарного каскада.

Основная сложность работы со схемой [10]
(см. рис. 2а) – она неудобна для расчета. Схему

можно преобразовать к “прямоугольному” пред-
ставлению (рис. 3). В этом варианте, схема тожде-
ственна исходной и допускает простую нумера-
цию элементов каскада [24]. Элемент (0, 0) будем
считать точкой ввода потока питания L в каскад.
Предложенное преобразование схемы пригодно
для любого количества компонентов смеси.

УРАВНЕНИЯ СОХРАНЕНИЯ ДЛЯ КАСКАДА

Для прямоугольной схемы (см. рис. 3) зможно
записать уравнения сохранения массы для разде-
лительного элемента. Предполагаем выполнение
условий не смешивания [12]. Детальное рассмот-

Рис. 2. Схема несмешивающего трехкомпонентного
каскада. (а) – схема соединения ступеней, треуголь-
ник обозначает разделительную ступень, стрелки –
межступенные потоки; (б) – схема для вывода урав-
нений сохранения массы в ступени (s, m), пунктир-
ные линии обозначают границу, для которой записы-
ваются уравнения сохранения массы

(a)

s, m

(б)

�1L(s – 1, m)

�2L(s, m)

�3L(s + 1, m + 1)

�3L(s, m)
�2L(s, m – 1) �1L(s, m)

L(s, m)

s, m
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рение условий не смешивания для исходной схе-
мы (см. рис. 2а) приведено в [10].

Входящие в ступень (s, m) потоки считаем объ-
единенными в точке питания и обозначим L(s, m) –
поток питания ступени (см. рис. 2б). Выходящие
из ступени (s, m) потоки определим через коэф-
фициенты деления потока θi:

где L(s, m, i) – поток, вытекающий из ступени (s, m)
в направлении i. Для симметричного каскада θ1 =
= θ2 = θ3 = 1/3. Направление i = 1 будем считать
совпадающим с осью OS, направление i = 2 с осью
OM (см. рис. 3).

Уравнения сохранения для ступени (s, m) мо-
гут быть записаны так (см. рис. 3):

(2)

где Pi – транзитный поток в направлении i. Тран-
зитный поток существует не во всех ступенях кас-
када, см. рис. 3. Поток P1 отличен от нуля для сту-
пеней с номерами s > 0 и m = 0. Поток P2 отличен
от нуля для s = 0 и m > 0 и P3 отличен от нуля для
s = m, s < 0 и m < 0.

( ) ( )= θ =, , , , 1, 2, 3;s m i s m
iL L i

θ + θ + θ =1 2 3 1,

( )−θ = θ + θ +1, ,
1 2
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3 1 2

)
3
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Уравнения (2) должны выполняться “в сум-
ме”, т.е. сумма втекающих потоков на замкнутой
границе вокруг ступени должна быть равна сумме
вытекающих потоков. В силу симметрии каскада,
можно требовать выполнения каждого уравнения
(2) в отдельности.

Заменяя s – 1 на s в первом уравнении (2), m – 1
на m – во втором и s + 1 на s, m + 1 на m – в тре-
тьем, получим

(3)

Уравнения сохранения массы изотопа для сту-
пени (s, m) можно записать аналогично (см. рис. 2):

(4)

где CPi – концентрация в i-м отборе каскада,
C(s, m, i) – концентрация в i-м отборе ступени (s, m),
здесь C = (C1, C2, … Ci), C1, C2, … Ci – концентра-
ции компонентов смеси. Уравнения (3) и (4) по-
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Рис. 3. Прямоугольная схема несмешивающего каскада. Пунктирной линией обозначена граница, для которой запи-
сываются уравнения сохранения массы для ступени (s, m). Pi – потоки отбора каскада; L – поток питания каскада.
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хожи на уравнения противоточного бинарного
каскада [12]. Для малых коэффициентов обога-
щения эти уравнения можно преобразовать. На
примере первого уравнения систем (3) и (4):

умножаем уравнение выше на C(s, m,1), получаем

Вычитаем это уравнение из первого уравнения
системы (4)

получим:

Перегруппировав члены, уравнение можно за-
писать так

Из определения  (см.

обозначения для формулы коэффициента разде-
ления (1) ) следует, что

подставляем это выражение в предыдущее урав-
нение

Выражаем C(s + 1, m, –1) через коэффициент раз-
деления (1), с учетом ε = q – 1:

В случае малых коэффициентов обогащения,
разлагаем выражение в ряд до линейных по ε
членов,
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Подставляем в уравнение, получаем

Таким образом для малых коэффициентов обо-
гащения уравнение принимает вид:

(5)

где δ(n, k) – функция, равная 1 при n = 0 и k > 0, и
равная 0 при любых других значениях n, k.

Для малых изменений концентрации уравне-
ния (5) можно преобразовать к дифференциаль-
ным уравнениям, считая s и m непрерывными ко-
ординатами [12]:

(6)

Уравнения (6) имеют вид аналогичный урав-
нению для бинарного каскада. Отличие заключа-
ется в том, что каждое уравнение (6) распадается
на два уравнения:

(7)

(8)

Для второго уравнения системы (6) – аналогич-
но. Уравнение (7) подобно уравнению для бинар-
ного каскада [12]. Уравнение (8) является уравне-
нием для безотборного режима бинарного каскада.
Точно так же, как в теории бинарного каскада,
можно потребовать, чтобы отношение градиента
концентрации ∂С/∂s к величине потока L было бы
максимальным в каждой точке каскада.

В этом случае, уравнение (7) даст оптимальное
распределение потока по оси OS [12]
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и уравнение для оптимального градиента концен-
трации

Уравнение (8) не накладывает никаких огра-
ничений на распределение L(s), поэтому можно
для всех m ≠ 0 полагать L(s) = Lopt(s).

Для согласования градиента концентрации по
оси OS достаточно, чтобы все ступени каскада
при m ≠ 0 имели коэффициент обогащения ε рав-
ный половине коэффициента обогащения ступе-
ней при m = 0.

Таким образом, распределение потока в иде-
альном трехкомпонентном каскаде, по каждой из
осей рис. 3, аналогично распределению потока в
идеальном бинарном каскаде. Максимальное зна-
чение потока L(s) достигает в точке подачи питания
и уменьшается до 0 в точке отбора и, следователь-
но, стремится к нулю на всей границе каскада, кро-
ме точек отборов.

Полученные уравнения и их решения приве-
дены для случая одинаковых и не зависящих от
концентрации коэффициентов обогащения для
каждого компонента смеси. Случай разных коэф-
фициентов обогащения не изменяет принципи-
ально выводов, все вышеизложенное можно по-
вторить для трех различных коэффициентов обо-
гащения не зависящих от концентрации. Для
коэффициентов обогащения зависящих от кон-
центрации, вывод уравнений (6) остается спра-
ведливым. Но аналитическое решение уравнений
(6) становится невозможным без явной функцио-
нальной зависимости коэффициента обогащения
от концентрации смеси. Однако, при наличии яв-
ной функциональной зависимости коэффициен-
та обогащения от концентрации уравнения мож-
но решить, как минимум, численно.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Обосновано понятие разделительного элемен-

та для многокомпонентного разделения и необ-
ходимость создания и применения разделитель-
ных элементов с числом потоков отбора равным
числу компонент смеси.

Предложена схема для расчета противоточно-
го каскада.

Получены уравнения для концентрации смеси
и величины потоков в разделительном каскаде
для трехкомпонентного разделения.

Получены дифференциальные уравнения для
несмешивающего (идеального) каскада в случае
малых обогащений.

Показано, что распределение потоков в идеаль-
ном каскаде для разделения трехкомпонентной
смеси очень похоже на случай бинарного идеаль-
ного каскада.

( )∂ ε= −
∂

1 .
2

С С С
s

Предложенная схема каскада и оптимальное
распределение потоков может использоваться
для оптимизации промышленного разделения
многокомпонентных смесей.

ОБОЗНАЧЕНИЯ

ИНДЕКСЫ

C концентрации всех компонентов смеси 
C = (C1, C2, … Ci), безразмерный

C(0) концентрации компонентов в исходной 
смеси, безразмерный

C(i) концентрации компонентов в отборе i, 
безразмерный

C1, C2, … Cn концентрация 1, 2… n компонента смеси, 
безразмерный
средняя концентрация i-го компонента 
во всех отборах разделительного эле-
мента, кроме i-го, безразмерный

G(0) поток питания, кг/c или масса разделяе-
мой смеси, кг

G(i) потоки отбора, кг/c или массы отбора, кг

L поток питания каскада или разделитель-
ного элемента, кг/c

n количество компонентов смеси, безраз-
мерный

q коэффициент разделения, безразмерный;

q(i) коэффициент разделения для i-го отбора, 
безразмерный

R относительная концентрация, безразмер-
ный
относительная концентрация i-го компо-
нента в i-м отборе, безразмерный
относительная средняя концентрация i-го 
компонента во всех отборах разделитель-
ного элемента, кроме i-го, безразмерный

θ(i) коэффициент деления потока для i-го 
отбора разделительного элемента или 
каскада, безразмерный

ε коэффициент обогащения разделитель-
ного элемента, безразмерный

(0) значение величины для питания раздели-
тельного элемента

(i) значение величины для i-го отбора раздели-
тельного элемента

(–i) значение величины для всех отборов, кроме 
i-го отбора разделительного элемента

i, j компонента смеси или номер отбора разде-
лительного элемента

m, s номер элемента в каскаде

( )−i
iC

( )i
iR

( )−i
iR
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