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Изучен новый тип установившегося пленочного течения жидкости, стекающей по наклонной плос-
кости. Рассмотрены двумерные по скоростям неоднородные течения типа Нуссельта. В зависимо-
сти от граничных условий на свободной границе, которая полагается недеформируемой, неодно-
родные течения жидкости обобщают точные решения Нуссельта, Куэтта и Пуазейля. Рассмотрен-
ные в статье обобщения и модификации классических течений описываются переопределенной
системой, состоящей из уравнений Навье–Стокса и уравнения непрерывности. Указано нетриви-
альное точное решение переопределенной системы, которое характеризует неоднородное движе-
ние вертикальной завихренной жидкости. Проанализированы скорости и касательные напряже-
ния, которые описываются полиномами. Исследование гидродинамических полей показало, что
они имеют сложную стратификацию. Поток жидкости, движущейся по наклонной плоскости, мо-
жет содержать четыре области с противотоками. Касательные напряжения имеют разный знак по
толщине слоя и могут дважды менять знак.
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ВВЕДЕНИЕ
При описании гидродинамических явлений в

химической технологии важным типом движе-
ний жидкой фазы является пленочное течение
[1–8]. Исследование стекания жидких пленок яв-
ляется важной задачей для создания миниатюр-
ных охлаждающих устройств в микроэлектронике
[9–13], при проектировании аппаратов химиче-
ской технологии для сушки, выпаривания и теп-
лообменных агрегатов [1, 5, 6], для разработки
различных контактных колонн [1, 5, 6], при нане-
сении краски на поверхность и многих других
движений тонких слоев жидкости, стекающих по
наклонной поверхности под действием сил гра-
витации [1, 5–8]. К настоящему времени описа-
ние дрейфа пленок основывается на точном ре-
шении Нуссельта, описывающем однонаправ-
ленный поток [1, 5, 6]. Изучение свойств точного
решения Нуссельта и его обобщений приведено в
статьях [1, 4, 5]. Особо отметим статьи, где опи-
сывается возможность установившегося и неста-
ционарного течения многослойных пленок [4].

С течением Нуссельта связаны известные экс-
периментальные исследования Капицы, соглас-
но которым возникла необходимость методами
гидродинамической устойчивости найти условие

возникновения волн на свободной границе для
первоначально установившегося пленочного те-
чения с недеформируемой границей [14–16].
В гидродинамике тонких слоев жидкости извест-
ны точные решения, которые описывают транс-
формацию однонаправленного напорного тече-
ния Нуссельта в двумерное (плоское) движение
жидкости [4, 7]. Очевидно, что такие решения
представляют интерес не только для теоретиче-
ской, но и для физико-химической гидродинами-
ки, поскольку позволят интенсифицировать по-
токи для создания новых типов аппаратов хими-
ческой технологии.

В данной статье предполагается обобщить и
модифицировать точные решения, представлен-
ных в научных работах [1, 4, 5, 7], рассмотрев тече-
ние пленки в бесконечно протяженном горизон-
тальном наклонном слое. Установившееся течение
тонкого слоя будет описываться двумерным по-
лем скоростей, зависящим от трех координат [17,
18]. Неоднородные течения типа Куэтта и Пуа-
зейля, рассмотренные в статьях [17, 18] в точной
постановке, позволили объяснить ряд новых фи-
зических эффектов, в том числе регистрацию ре-
жима вращения без предварительной закрутки и
объяснения существования застойных точек.
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Теоретическое изучение неоднородного течения
Нуссельта для различных классов граничных
условий (задания скоростей и давления) необхо-
димо для разработки новых способов исследова-
ния гидродинамической устойчивости с последу-
ющим внедрением полученных знаний в повсе-
дневное применение новых технологических
решений.

ПОСТАНОВКА КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

Рассмотрим сдвиговое (двумерное по скоро-
стям) установившееся изотермическое течение
вязкой несжимаемой жидкости в бесконечно
протяженном наклонном слое заданной толщи-
ны h. Толщину слоя считаем постоянной, то есть
пренебрегаем деформацией свободной границы.
Такое допущение справедливо для установив-
шихся крупномасштабных течений жидкости
[17]. Система уравнений, традиционно использу-
емая для описания такого рода течений, состоит
из векторного уравнения Навье–Стокса и урав-
нения непрерывности (несжимаемости). Указан-
ные уравнения в проекциях на оси системы коор-
динат принимают вид:
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В системе (1), (2) символами  обозначены
ненулевые проекции вектора скорости ;  –
нормированное на среднюю плотность жидкости

 отклонение давления от гидростатического,  –
кинематическая вязкость; g – ускорение свобод-
ного падения.

Прямоугольная система координат Oxyz вы-
брана таким образом, что по плоскости Oxy течет
жидкость, а ось Oz направлена перпендикулярно
к этой плоскости вверх. Наклон рассматриваемо-
го слоя по отношению к горизонту определяется
величиной угла α (рис. 1). Оси Ox, Oy в наклон-
ной плоскости ориентированы таким образом,
что положительное направление осей отвечает
течению жидкости вниз по данной плоскости
(рис. 1). Угол  – это угол между положительным
направлением оси Ox и проекцией нормирован-
ной на плотность удельной силы тяжести на
плоскость течения (рис. 1). Если положить в урав-
нениях (1) , то рассматриваемая задача сво-
дится к двумерному течению Нуссельта. Введе-
ние дополнительного угла  обусловлено не толь-
ко изучением неоднородного сдвигового течения
жидкости, а также возможностью конструирова-
ния новых технических гидродинамических си-
стем с управлением потоками стекающих тонких
слоев.

Система (1), (2) квадратично нелинейных
уравнений в частных производных является пере-
определенной: она содержит четыре уравнения
для определения трех неизвестных функций (дав-
ления  и скоростей ).

Будем далее искать точное решение уравнений
(1) и (2) в следующем виде [18–22].

(3)

Выражения (3) описывают неоднородное сдвиго-
вое течение жидкости. Структура точного реше-
ния такова, уравнение несжимаемости (2) авто-
матически выполняется.
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Рис. 1. Геометрия течения.
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Давление также будем представлять в виде ли-
нейной формы:

(4)
Гидродинамические поля, описываемые форму-
лами (3) и (4), принадлежат классу точных реше-
ний Линя–Сидорова–Аристова [23–25]. Заме-
тим, что для переопределенных систем вида (1),
(2) выражения (3) и (4) являются простейшим не-
тривиальным семейством точных решений [17,
18]. В статьях [7, 26–28] указаны способы “раз-
множения” (например, преобразование поворота)
решения (3) и (4) для трехмерного течения. В этих
же статьях было показано, что при тиражирова-
нии простейшего точного решения поле скоро-
стей (3) не приобретает новых физически важных
свойств.

Далее изучим течения, которые индуцируются
не только силой тяжести, но и неоднородным
распределением скоростей на верхней недефор-
мируемой границе слоя :

(5)
и заданием отсчетного значения давления и его
горизонтальных (продольных) градиентов:

(6)

На нижней границе  полагаем выполнение
традиционного для гидродинамики ньютонов-
ской жидкости условия прилипания:

(7)
Краевая задача (1), (2) и (5)–(7) описывает не-

однородное течение типа Куэтта–Пуазейля–
Нуссельта. В случае если рассматривается безгра-
диентное течение, то его можно классифициро-
вать как неоднородное течение Куэтта–Нуссель-
та, в противном случае будет изучаться неодно-
родное течение Пуазейля–Нуссельта. Далее все
типы течений будут проанализированы.

ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ
После подстановки выражений (3), (4) в систе-

му уравнений (1), (2) и проведения элементарных
преобразований придем к системе обыкновенных
дифференциальных уравнений, производная в
которых берется по переменной z:

(8)

В виду независимости пространственных пере-
менных x и y, первое и третье уравнения в (8) рас-
падаются на несколько уравнений:
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Заметим, что первые два уравнения системы (9) и
уравнения системы (10) являются изолированны-
ми, поскольку их решение может быть найдено
вне зависимости от решений других уравнений:

(11)

(12)

Точное решение оставшегося (третьего) уравне-
ния системы (9) легко получается интегрирова-
нием после подстановки выражений (11), (12):

(13)

Постоянные интегрирования  в общем реше-
нии (11)–(13) определяются из краевых условий
(5)–(7), которые согласно формулам (3) и (4)
можно переписать в виде:

(14)

Частное решение (11), (12), отвечающее усло-
виям (14), имеет вид:

(15)

В полиномиальных выражениях (15) введена
безразмерная координата  для единообра-
зия описания слоев разной толщины.

АНАЛИЗ ГИДРОДИНАМИЧЕСКИХ ПОЛЕЙ

Проанализируем поле скоростей (15). Заме-
тим, что функция  является вертикальной ком-
понентой завихренности жидкости:
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Таким образом, формулы (15) описывают течение
жидкости с вертикальной закруткой без приложе-
ния силы Кориолиса. Согласно найденному точ-
ному решению, вихрь вокруг оси Oz не меняет в
слое своего направления.

Поток жидкости, движущейся вдоль оси Oy,
описывается профилем Куэтта–Пуазейля, кото-
рый может один раз сменить направление, если
полином

имеет корень внутри интервала  (рис. 2). По-
следнее имеет место, если выполнено неравен-
ство:

Если для горизонтального градиента давления
выполняется равенство , то ско-
рость  описывается профилем
Куэтта. Таким образом, существует комбинация
углов, при которой градиентное течение жидко-
сти трансформируется в слоистое.

Наибольший интерес представляет исследова-
ние фоновой скорости U, поскольку отвечающий
ей полином имеет наибольшую (пятую) степень.
Скорость U определяется линейной суперпози-
цией нескольких потоков. Если положить в (15)

 и , то эти формулы описыва-
ют пространственно неоднородное течение Куэтта
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изученное в [17, 18]. Это течение характеризует
тем, что в жидкости регистрируются противоте-
чения. Поле скорости стратифицируется на два
встречных потока, которые контактируют по гра-
нице, параболической формы [17, 18, 29]. Если в
качестве вторичных движений учитывать гради-
ентные потоки в горизонтальном слое жидкости,
то соответствующие неоднородные течения Пуа-
зейля были рассмотрены в статьях [29]. В этих ра-
ботах было показано, что учет горизонтальных
градиентов давления может привести к расслое-
нию поля скорости на три зоны, существование
которых определяется двумя нулевыми значения-
ми полинома

В формуле (15) полиномы  и

 описывают вклад

профилей Куэтта и Пуазейля соответственно.

Вторичные течения  и

 обусловлены

учетом сил инерции в уравнениях Навье–Стокса
(неоднородным распределением скоростей).
Среди этих полиномов только многочлен

 принимает экстремальное значе-
ние внутри слоя (при ). В области моно-
тонности этого полинома, согласно [30], ско-
рость U может иметь до трех нулевых точек. Соот-
ветствующий профиль приведен на рис. 3,
иллюстрирующем расслоение поля скорости на
четыре зоны с чередованием направления течения.

Таким образом, учет наклона слоя жидкости
приводит к появлению дополнительной точки
стратификации (увеличивается количество зон с
возвратным течением). Заметим, что суммирова-
ние фонового течения с потоком  в вы-
ражении для скорости  не приводит к появле-
нию дополнительных противотечений.

Если изобразить годограф скоростей (рис. 4),
то стекающий по наклонной плоскости поток
жидкости имеет спиралевидный характер. Такой
характер движения обусловлен неоднородным
течением жидкости и учетом сил инерции при
изучении сдвигового течения жидкости.

Для иллюстрации сложности топологии тече-
ния приведем график удельной кинетической
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Рис. 2. Профиль скорости V при наличии противоте-
чения.
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энергии (рис. 5), которая имеет несколько ло-
кальных экстремумов, обусловленных стратифи-
кацией поля скорости. Варьируя значения пара-
метров задачи, можно добиться того, что един-
ственная нулевая точка скорости Vy будет одной
из нулевых точек скорости Vx. Другими словами,
будет наблюдаться глобальная застойная точка
течения. После прохождения этой точки течение
либо повернется в обратную сторону либо сохра-
нит направление, но после прохождения данной
точки кинетическая энергия (в виду квадратич-
ной зависимости от компонент проекций скоро-
сти) будет нарастать.

Опираясь на свойства поля скорости (15) и их
интерпретацию (рис. 2, 3), можно заметить, что
поле касательных напряжений

также может стратифицироваться. Например, ка-
сательное напряжение  (  – динамическая
вязкость жидкости) может расслаиваться на две
зоны (рис. 6, штриховая линия), а касательное на-
пряжение  – на четыре зоны (рис. 6, сплош-
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Рис. 3. Профиль скорости U, иллюстрирующий стра-
тификацию скорости.
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Рис. 5. Удельная кинетическая энергия неоднородно-
го течения.
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ная линия). Причем каждый раз при переходе из
любой такой зоны в соседнюю зону соответству-
ющее напряжение меняет знак (меняет тип с рас-
тягивающего на сжимающее или наоборот).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Найдены точные решения уравнений гидро-

динамики для описания неоднородного сдвиго-
вого течения в поле силы тяжести. Движение
жидкости индуцируется распределением скоро-
стей на горизонтальной свободной границе бес-
конечно протяженного наклонного слоя и зада-
нием горизонтальных градиентов давления. Про-
веден анализ гидродинамических полей скорости
и напряжений. Установлено, что удельная кине-
тическая энергия имеет немонотонный профиль
и принимает нулевой значение в точке, распола-
гающейся внутри слоя. Иными словами, эта точ-
ка не соответствует границе, на которой задано
условие прилипания, что иллюстрирует застой-
ную точку в потоке и существование противоте-
чений до четырех вторичных потоков. Существо-
вание встречных потоков сопровождается сменой
знаков касательных напряжений в неоднородном
течении Нуссельта–Куэтта–Пуазейля.

ОБОЗНАЧЕНИЯ
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