
ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ХИМИЧЕСКОЙ ТЕХНОЛОГИИ, 2022, том 56, № 5, с. 615–626

615

ХАРАКТЕРНЫЕ МАСШТАБЫ ПРОЦЕССА СВЕРХКРИТИЧЕСКОЙ 
ФЛЮИДНОЙ ЭКСТРАКЦИИ

© 2022 г.   А. А. Саламатинa, b, *, **, А. Г. Егоровa, А. С. Халиуллинаb

aИнститут механики и машиностроения, ФИЦ Казанский научный центр РАН, Казань, Россия
bКазанский (Приволжский) федеральный университет, Казань, Россия

*e-mail: arthur.salamatin2@gmail.com
**e-mail: salamatin@imm.knc.ru

Поступила в редакцию 14.04.2021 г.
После доработки 14.04.2022 г.

Принята к публикации 18.05.2022 г.

В работе представлена новая модель сверхкритической флюидной экстракции масла из раститель-
ного сырья. Подробно учитывается внутренняя клеточная структура сырья, локализация масла в
клетках и его диффузия по транспортным каналам. Сырье характеризуется двумя коэффициентами:
диффузии по транспортным каналам и массоотдачи через клеточную мембрану. Получено аналити-
ческое решение задачи для сырья с высокими начальными запасами масла. Исследованы основные
режимы экстракции, предсказываемые в рамках модели. Показано, что описанные в литературе
схематизации сжимающегося ядра и целых и разрушенных клеток являются предельными для но-
вой модели. Таким образом, предложенный подход к описанию экстракции обобщает классические
схематизации и описывает сырье с промежуточными свойствами.
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ВВЕДЕНИЕ
Сверхкритическая флюидная экстракция

(СФЭ) – современный технологический процесс,
предлагаемый для извлечения ценных фракций
масла из растительного сырья [1, 2]. В качестве
сырья используются измельченные части расте-
ний (семена, листья, стебли), которые засыпают в
аппарат–экстрактор [3, 4]. Из ансамбля частиц
формируется стационарная пористая среда (зер-
нистый слой) [5]. Процесс экстракции реализует-
ся посредством прокачки растворителя (флюида)
через пористый слой при заданном расходе [6, 7].
Во время экстракции запасенное масло растворя-
ется во флюиде, диффундирует к поверхности ча-
стиц молотого сырья и выносится экстрагентом к
выходному сечению аппарата, где флюид отделя-
ют от экстракта [8, 9].

В качестве растворителя выступает, как правило,
диоксид углерода (CO2), находящийся в сверх-
критическом состоянии. Оно реализуется за счет
соответствующим образом регулируемого давле-
ния и температуры в системе, которые поддержи-
ваются выше 7.38 МПа и 304.13 K (для CO2).
В этих условиях наблюдается сильное увеличение
растворяющей способности экстрагента. Прони-
кающая способность также остается высокой,

сравнимой с таковой для газов в обычных услови-
ях [10].

Технология СФЭ заметно превосходит тради-
ционные способы экстракции по качеству полу-
чаемого продукта, в большей степени соответ-
ствует современным экологическим стандартам и
оказывается более экономичной [1]. Это вызыва-
ет повышенный интерес к математическому мо-
делированию процессов СФЭ из зернистого слоя
измельченного растительного сырья.

Одним из основных вопросов при моделиро-
вании экстракции остается выбор адекватной
схематизации процессов растворения и диффу-
зии в масштабах индивидуальной (пробной) ча-
стицы растительного сырья. Соответствующая
модель формализует представление о его внут-
ренних свойствах и выражает законы межфазного
массообмена между зернистым слоем и фильтру-
ющимся потоком растворителя.

Часто предполагается, что частица имеет сфе-
рическую форму, и процесс массопереноса явля-
ется сферически симметричным. Внутренняя
клеточная структура сырья [11] схематично изоб-
ражена на рис. 1. Известно, что извлекаемое мас-
ло (цифра 4 на рис. 1) запасено в клетках [12], ко-
торые окружены плазмалеммой (клеточной мем-
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браной), (5). Из клеток растворенное масло
попадает в окружающие их клеточные стенки (2)
и межклеточное пространство (3). Совокупность
клеточных стенок и межклеточного пространства
называется апопластной транспортной системой
(апопласт). Сами клетки объединены в симпласт-
ную систему (симпласт), которая занимает ~90%
объема сырья. Апопласт является основной
транспортной системой в условиях СФЭ. Есте-
ственно, что и клеточные мембраны, и клеточные
стенки оказывают сопротивление транспорту из-
влекаемых соединений в масштабах сырья.

В литературе предложено множество различ-
ных подходов [13–18] к описанию диффузионных
процессов в отдельной частице. Наиболее упо-
требительными являются схематизации сжимаю-
щегося ядра (SC) [19–21] и целых и разрушенных
клеток (BIC) [22, 23]. Их апробация проводится в
работах [8, 24–29] и [29–34] соответственно.

Модель SC основана на том, что проницае-
мость клеточных мембран значительно превосхо-
дит проводимость транспортных каналов. В мо-
дели BIC, наоборот, считается, что высока прово-
димость транспортных каналов при низкой
проницаемости плазмалеммы. Таким образом,
несмотря на свою высокую практическую значи-
мость, (предельные) модели в значительной сте-
пени идеализируют внутренние свойства сырья и
не позволяют проанализировать промежуточные
режимы массопереноса в отдельной частице.

В данной работе изучаются процессы экстрак-
ции из так называемого “высокомасличного” сы-
рья. Для него начальные запасы извлекаемых со-
единений существенно превосходят растворяю-
щую способность экстрагента. Таким образом, на
начальном этапе экстракции в клетках наблюда-
ется двухфазное распределение масла. Одна фаза
(цифра 4 на рис. 1) определяется маслом, которое

изначально запасено в клетках. Далее флюид,
проникая в клетку, образует отдельную фазу рас-
твора (1) и насыщается до предельной концентра-
ции . Она определяется термодинамически
равновесным сосуществованием двух фаз и суще-
ственно зависит от температуры и давления в си-
стеме [35]. Движущей силой экстракции является
градиент концентрации масла в растворе, по ко-
торому с течением времени оно диффундирует из
частицы. При этом уровень концентрации рас-
твора восполняется переходом масла из изна-
чальной фазы в CO2. По такому механизму посте-
пенно истощаются извлекаемые соединения в
сырье. Естественно, что и CO2 растворяется в фа-
зе масла [36]. Однако рассмотрение этих эффек-
тов остается вне предлагаемого исследования.

В настоящей работе представлена новая мо-
дель СФЭ в масштабах индивидуальной частицы,
обобщающая известные предельные подходы SC
и BIC. В первой части статьи представлены ба-
лансовые соотношения модели. Далее, на основе
методов теории подобия и анализа размерностей
определены границы применимости предельных
моделей, получено аналитическое решение зада-
чи для представляющего практический интерес
класса высокомасличного сырья.

МОДЕЛЬ МАССОПЕРЕНОСА
В МАСШТАБАХ ИНДИВИДУАЛЬНОЙ 

ЧАСТИЦЫ
Характеристики транспортных систем

Совокупность двух систем (апопласт и сим-
пласт) рассматривается в рамках концепции
(двух) “взаимопроникающих и взаимодействую-
щих континуумов” [37–39]. Системы обменива-
ются целевыми соединениями через разграничи-
вающую их клеточную мембрану – плазмалемму
(см. рис. 1). Соответствующий приведенный ко-
эффициент массоотдачи обозначим через βс. Он
выражает количество масла, проникающего через
единицу поверхности мембраны клетки в едини-
цу времени при единичной разности концентра-
ций вещества в клетке и в окружающем ее апо-
пласте, и отнесен к радиусу клетки. Будем счи-
тать, что массоперенос масла по межклеточным
транспортным каналам (по апопласту) осуществ-
ляется по закону Фика с соответствующим эф-
фективным коэффициентом диффузии Da. Эф-
фекты сорбции [16, 19, 40] для масличных культур
несущественны и далее не рассматриваются.

Экстрагируемые целевые соединения – масло –
рассматриваются в однокомпонентном прибли-
жении. Для обозначения характеристик апо-
пластной системы будем использовать индекс a, а
для симпластной – индекс s. По предположению,
движущей силой массопереноса в апопластной
транспортной системе является градиент концен-

θ*

Рис. 1. Схема клеточного строения растительного сы-
рья. 1 – насыщенный раствор масла в сверхкритиче-
ском CO2, проникшем в клетку; 2 – клеточная стен-
ка; 3 – межклеточное пространство; 4 – масляные
капли, окруженные насыщенным раствором; 5 – кле-
точная мембрана.
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трации θa. Последняя есть масса целевых веществ
в единице объема транспортной системы. В то же
время в симпласте масло содержится в двух фазах:
в виде раствора в экстрагенте, проникшем в клет-
ку, и нерастворенных “капель”. Концентрацию
раствора (плотность растворенных в его объеме
целевых веществ) обозначим через θs. Полную
массу текущих запасов масла в клетке, распреде-
ленную по обеим фазам и отнесенную к объему
всей клетки, обозначим через xs с начальным зна-

чением .
Объемную долю апопластной системы обозна-

чим через ε. Исходя из толщины растительной
стенки, ~1 мкм, объемную долю можно оценить
как ε ~ 0.1 (при характерном радиусе клетки >10 мкм).

Термодинамическое равновесие фаз в клетке

Принята следующая схема растворения масла
в клетке. Изначально в клетке сосуществуют две
фазы, находящиеся в термодинамическом равно-
весии. Это фаза раствора масла в CO2, проник-
шем в клетку, и фаза нерастворенного масла.
Диффузия масла из клетки через клеточную мем-
брану сопровождается мгновенным восполнени-
ем масла в растворе до насыщения посредством
непрерывного перехода нерастворенного масла в
фазу раствора. В результате на начальном этапе
экстракции в клетке значение θs равно предель-
ной концентрации насыщения, которую обозна-
чим через . На этих временах раствор находится
в термодинамическом равновесии с нерастворен-
ным маслом в клетке. После полного истощения
фазы масла в клетке остается только его раствор в
CO2 при текущей концентрации θs < .

С учетом предположения о локальном термо-
динамическом равновесии в клетке выражение
для концентрации θs в симпластной системе при-
мет следующий вид

(1)

Выполнение условия  определяет мо-
мент полного истощения масляных капель в
клетке. Позднее в ней содержится только раствор
при концентрации .

Уравнения баланса массы в частице

В принятых обозначениях общее изменение
количества масла в единице объема частицы за
счет его диффузии по апопласту запишется следу-
ющим образом

(2)

0
sx

θ*

θ*

{ }= θθ min , .*s sx

θ =* sx

θ = < 1s sx

∂ ∂θ∂  ε =  ∂ ∂
−

∂ 

2
2( ,1 ) s a ax D r

t r rr

где r – радиальная координата, отсчитываемая от
центра сферически симметричной частицы.
Здесь также учтена малость ε и слагаемого

. То есть неявно предполагается, что ε  1

и . Массоперенос по апопласту рас-
сматривается, таким образом, в квазистационар-
ном приближении. Отток масла из клетки в
транспортную систему через плазмалемму опи-
сывается следующим балансовым соотношением

(3)

Для замыкания уравнений (1)–(3) баланса
массы в индивидуальной частице и определения
трех искомых величин, xs, θs и θa, необходимо за-
дать начальные и граничные условия.

Вначале экстракции сырье выдерживается при
заданных давлении и температуре до наступления
термодинамического равновесия. Поэтому к на-
чалу экстракции концентрация масла в апопласте
равна . С учетом закона сохранения массы это
приводит к некоторому снижению плотности xs
масла к моменту t = 0. В то же время емкость апо-
пласта, определяемая величиной ε , достаточно
мала по сравнению с исходной плотностью масла

 в клетках, и этим изменением часто пренебре-
гают [8]. Начальное значение xs запишется следу-
ющим образом

(4)
Тогда совместимые с уравнениями модели на-
чальные значения θa и θs

(5)

Одно граничное условие для концентрации θa
в каналах апопласта определим из условия сфери-
ческой симметрии, при r = 0. На поверхности ча-
стицы при r = a зададим граничное условие пер-
вого рода, пренебрегая диффузионным сопро-
тивлением пограничного слоя вокруг частицы
[41]. Окончательно,

(6)

Здесь C(t) – нормированная на  концентрация
омывающего частицу раствора.

Макроскопический поток массы с единицы
поверхности частицы за единицу времени при его
переходе из частицы в поровое пространство ап-
парата определяется следующей формулой

(7)

Начально-краевая задача (1)–(7) является
обобщенной диффузионной моделью исследуе-
мого процесса в масштабах индивидуальной

ε∂θ ∂a t !

θθ ≤ !
0

*a sx

−= β θ θ
∂

−∂ 3 ( ).s
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x
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θ*
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0 .s stx x
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пробной частицы. Она учитывает сложную внут-
реннюю структуру частиц, обусловленную ее кле-
точным строением и наличием мембран. Таким
образом, модель обобщает известные подходы к
теоретическому описанию процессов СФЭ на
микроуровне. Далее представлен ее качествен-
ный анализ на основе методов теории подобия.

ХАРАКТЕРНЫЕ МАСШТАБЫ. 
БЕЗРАЗМЕРНАЯ ФОРМУЛИРОВКА

Характерные масштабы
Рассмотрим пробную сферическую частицу

радиуса a. Характерное время  ее истощения
определяется действующими последовательно
диффузионным сопротивлением клеточной мем-
браны (плазмалеммы) и транспортных каналов
(апопласта) и равно

(8)

Формула (8) следует из анализа упрощенных мо-
делей SC [24, 42] и BIC [22] и подтверждается
представленными далее численными расчетами.
Физические параметры задачи  и  являются
масштабами для текущих запасов масла xs и кон-
центраций θs и θa соответственно, радиус a части-
цы – характерный масштаб радиальной коорди-
наты r.

Нормируем далее эти функции и координату
на соответствующие характерные значения, со-
хранив за их безразмерными аналогами прежние
обозначения. Определим нормированное время

 частиц радиуса a. Получим эквивалент-
ную систему уравнений баланса массы в частице
в безразмерном виде

(9)

(10)

(11)

Соответственно, условия (4)–(6) примут безраз-
мерный вид

(12)

Модель (9)–(12) содержит два критерия подобия

На основе комплекса Θ, характеризующего на-
чальные запасы масла, проводится классифика-

c
sct

 = + θ  β

0 21 .
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x at
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r

θ
= βΘ =

2

0
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ция сырья. Так как обычно Θ ≤ 1, то сырье можно
разделить на масличное (маслосодержащее) с
характерными значениями Θ  1 и немасличное,
Θ ≈ 1.

Параметр M определяет интенсивность диф-
фузионного сопротивления переносу через
плазмалемму по отношению к сопротивлению
клеточных стенок и межклеточного простран-
ства. Непрерывное изменение M на всем интер-
вале (0; ∞) допустимых значений соответствует
постепенному переходу от одного предельного
режима массопереноса по каналам апопласта,
M → 0, через режим умеренных значений M ~ 1 к
другому пределу, M →∞. Здесь важно отметить,
что кроме диффузионных характеристик сырья
(βc, и Da) реализующийся в частице режим массо-
переноса определяется и ее размером a [5]. Сле-
довательно, уже в лабораторных условиях в поли-
дисперсном зернистом слое при типичном раз-
бросе значений 50 мкм < a < 1000 мкм
соответствующие значения M(a) изменяются на
два порядка, и в аппарате может одновременно ре-
ализовываться целый спектр различных режимов.

Общая микромасштабная картина экстракции
На рис. 2 демонстрируется общая микромас-

штабная картина экстракции. Здесь представле-
ны текущие распределения xs(r) запасов масла в
частице, соответствующие умеренным значени-
ям критериев M = 1, Θ = 0.25, в разные моменты
времени 0 ≤ τc ≤ 1.1 (с постоянным шагом 0.1) при
C ≡ 0. Вообще, можно выделить три микромас-
штабных этапа экстракции. В течение первого,
0 ≤ τc ≤ τ1, по всему объему частицы масло существу-
ет в двух фазах, и, как следует из уравнения (11),
xs > Θ (пунктирные линии). Приповерхностные
клетки истощаются наиболее интенсивно, и на
этом этапе формируется транспортная зона исто-
щения. Правая вертикальная стрелка указывает
на преимущественное уменьшение уровня масла
у поверхности частицы. Первый этап заканчива-
ется, когда нерастворенное масло здесь истоща-
ется, xs(τ1, 1) = Θ.

Второй этап, τ1 ≤ τc ≤ τ2, характеризуется разви-
тием транспортной зоны, ее расширением от по-
верхности вглубь частицы (сплошные линии). На
это указывает горизонтальная стрелка. Маркеры
на рис. 2 отмечают положение границы раздела
r = R(τc) (фронта истощения) в частице на этом
этапе. Фронт разделяет внутреннее маслосодер-
жащее ядро, 0 ≤ r ≤ R, где xs > Θ, и внешнюю
транспортную зону, R ≤ r ≤ 1, где xs < Θ, и суще-
ствует только растворенное масло. Положение
фронта во времени определяется соотношением
xs(τc, R) = Θ, выражающим непрерывность теку-
щих запасов масла при переходе из одной зоны в
другую.

!
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В момент τ2, когда фронт достигает центра ча-
стицы, xs(τ2, 0) = Θ, начинается третий этап. В те-
чение этого времени, τc > τ2, в частице существует
только растворенное масло (штрихпунктирные
линии). При малых Θ маслом, оставшимся в ча-
стице после второго этапа, традиционно прене-
брегают, третий этап не рассматривается, и мо-
мент τ2 является временем полного истощения
частицы высокомасличного сырья.

На этапе формирования зоны истощения, τc ≤ τ1,
и после достижения фронтом центра частицы,
τc > τ2, зависимость R(τc) естественно дополнить
непрерывным образом соответственно единицей
и нулем. Получающаяся таким образом зависи-
мость построена численно и при малых Θ изобра-
жена на рис. 3. Этот предел интересен тем, что для
главного члена асимптотического разложения по
Θ → 0 все основные микромасштабные характе-
ристики процесса выражаются через функцию
R(τc) и разность 1 – C.

Существенное влияние на решение микромас-
штабной задачи (9)–(12) оказывает критерий по-
добия M. Так, предел малых M отвечает равно-
мерной выработке клеток по всему объему части-
цы и малой продолжительности τ2–τ1 второго
этапа экстракции. Иная картина свойственна
другой предельной ситуации, M → ∞. В этом слу-
чае зона выработки формируется практически
мгновенно, τ1 → 0, и в малой окрестности фронта
истощения, r = R, функция xs резко изменяется

от своего максимального значения, единицы, до
величины порядка O(Θ). Соответствующие рас-
суждения демонстрируются графиками на рис. 4,
где изображена зависимость xs(r) при τc = 0.5,
Θ = 0.02, C ≡ 0 и различных M.

В следующем пункте приводятся аналитиче-
ские результаты асимптотического анализа сфор-
мулированной общей модели диффузионного
транспорта в частице. Исследование проводится
для масличного сырья, что соответствует пределу
Θ → 0.

АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ

Концентрация растворенного масла в апопласте

Построим аналитическое решение задачи (9)–
(12) на двух основных этапах экстракции масло-
содержащей частицы. При τc < τ текущие запасы
xs > Θ, и θs ≡ 1. Интегрируя уравнение (9) в сфери-
ческих координатах, имеем

(13)

Подстановкой (13) в уравнение баланса (10) с по-
следующим интегрированием по времени полу-
чим аналитическое представление xs на первом
этапе

θ = − − τ < τ < <1
sh( 6M )1 (1 ) , , 0 1.
sh( 6M)a c

rC r
r

Рис. 2. Зависимость xs(r) в разные моменты времени при M = 1, Θ = 0.25 и C ≡ 0. Пунктирные линии – начальный этап
экстракции, τ < τ1, сплошные линии – второй этап экстракции, τ1 < τ < τ2, штрих-пунктирные линии – завершающий
этап экстракции, τ2 < τ. Маркеры указывают положение фронта R(τc) на втором этапе. Стрелки указывают увеличение
времени на интервале 0 ≤ τc ≤ 1.1 с постоянным шагом 0.1.
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(14)

где

= − + τ −

τ < τ < <1

sh( 6M )1 (1 M)( ) ,
sh( 6M)

, 0 1,

s c

c

rx y
r

r

(15)

Физический смысл функции (15) подробно рас-
крывается в работах [24, 42]. Для индивидуальной

τ

τ = τ
0

( .)
c

c cy C d

Рис. 3. Зависимость R(τc) при различных M. Сплошные линии – численное решение задачи при Θ = 10–3, пунктирная
линия – решение предельного уравнения (26). Стрелка показывает направление роста ln M с постоянным шагом 0.5
на интервале [–3; 5].
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Рис. 4. Запасы масла xs в клетках частицы при τc = 0.5, Θ = 0.02, C ≡ 0 и различных M. Стрелка указывает направление
роста lg M = {–2, –1, –0.5, 0, 0.5, 1, 2, 3}.
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частицы, находящейся в зернистом слое на удале-
нии z от входного сечения, эта функция показы-
вает нормированное количество масла, экстраги-
рованное из части зернистого слоя в интервале [0;
z]. Функция (15) характеризует связь между теку-
щим состоянием пробной частицы и ходом экс-
тракционного процесса.

Далее учтем, что в главном члене разложения
внутренней задачи по Θ → 0 положение фронта
истощения R, а также начало второго этапа экс-
тракции характеризуются условием xs = 0. Прене-
брегая растворенным маслом, будем считать, что
экстракция завершается при достижении внеш-
ней транспортной зоной центра частицы в мо-
мент времени τ2.

Приравнивая xs к нулю при r = 1 получим сле-
дующее аналитическое выражение, определяю-
щее продолжительность первого этапа

(16)

На втором этапе экстракции частицы, когда в ней
существуют две области (соответственно насы-
щенная и обедненная маслом), R(τc) меняется
строго монотонно, и θa определяется в каждой зо-
не отдельно. В то же время при Θ → 0 концентра-
ция в апопласте перестает зависеть от маслично-
сти сырья, как следует из результатов расчетов,
приведенных на рис. 5.

В маслосодержащей зоне, 0 ≤ r ≤ R, где θs ≡ 1,
интегрируя уравнение (9) и учитывая граничное

−τ − τ = + 1
1 1( (1 M) .)y

условие (12) при r = 0, можно записать с точно-
стью до неопределенной пока функции A(R)

(17)

В зоне истощения, R ≤ r ≤ 1, где xs в первом при-
ближении равна нулю, устанавливается квазиста-
ционарное распределение концентрации в апо-
пласте, функция θa является гармонической, и ее
аналитическое представление дается следующей
формулой (при неизвестной функции B)

(18)

Далее естественно потребовать непрерывность θa
и ее производной (т.е. массового потока) на гра-
нице раздела двух зон, в точке r = R. Из этих ал-
гебраических условий неизвестные функции A и
B выражаются через R(τc)

(19)

Выражение (17) при R = 1 переходит в полученное
ранее уравнение (13) для вычисления θa на этапе
формирования зоны истощения. Таким образом,
формулы (17) и (19) определяют концентрацию θa

θ = − −

τ < τ < τ < <1 2
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Рис. 5. Концентрации растворов в апопласте θa и симпласте θs при Θ = {0.001, 0.01, 0.02}, M = 1, С ≡ 0 и τ = 0.98. Соот-
ветствующее значение R = 0.2413. Стрелка указывает направление убывания Θ. Красная линия – асимптотическое вы-
ражение для θa, уравнения (17) и (18).
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в области 0 ≤ r ≤ R и на первом этапе, когда R ≡ 1,
и на втором, когда 0 < R < 1.

На втором этапе экстракции с учетом сделан-
ных предположений справедливо следующее вы-
ражение для θs

Построенное решение допускает уточнение с
учетом пограничного слоя по θs, рис. 5. Он обра-
зуется в области r → R со стороны транспортной
зоны. Здесь θs резко растет от малых значений,
θs ≈ θa при r > R, до насыщения, θs = 1 при r = R.
Тогда условия сопряжения для θa в той же области
будут содержать дифференцирование по време-
ни. Решение этих задач имеет смысл только при
достаточно больших Θ, когда первое приближе-
ние оказывается недостаточно точным. В то же
время в этом случае необходимо как учитывать
третий этап экстракции, так и решать внешнюю
задачу фильтрации растворителя в зернистом
слое в нестационарном приближении. Таким об-
разом, уточнение решения внутренней задачи не
видится целесообразным.

Положение фронта истощения со временем
Для определения зависимости R(τc) в первом

приближении служит условие xs(τc, R) = 0. Про-
интегрируем уравнение (10) с учетом найденного
выражения (17) по времени на отрезке [0; τc] и по-
ложим в конечной формуле r = R и xs = 0. После
дополнительных преобразований получим

Дифференцируя далее по времени, найдем

Выражая разность 1 – C и интегрируя по времени,
получим алгебраическое соотношение для опре-
деления R на втором этапе экстракции частицы

Функция ϕ(R) определена на отрезке 0 ≤ R ≤ 1.
Здесь она монотонно убывает от единицы при R =
0 до (1 + M)–1 при R = 1. Следовательно, имеем
следующее условие для определения времени τ2
полного истощения частицы высокомасличного
сырья

(20)
так как R(τ2) = 0.

≤ ≤
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Важным следствием формулы (20) является то,
что предложенный масштаб времени (8) полной
экстракции частицы является на самом деле точ-
ным выражением в пределе Θ → 0 и при C ≡ 0.

Как следует из соотношений (16) и (20), опре-
деляющих времена τ1 и τ2, неубывающая со вре-
менем разность τс – y не превосходит (1 + M)–1 < 1
на первом этапе экстракции, когда R ≡ 1, и больше
единицы для истощенной частицы, когда R ≡ 0.
Следовательно, выражение

(21)

определяет R неявно как функцию τс – y в течение
всего времени экстракции, 0 ≤ τc ≤ ∞.

Формулы (13)–(21) определяют главное слага-
емое асимптотического разложения решения
внутренней задачи по малому параметру Θ → 0,
что соответствует случаю высоких начальных за-
пасов масла.

Массовый поток с поверхности частицы
Перейдем далее к вычислению массового по-

тока J с поверхности пробной частицы. В зоне ис-
тощения θa – гармоническая функция, и инте-
грированием по объему этой области в результате
применения теоремы Гаусса-Остроградского по-
лучим

(22)

Следовательно, на первом этапе, R ≡ 1, при посто-
янной концентрации C = const омывающего ча-
стицу раствора поток J также является постоян-
ной величиной. На втором этапе, при продвиже-
нии фронта R вглубь частицы, темпы ее
истощения постепенно замедляются. Интересно,
что выражение для потока факторизовано и пред-
ставлено двумя множителями. Один, ψ, зависит
только от R, второй – только от C.

Границы применимости предельных микро-
масштабных режимов удобно определять на осно-
ве следующей интегральной характеристики сте-
пени истощения пробной сферической частицы

(23)

равной объемной доле масла, извлеченного из ча-
стицы к моменту времени τc, или в размерных пе-
ременных

(24)

Последний интеграл в (23) может быть вычислен
явно
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(25)

где R(τc – y) определяется из соотношения (21).
Таким образом, величина s зависит только от раз-
ности τc – y в течение всего процесса СФЭ и уста-
навливает связь между микромасштабным уров-
нем описания экстракции и процессами, проис-
ходящими в масштабах зернистого слоя.
Зависимость s(τc), когда C ≡ 0, представлена на
рис. 6.

АНАЛИЗ ПРЕДЕЛЬНЫХ РЕЖИМОВ 
ТРАНСПОРТА

Рассмотрим предельные ситуации, характер-
ные для малых и больших значений M. При ма-
лых M продолжительность τ2 – τ1 второго этапа
экстракции мала по сравнению с общим време-
нем истощения частицы. Следовательно, xs опре-
деляется формулой (14). Дифференцируя (14) по
τc и переходя к пределу M → 0, получим

В этом случае время истощения частицы опре-
деляется только сопротивлением клеточной мем-

браны, , степень измельчения не играет
никакой роли, и микромасштабная задача фор-
мулируется в рамках приближения сосредоточен-
ной емкости. Полученный предел эквивалентен
модели BIC. Количество масла, поступающего из
пробной частицы в единицу объема аппарата,

зависит только от C. Результаты расчетов, пред-
ставленные на рис. 6, показывают, что микромас-
штабный режим массопереноса, равно как и
функция s, практически совпадают с пределом
BIC при M < exp(–3) ≈ 0.05.

В пределе больших M, наоборот, τ1 → 0, и цен-
тральной становится формула (21). Выписывая ее
главный член разложения при M → ∞, получим

(26)
Если внутренняя задача изначально формулиру-
ется в рамках схематизации SC, то, как показано
в работах [43–46], в результате интегрирования
микромасштабных уравнений получается в точ-
ности такое же соотношение (26) для определе-
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Рис. 6. Зависимость s(τc), построенная по формулам (25) при y ≡ 0 и разных M. Стрелка указывает направление роста
ln M с постоянным шагом 1 на отрезке [–3; 4]. Пунктирная линия отвечает предельному случаю M → ∞, штрих-пунк-
тирная – пределу M → 0.
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ния R. Макроскопический поток принимает сле-
дующее значение

Отсюда, в частности, следует, что xs(τc, r) ≡ 1 при
0 ≤ r ≤ R и M → ∞. Согласно результатам расчетов,
представленным на рис.  6, интегральная характе-
ристика s перестает существенно зависеть от
внутреннего режима уже при M > exp(4) ≈ 50.

Итак, обобщенная диффузионная модель (9)–
(12) баланса массы целевого продукта в отдельной
частице в пределе масличных культур, Θ → 0, со-
держит известные модели BIC и SC в качестве
предельных. В результате прямого моделирова-
ния определены границы применимости пре-
дельных схематизаций. Исследование полного
описания процесса СФЭ предполагает переход к
анализу масштабов внешней задачи, что, однако,
выходит за рамки данной работы.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В настоящей работе проведено обобщение ма-

тематической модели сверхкритической флюид-
ной экстракции масла в масштабах индивидуаль-
ной частицы растительного сырья. В обобщенной
модели более детально учитывается внутреннее
клеточное строение сырья, а также обусловлен-
ные им транспортные характеристики. Так, в мо-
дели определены коэффициент массоотдачи мас-
ла с поверхности клетки и коэффициент диффу-
зии масла по транспортным каналам.

Модель исследована на основе подходов тео-
рии подобия и анализа размерностей. Определе-
ны характерные масштабы процесса экстракции
и идентифицированы два критерия подобия.
Один, Θ, характеризует начальные запасы масла в
сырье по отношению к растворяющей способно-
сти экстрагента, второй, M – диффузионное со-
противление транспортных каналов по отноше-
нию к клеточной мембране.

Построен главный член асимптотического
разложения задачи при Θ → 0, что отвечает сырью
с высоким начальным содержанием масла. Полу-
чены пространственные распределения всех ос-
новных характеристик процесса. Для масличного
сырья исследованы характерные режимы экс-
тракции. В частности, проанализированы два
предельных случая. Один отвечает высокой про-
водимости клеточных мембран, M → ∞, и изве-
стен в литературе как модель сжимающегося ядра
(shrinking core – SC) [19]. Обратная ситуация на-
блюдается при высокой проводимости каналов
апопласта, M → 0, и описана в литературе на основе
схематизации целых и разрушенных клеток (bro-
ken-and-intact cells – BIC) [47]. Определены грани-
цы применимости предельных схем SC и BIC.

= θ − = −
−

3(1 ), 1 .
*1

aD RJ C s R
a R

ОБОЗНАЧЕНИЯ
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