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В работе на основе уравнения импульса для смесителя с отражательными перегородками и осевой
мешалкой при турбулентном режиме перемешивания установлена зависимость критерия осевой
гидродинамической силы от критерия мощности и геометрических параметров смесителя. Показано,
что осевая сила лишь частично уравновешивает силу инерции циркулирующего потока жидкости.
Экспериментально подтверждена справедливость уравнения для расчета осевой силы. Предложена
формула для расчета насосного коэффициента полезного действия, позволяющая в ряде задач про-
вести теоретически обоснованный выбор типоразмера осевой мешалки.
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ВВЕДЕНИЕ

Смеситель, представляющий собой цилин-
дрическую емкость с отражательными перегород-
ками емкостью до 5000 м3 и с механическим пере-
мешивающим устройством (МПУ), рис. 1, явля-
ется основой крупнотоннажных производств в
гидрометаллургии, химической, биотехнологиче-
ской и других отраслях промышленности [1–6].

Круглогодичное, надежное и экономное
функционирование таких аппаратов обеспечива-
ется не только правильным выбором типоразмера
МПУ, но и прочностью всех элементов конструк-
ции. Выполнение этого условия требует знания
действующих сил.

Равнодействующую сил, воздействующих на
лопасти осевой мешалки, можно представить в
виде суммы окружной силы, определяемой мо-
ментом на валу МПУ, и осевой силы F. Для осе-
вых мешалок величина осевой силы соизмерима с
окружной силой.

Знание F становится особенно важным при
проектировании МПУ промышленных смесите-
лей. Для таких аппаратов осевая сила становится
определяющей при выборе подшипниковых уз-
лов привода смесителя, а с учетом окружной силы

позволяет выполнить расчеты на прочность,
жесткость и виброустойчивость всех узлов и дета-
лей МПУ [7].

Знание F также важно и при анализе некото-
рых технологических задач.

Так, например, правильный выбор типоразме-
ра мешалки в ряде случаев возможен при наличии
η – насосного КПД осевой мешалки. Однако для
расчета η необходимо знать, как показано ниже,
величину осевой силы F.

Отметим, что в работах [9–14] показано, что
размер каверны (области, в которой наблюдается
сдвиговое течение вязкой неньютоновской жид-
кости) существенно зависит от величины F.

В технической гидромеханике широко приме-
няются безразмерные переменные, или критерии
подобия. При решении задачи расчета F исполь-
зуются следующие критерии: осевой силы NF [3, 4,
9–14, 16], мощности NP [2–6], расхода жидкости
через зону мешалки  [3–6, 17], циркуляционного
расхода жидкости NQ [17], потока импульса через
зону мешалки  [15] (Формулы для их расчета
см. в “условных обозначениях”).

Приведем результаты некоторых исследова-
ний, имеющиеся в литературе.
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В работе [8] показано, что для осевой силы все-
гда выполняется условие

(1)
в котором осевая сила Fmax определена при вы-
полнении условия равенства нулю касательных
напряжений на поверхности лопасти. Для ее рас-
чета в работе [8] предложено уравнение

(2)

Условие (1) с учетом NF, NР и уравнения (2)
можно представить в виде

(3)

В [8] экспериментально показано, что при тур-
булентном режиме перемешивания жидкости в
гладкостенном смесителе выражение (3) можно
считать равенством, поскольку расхождение
опытных и рассчитанных по (2) величин не пре-
вышает 15%.

В работе [19] для расчета NF предложено урав-
нение

(4)
и проведена опытная проверка его справедливо-
сти. Проверка дала отрицательный результат для
некоторых типов осевых мешалок. Аналогичные
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результаты показали наши опытные данные (рис.
11). Это нетрудно понять, если сравнить (4) с
уравнением (27) после подстановки в него равен-
ства (18).

В работах [17, 18] для ряда типов осевых меша-
лок с применением лазерной техники приведены
результаты измерений поля скоростей с помо-
щью лазерной техники и получена эмпирическая
зависимость критерия потока импульса  от кри-
терия расхода жидкости  через зону мешалки

(5)
Уравнение (4) с учетом (5) позволяет найти NF

в виде

(6)

т.е. связать критерий NF с критерием расхода .
Для расчета  в работе [20] предложено уравнение

(7)

в котором параметр отражательных перегородок
Z определяется посредством соотношения

(8)

Уравнение для расчета потока импульса через
произвольную поверхность с площадью S в про-
екции на ось z имеет вид [15]

(9)

Если площадь S замкнутая, т.е. ограничивает
некоторый объем жидкости V, то Jz – сила инер-
ции в проекции на ось z.

При расчете потока импульса на выходе из зо-
ны мешалки [17, 18], когда un = uz, уравнение (9)
принимает вид

(10)

в котором r1 = 0, r2 = D/2.
Результаты измерения осевой силы F для сме-

сителей с перегородками и осевыми мешалками
отдельных типов приведены в работах [25–27, 34].

Цель работы. Найти уравнения для расчета
критерия осевой силы NF и тесно связанного с
ним коэффициента полезного действия η мешал-
ки, выполняющей функцию осевого насоса.

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ
Постановка задачи. Нахождение зависимости

для расчета осевой силы, исходя из уравнения
импульса, основой которого является второй за-
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Рис. 1. Типовой смеситель большого объема с отра-
жательными перегородками и осевой мешалкой с
жестким виброустойчивым валом.
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кон Ньютона. Решение данной задачи требует
предварительных знаний о поле скоростей в сме-
сителе.

Уравнение импульса для смесителя с осевой ме-
шалкой. При применении осевых мешалок в ап-
парате с перегородками создается один циркуля-
ционный контур. При этом в работах [21–24]
экспериментально показано, что в зоне располо-
жения осевой мешалки площади поперечных се-
чений нисходящего и восходящего потоков при-
мерно равновелики, и поэтому площадь сечения
потока Q можно вычислить по формуле

(11)

где RГ – радиус границы зон восходящего и нис-
ходящего потоков.

Уравнение импульса в случае его применения
к описанию поведения жидкости, находящейся в
произвольном по величине объеме V с площадью
поверхности S, имеет вид [15]

(12)

В этом уравнении импульс L и поток импульса J
рассчитываются соответственно по формулам [15]

(13)

(14)

Поскольку при установившемся режиме пере-
мешивания , то уравнение (12) в проек-
ции на вертикальную ось z имеет вид

(15)
где

(16)

Осевая сила, воспринимаемая осевой мешалкой.
Для нахождения осевой силы в случае циркуля-
ции вниз (down-pumping) применим уравнение
(15) к жидкости, заключенной в контрольном
объеме V (рис. 2).

Объем V представляет собой круговой ци-
линдр. Основание этого цилиндра расположено в
горизонтальной плоскости непосредственно под
мешалкой, а площадь основания равна площади
сечения нисходящего потока, т.е. S22 = SГ.

Боковая поверхность – совокупность точек, в
каждой из которых осевая составляющая скорости
циркулирующей жидкости uz = 0. Эта поверх-
ность с площадью S12 разделяет области восходя-
щего и нисходящего течения в смесителе. Верхняя
граница объема V с площадью S11 = SГ – это сво-
бодная поверхность перемешиваемой жидкости.
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Схема проекций на вертикальную ось z сил,
действующих на жидкость в объеме V, и потоков
импульса через поверхности выделенного объема
представлена на рис. 2.

Суммарный поток импульса Jz в уравнении (15)
На поверхностях S11 и S12 составляющие скоро-

сти циркуляции uz = 0, т.е. с учетом уравнения
(16) можно утверждать, что потоки импульсов J12
и J11 через боковую S12 и свободную S11 поверхно-
сти в проекции на ось z равны нулю. В таком слу-
чае при вычислении суммарного потока импуль-
са по формуле (16) необходимо учитывать лишь
поток импульса J22 через площадь S22, т.е. в урав-
нении (15) суммарный поток импульса

(17)
Поскольку для расчета потока импульса JМ че-

рез зону мешалки SМ = πD2/4 уже имеется [17, 18]
эмпирическое уравнение (5), то последнее равен-
ство целесообразно принять в виде

(18)
где JK – поток импульса через кольцевое сечение
SК = S22 – SM.

Для расчета величины JK необходимо иметь
уравнение, описывающее поле осевых составляю-
щих скоростей для кольцевой области RV > r > RM.

Воспользуемся для этого соотношением, не-
давно опубликованным в [20]

(19)

Это уравнение получено на основе обработки
опытных данных работы [22], где приведены ре-
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Рис. 2. Схема сил и потоков импульса в контрольном
объеме V .
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зультаты измерений осевых составляющих поля
скоростей на уровне расположения мешалки.
Опыты показали [22], что для осевых мешалок
различных конструкций поля скоростей в безраз-
мерных координатах практически совпадают.
Количество лопастей в этом исследовании изме-
нялось от 2 до 6 (5 значений), а угол их наклона
составлял от 20° до 45° (6 значений). Поле осевых
скоростей в безразмерном виде (в качестве мас-
штаба скорости принята средняя расходная ско-
рость в циркуляционном контуре w = Q/S22) пред-
ставлено на рис. 3.

Вычисления, выполненные согласно (10) при
r1 = D/2 и r2 = RГ с учетом эмпирической зависи-
мости (19), приводят к следующему соотноше-
нию для расчета потока импульса через кольцевое
сечение SK

(20)

(21)

Следует отметить, что коэффициент при 
в уравнении (20) – это результат аппроксимации
полинома, который получается при интегрирова-
нии (19), в диапазоне ГD от 0.25 до 0.5.

Поле осевых скоростей, представленное на
рис. 3 по опытным данным [22], позволяет вычис-
лить также расход жидкости QM и поток импульса

JМ для зоны мешалки при r ≤ RМ. Полученная при
этом связь между QM и JМ практически совпадает
с (5), предложенным в [18].

Результирующая сила FΣz уравнения (15)
Проекции на ось z составляющих силы FΣz, ко-

торые действуют на выделенный объем жидкости
V, можно представить в виде уравнения

= − Γ)Γ
K
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=
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(22)

где слагаемые Fg, , , F12 представляют со-
бой соответственно силу веса, силы давления,
действующие на площади сечений 1–1 и 2–2, и
силу трения.

Приведем соотношения, характеризующие
три первых слагаемых уравнения (22)

(23)

Здесь ΔрСВ – средний перепад давлений в сече-
нии 2–2 относительно давления в точке 2, вы-
званный вращательным движением жидкости
под мешалкой.

В свою очередь, учитывая, что проекция ско-
рости uz на ось z на образующей линии 12 равна
нулю, давления в точках 1 и 2 можно связать меж-
ду собой соотношением

(24)
Тогда после подстановки уравнений (23)–(24)

в (22) получим

(25)

где Fpc = .
С учетом (25) уравнение импульсов (15) преоб-

разуется к виду

(26)
Уравнение (26) показывает, что поток импуль-

са в смесителе (сила инерции) уравновешивается
как осевой силой, воспринимаемой мешалкой,
так и силой давления, связанной с понижением
давления под мешалкой, вызванного вращатель-
ным течением перемешиваемой жидкости.

Представим уравнение (26) в безразмерном
виде, разделив его на ρN2D4

(27)

в котором

(28)

Уравнение (27) можно представить в виде

(29)
В уравнении (29) коэффициент κ характеризу-

ет долю потока импульса (силы инерции), кото-
рая уравновешивается осевой силой F. Очевидно,
что 0 < κ ≤ 1. С учетом ранее установленных зави-
симостей  (NР, ГD), NQ( , ГD) можно пред-
положить, что и коэффициент κ зависит от тех же
переменных. Выражение для расчета κ в виде

(30)
будет далее установлено экспериментально.
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Рис. 3. Поле осевых скоростей на уровне расположе-
ния мешалки.
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Коэффициент полезного действия осевой мешалки
Осевую мешалку можно представить, как осе-

вой насос вызывающий циркуляционное тече-
ние жидкости. Для нахождения полезного напора
мешалки HM применим уравнение (15) к кон-
трольному объему жидкости V, заключенному
между поверхностями 0–0 и 2–2 (рис. 1). По-
скольку расходы жидкости через сечения 0–0 и
2–2 равны, то допустимо принять J00z = – J22z.
Тогда суммарный поток импульса Jz = 0. Равно-
действующая сил (25) Fz включает в себя осевую
силу F и силы давления P0 = p00срSГ и P2 = p22срSГ.
Статический напор такого насоса – это HM =
= (p00ср – p22ср)/(ρg). После подстановки этих
уравнений в (15) найдем

(31)
КПД осевой мешалки (η = ρgQHM/P) с учетом

(1), (2), (4) примет вид

(32)

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ЧАСТЬ
Задачи экспериментального исследования:
1. проверка баланса сил в уравнении (25);
2. проверка неравенства (1);
3. нахождение зависимости для расчета κ –

уравнение (30).
Экспериментальная установка. При проведе-

нии исследования был применен смеситель, внут-
ренний диаметр которого составлял T = 390 мм.
Высота слоя жидкости H = T. Корпус смесителя
оснащен четырьмя вертикальными отражатель-
ными перегородками шириной 0.1T и высотой H.
Перегородки устанавливались на расстоянии от
днища 0, 39, 78 и 117 мм, то есть относительный
клиренс для перегородок Cb/H составлял 0, 0.1, 0.2
и 0.3.

Для перемешивания жидкости в опытах при-
менялись лопастные мешалки, диаметр которых
при угле наклона лопастей к горизонту α = 24° со-
ставлял D = 108, 130, 163, 173 и 193 мм; при α = 30°
D = 160 мм; при α = 45° D = 160 мм и при α = 40°
D = 100 мм. Последняя из перечисленных меша-
лок нагнетала жидкость вверх по оси аппарата,
остальные – вниз. Лопасти всех мешалок пред-
ставляли собой прямоугольные пластины шири-
ной 0.2D. Вал мешалки жестко соединялся с ва-
лом универсального современного привода IKA
STARVISC 200-2.5, который позволял изменять и
измерять в широких пределах частоту вращения
мешалки, а также крутящий момент, что позволя-
ло рассчитать мощность Р = 2πNM.

Привод был установлен на стойке, несвязан-
ной со смесителем. Изменение высоты располо-

Γρ =M .gH F S

Γ
η =

π

28 N N
.

N
D F Q

P

жения привода позволяло изменять клиренс С
расположения мешалки в смесителе. Относи-
тельное значение клиренса С/H в опытах состав-
ляло 0.2, 0.33 и 0.5. Емкость смесителя была уста-
новлена на платформе электронных весов типа
ГОСМЕТР ВПС-60-10, что позволяло измерить
осевую силу с погрешностью 50 мН. В качестве
перемешиваемой жидкости применялась вода
при температуре 20°С. Опыты проводились при
частотах, обеспечивающих турбулентный режим
перемешивания. Число Рейнольдса составляло
Re = (0.5–2.2) × 105.

Выполненные измерения позволяют найти Np,
, NQ, , , ГD по формулам, приведенным

в “условных обозначениях”, а  по формуле (26).
Для измерения поля давлений в сечении 2–2

(рис. 1) в опытах применялась трубка статическо-
го давления, соединенная с пьезометром. Трубка
располагалась радиально в сечении 2–2 и имела
возможность перемещаться вдоль радиуса. По-
скольку в сечении 2–2 радиальная составляющая
скорости практически отсутствует, то разность
уровней жидкости в аппарате и пьезометре – это
статический напор в точке расположения устья
трубки.

Приведем результаты экспериментальных ис-
следований.

1. Проверка баланса сил J22 = F + Fpc

На рис. 4 приведено опытное поле давлений,
измеренное при перемешивании воды мешалкой
D = 0.163 м с углом наклона лопастей к горизонту
α = 24°, клиренсе C = 130 мм и частоте вращения
мешалки N = 6.5 с–1. Опытное значение осевой
силы было равно FОП = 7.25 Н, а крутящий мо-
мент на валу привода MОП = 0.24 Н м.

В результате вычислений получено J22 = 11.8 Н.
Расчет силы давления Fpc проводился по уравнению

с учетом аппроксимации опытной зависимости
Δp(r) полиномом 3-ей степени – Fpc = 3.8 Н. От-
носительное расхождение баланса сил составило
(J22 – F – Fpc)/J22 = 0.065, что соответствует по-
грешности измерения. Серия подобных опытов
подтвердила, что в уравнении (26) учтены все зна-
чимые силы.

2. Проверка неравенства F < Fmax

Результаты измерений позволили найти мощ-
ность, а также отношение f = FОП/Fmax при rC =
= 0.39D и Fmax, рассчитанной согласно (2), рис. 5.
Величина Fmax в ряде случаев существенно превы-
шает опытные значения.

3. Уравнение для расчета κ
Опытные значения κоп вычислим по формуле

M
NQ M

NJ K
NJ

22
NJ

Γ

= π Δc
0

2 ,
R

pF prdr
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(33)

С учетом того, что диапазон изменения пере-
менных уравнения (30) для осевых мешалок не
велик (ГD = 0.25–0.5, NP = 0.31–1.5) в качестве
формы связи переменных в уравнении (30) был
принят степенной одночлен.

В результате обработки опытных данных с
применением метода наименьших квадратов по-
лучено уравнение для расчета коэффициента κ в
виде

(34)
На рис. 6 представлено сопоставление опыт-

ных значений κоп, полученных согласно (33), с
вычисленными по (34).

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ
Отметим, что для расчета осевой силы F следу-

ет последовательно рассчитать NQМ – (6), NQ –
(21),  – (10),  – (20), κ – (34), NF – (29).

Поскольку все эти уравнения записаны в яв-
ном виде, то путем последовательных подстано-
вок с учетом Z нетрудно получить одно уравнение
для расчета критерия осевой силы в виде

(35)
где

(36)

(37)

Следует отметить, что в формуле (36) П1 зави-
сит только от ГD. Эту зависимость с высокой точ-
ностью в диапазоне 0.25 < ГD < 0.5 можно аппрок-
симировать уравнением прямой

(38)

κ =
оп 22оп N N .F J

−κ = Γ1.5 0.141.82 N .D P

M
NJ K

NJ

= Π Π1 2N ,F Z

 − Γ ΓΠ = Γ + + Γ 

2
0.5

1 2 2
(2.05 3.6 )1.87 1.45 ,

(0.32 2 )
D d

D

D

Π =
π +

0.86

2 2 2
N .

4 (0.315 0.065N )
P

P

Π = − Γ1 1.35(1 ).D

Вид этой зависимости представлен на рис. 7.
В результате такого упрощения расчетное

уравнение (35) принимает окончательную форму,
которая в явном виде отражает влияние NP, ГD и Z
на NF.

(39)

Общая корреляция опытных и расчетных дан-
ных приведена на рис. 8.

+ Γ=
+

0.860.36(1 )N N .
(1 0.21N )

D
F P

P

Z

Рис. 4. Распределение давлений Δp по радиусу.
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Рис. 5. Зависимость отношения f = F/Fmax от сим-
плекса ГD при С = 0.33, Сb = 0 и α = 24°.
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Рис. 6. Общая корреляция опытных и рассчитанных
по (34) данных. Пунктирные линии – коридор откло-
нений ±0%.

0.8

0.6

0.4

0.2

0
0.60.40.2

�

�оп



ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ХИМИЧЕСКОЙ ТЕХНОЛОГИИ  том 56  № 6  2022

ОСЕВАЯ СИЛА 775

Данные представленные на рис. 8 свидетель-
ствуют о том, что уравнение (39) с погрешностью,
не превышающей 12%, (рис. 8) описывает опыт-
ные данные, полученные при перемешивании во-
ды стандартными трехлопастными мешалками.

Уравнение (39) прямо не отражает влияние
клиренса C и отражательных перегородок Cb на
NF (рис. 9 и 10). Очевидно, что степень влияния
этих параметров в достаточной мере учитывается
косвенно, через критерий мощности NP.

На рис. 11 приведено сопоставление экспери-
ментальных значений NF и результатов расчета по
уравнениям (39) и (6) для мешалки с углом накло-
на лопастей α = 24°. Из анализа рис. 11 следует,
что уравнение (6) удовлетворительно описывает
опытные данные лишь при значениях симплекса
ГD > 0.4.

Приведем сопоставление опубликованных
опытных данных и результатов расчета по (39) для
осевых мешалок, конструкции которых отлича-
ются от приведенной в данном исследовании.

Все далее приведенные опыты проводились в
смесителях с четырьмя стандартными отража-
тельными перегородками при перемешивании
воды.

В работе [25] для смесителя Т = 0.3 м с пропел-
лерной мешалкой диаметром 100 мм (шаговое от-
ношение равно единице) опытным путем получе-
но NP = 0.35. Приведенное в работе соотношение

 позволяет найти NF = 0.2. Расчет
по (39) – NF = 0.24. Погрешность расчета состави-
ла 17%.

Данные, приведенные в работе [26] для смеси-
теля диаметром T = 0.222 м с шестилопастной ме-
шалкой типа Prochem Maxflo T (PMT) диаметром
D = 0.078 м, позволяют найти, что при Rе = 104

критерии мощности и силы равны NP = 1.1 и NF =
= 0.71. Расчет по (39) дает значение 0.64, т.е. по-
грешность расчета составила 11%.

В работе [27] для смесителя диаметром 290 мм
со стандартной 4-х лопастной мешалкой получе-
но NP = 1.34 и NF = 0.47. Расчет по (39) дает NF = 0.53,
т.е. погрешность расчета составляет 12%.

Хорошая сходимость приведенных опытных
данных с расчетными по (39) подтверждает уни-
версальность профиля осевых скоростей и урав-
нений для расчета расходов, принятых при выво-
де уравнения (39). Отметим, что условие (3) вы-
полняется для всех приведенных смесителей.

На рис. 12 приведены зависимости насосного
η от угла наклона лопастей α и симплекса ГD. При
этом расчетные значения η по (32) определялись с
учетом опытных значений критерия мощности NP.

Представленные на рис. 12 данные свидетель-
ствуют о несовершенстве осевых мешалок при
выполнении ими функций осевого насоса. КПД

=1.5N N 0.25F P

Рис. 7. Зависимость сомножителя П1 от ГD. Точки –
расчет по (36), линия – расчет по (38).
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Рис. 8. Общая корреляция опытных и рассчитанных по
(39) данных. Пунктирные линии – отклонения ±20%.
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Рис. 9. Зависимости NF и NP от С при α =24°, Сb = 0 и
ГD = 0.41. Линия 1 – расчет по (39).
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такого насоса не превышает 0.3. Частично это
связано с созданием мешалкой скоростного на-
пора, который не преобразуется в статический и
не участвует в поддержании циркуляционного
движения жидкости.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Получено уравнение (39), позволяющее вы-

числить гидродинамическую осевую силу F, дей-
ствующую на осевую мешалку выбранного типа-
размера, если для нее известен критерий мощно-
сти NP.

При выполнении практических расчетов сле-
дует принять меньшую из величин F и Fmax, вы-
численных на основе (39) и по формуле (2).

Знание критерия осевой силы позволяет по
(32) определить η – насосный КПД.

ОБОЗНАЧЕНИЯ

C клиренс мешалки, м
D диаметр мешалки, м
H высота заполнения аппарата, м
J поток импульса, Н

Jz
поток импульса в проекции на 
ось z, Н

J22
поток импульса через сечение 
2–2, Н

JМ
поток импульса через зону 
мешалки, Н

JК
поток импульса через кольцевое 
сечение, Н

N частота вращения, с–1

критерий осевой мешалки

критерий мощности мешалки

критерий циркуляционного рас-
хода

критерий расхода жидкости 
через зону мешалки

критерий потока импульса через 
зону мешалки

критерий силы давления

критерий потока импульса через 
сечение 2–2

ΓC = C/T, ΓD = D/T,
ΓH = H/D

симплексы геометрического 
подобия

P мощность перемешивания, Вт

=
ρ 2 4NF

F

N D

=
ρ 3 5NP

P

N D

= 3NQ
Q

ND

=
M

M
3NQ

Q

ND

=
ρM

M
2 4NJ

J

N D

pc
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22
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Рис. 11. Зависимость критерия силы NF от симплекса
ГD при α = 24°; С = 0.33; Сb = 1; линия 1 и 2 результаты
расчетов по уравнениям (6) и (39); точки – опытные
данные.
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Рис. 12. Зависимость КПД (η) осевой мешалки от
ГD – линия 2 (при α = 24°, С = 0.33) и от α – линия 1
(при ГD = 0.41, С = 0.33).
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Рис. 10. Зависимости NF и NP от Сb при α =30°, С =
= 0.33 и ГD = 0.41. Линия 1 – расчет по (39).
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