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Для экологически безопасных, ресурсо-энергосберегающих процессов гранулирования кристалли-
зацией капель расплавов на охлаждаемых поверхностях предложено математическое описание. Оно
включает процессы кристаллизации, энантиотропные полиморфные превращения, охлаждение, с
учетом переменных по поверхности гранул условий отвода теплоты, усадочные явления, кинетиче-
ские параметры и переменные коэффициенты модели, а также учитывает в отличие от ранее пред-
ложенных нами моделей не только радиальный, но и продольный перенос теплоты и динамику
межфазных границ. Усовершенствован итерационный локально-одномерный алгоритм численно-
го решения с подвижными узлами на межфазных границах на шести точечной, неявной, нелиней-
ной, устойчивой консервативной конечно разностной схеме. Методом скоростной термографии
подтверждена адекватность модели ходу реального процесса. В качестве научно-практической ил-
люстрации предложенного проведены вычислительные эксперименты и анализ работы ленточных,
валковых, дисковых кристаллизаторов применительно к ряду промышленных продуктов: азотсо-
держащих минеральных удобрений, щелочей, серы, нитрата калия, ацетонанила, шлаков фос-
форных печей и других. Предложенное математическое описание в рамках формальной аналогии
процессов со структурной перестройкой исходной системы может быть применено как для “клас-
сических” фазовых превращений (кристаллизация–плавления, энантиотропные полиморфные
превращения) так и для некоторых формально аналогичных им процессов таких, как переходы
гель–золь.
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ВВЕДЕНИЕ
Наиболее экологически безопасным процес-

сом гранулирования расплавленных веществ яв-
ляется кристаллизация их капель на охлаждаемых
поверхностях. Процесс можно организовать с за-
мкнутой по хладоагенту схемой, утилизировав
теплоту гранулирования с использованием теп-
ловых насосов или других способов “съема” теп-
лоты [1]. Включение в технологическую схему
теплового насоса более эффективно при гранули-
ровании из расплавов веществ, кристаллизую-
щихся и претерпевающих энантиотропные поли-
морфные превращения при высоких (~200–
400°С) температурах (нитрат калия, щелочи, ам-
миачная селитра, шлаки и другие) [1, 2]. Важны-
ми преимуществами данной технологии являют-
ся реализация замкнутой по потоку хладоагента
схемы, утилизация теплоты превращения, ста-

бильное качество гранулированного продукта
(высокая статическая прочность, гладкая поверх-
ность, монодисперсность, обеспечиваемая приме-
нением современного оборудования, например,
ротационных диспергаторов фирмы “Sandvik”)
[1–5]. Для токсичных, технологически опасных,
высокотемпературных малотоннажных продук-
тов процесс безальтернативен [5–7]. Используе-
мые в промышленности валковые (все), диско-
вые (в основном) и ленточные (иногда) аппара-
ты выпускаются с замкнутой полостью для
хладоагента, что позволяет легко организовать
замкнутый цикл по хладоагенту. “Съем” тепло-
ты, превращения и отсутствие контакта продук-
та с хладагентом обеспечивает экологическую и
технологическую безопасность [1]. Эти аппараты
являются многофункциональными, в промыш-
ленности они широко использовались, как кри-
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сталлизаторы для получения чешуированного
продукта (при наличии “насечки”) в виде плиток
[8, 9]. Так же они используются, как грануляторы
для кристаллизации капель расплавов на охла-
ждаемых поверхностях [1, 2, 5–7, 9]. Известны
способы использования этих аппаратов для глу-
бокой очистки веществ по технологии непрерыв-
ной зонной плавки [10–12] или фракционирова-
ния совмещенного с гранулированием.

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ 
ПРОЦЕССА

Реализация таких разработок требует деталь-
ного рассмотрения процессов кристаллизации
полиморфных превращений, охлаждения, уса-
дочных явлений, динамики межфазных границ и
температурных полей при переменных по по-
верхности и во времени условиях отвода теплоты
от лежащей на охлаждаемой поверхности несфе-
рической гранулы. Тепло – и массообменные
процессы в подобных системах и их математиче-
ское описание рассмотрены в [13–16]. Начиная
расчет процесса, каплю расплава считали сфери-
ческой без сегмента, объем которого определяли
по краевому углу смачивания ϕсм расплавом охла-
ждающей поверхности. Полагали, что условия
переноса теплоты между кристаллизующейся
каплей расплава и охлаждающей поверхностью
кондуктивные (граничные условия IV рода), а
“свободная” поверхность капли обменивается
теплотой с окружающей средой конвективно (в
граничных условиях III рода). С учетом симмет-
рии задачи:

(1)

Уравнение переноса теплоты в плоской стенке
аппарата:
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Условия начала фазового превращения (игно-
рируя не сферичность капли при контакте со
стенкой):

(4)

(5)

Условие на границе сосредоточенной усадоч-
ной поры радиусом rПj,i

(6)

Объем распределенной усадочной пористости
VПР, j,i(τ) в виде трещин, возникающих при терми-
ческой усадке:

(7)
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возникающей при полиморфном превращении
j – j + 1 (суммируется по всем 1 – J превращени-
ям, которые претерпевает кристаллическая фаза):

(8)

Условия на межфазных (кристаллизации и
энантиотропных полиморфных превращений)
границах:

(9)

Граница раздела фаз смещается по нормали к
границе со скоростью:
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– проекция вектора скорости движения межфаз-
ной границы в пространстве θj,i и τ на единич-
ный вектор нормали nj,i к поверхности раздела
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верхности).
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(11)

где  – единичные векторы в пространстве ко-
ординат  (этот вектор ортогонален к локаль-

но изотермической поверхности), из него можно
получить единичный вектор нормали  к по-
верхности раздела между j и j + 1 фазами. Для это-
го делим вектор ,  на мо-
дуль вектора , т.е. его
скалярную составляющую (длину):

(12)

Косинус угла между вектором скорости перемещения межфазной границы (θ, τ)/dτ:  =
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Сам вектор перемещения границы раздела
фаз по нормали к поверхности межфазной гра-

ницы  равен произведению проекции ли-

нейной скорости движения фронта  (скаляр-
ная величина) на единичный вектор нормали к
межфазной границе :

(15)

Баланс теплоты на подвижных границах кри-
сталлизации и полиморфных превращений:

(16)

где  – теплота j + 1 фазового превращения;
 – удельные потоки теплоты у межфазной

j, i границы в соответствующие фазы,  плот-
ность j + 1 фазы.

При кондуктивном переносе теплоты в фазах
удельные потоки в них равны:

(17)

(18)

Тогда условие Стефана на межфазных грани-
цах имеет вид:
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(20)

Условие устойчивости плоской межфазной
границы имеет вид:

(21)

где C – постоянная, определенная в [1, 9].
Условие не появления новых центров новооб-

разований в метастабильной области перед фазо-
вой границей имеет вид, если считать, что коэф-
фициент теплоотдачи разный в области контакта
гранулы со стенкой и на свободной поверхности
гранулы:

(22)

Если считать, что поверхность контакта капли
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Условие на внешней границе капли имеет вид:
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продукта охлаждаемой поверхности.
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(26)

где δ – шаг между гранулами, “выкладываемы-
ми” роторным диспергатором по шестиграннику
(четырехугольнику).

Условие на охлаждаемой поверхности, не кон-
тактирующей с гранулами, имеет вид:

(27)

Система уравнений (1)–(27) замкнута и может
быть решена численными методами.

МЕТОД ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ 
ПРЕДЛОЖЕННОГО МАТЕМАТИЧЕСКОГО 

ОПИСАНИЯ

В работе использовали консервативный, неяв-
ный, абсолютно устойчивый, нелинейный, реша-
емый лишь итерационно на n-временном слое
разностный аналог системы (1)–(27):

(28)

(29)

где S – номер итерации; Λ2 – разностный аналог
оператора второй производной по соответствую-
щим координатам.

Начальные условия:

(30)

Условие начала фазового превращения имеет
вид:

(31)

Условие на границе сосредоточенной усадоч-
ной полости имеет вид:
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(32)

Объем распределенной усадочной пористости
за счет образования трещин при термической
усадке кристаллической фазы определяется зави-
симостями:

(33)

Объем распределенной усадочной пористости
за счет появления трещин при полиморфных пре-
вращениях определяется зависимостями:

(34)

Условия на межфазных границах (кристалли-
зации и полиморфных превращений)

(35)

Граница раздела фаз смещается по нормали к
границе со скоростью:

(36)
– разностный аналог проекции вектора скорости
движения межфазной границы в пространстве x,
y на единичный вектор нормали ͞ni к поверхности
раздела фаз , (т.е. к локально изотермиче-
ской поверхности).

Градиент сеточной функции температуры в
конкретной области границы j, j+1 можно пред-
ставить в виде:

(37)

где  – единичные вектора в сеточном про-
странстве x, y.

Этот вектор ортогонален к локально-изотер-
мическому, линейно интерполированному участ-
ку межфазной границы. Из него получили еди-
ничный вектор нормали  к элементу кусочно-
аппроксимированной межфазной границы, деля
вектор градиента сеточной функции температуры
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у межфазной границы на его модуль. Единичный
вектор нормали к аппроксимированной межфаз-

ной границе  в конечно-разностной форме
можно определить:

(38)

Косинус угла между вектором скорости сме-
щения межфазной границы:

(39)

и единичным вектором нормали  к межфазной
поверхности можно определить:

(40)

Проекция  линейной скорости движения
фазового фронта на единичный вектор к поверх-

ности раздела фаз , рассчитывается с использо-
ванием разностного аналога:

(41)

Вектор скорости движения фазовой границы
по нормали к ее поверхности   равен вели-
чине ее проекции на нормаль  (скалярная ве-
личина) на единичный вектор нормали к межфаз-
ной поверхности , записанный через разност-
ные аналоги производных по ri, θi:

(42)

Тепловой баланс удельных потоков теплоты у
межфазной границы (условие Стефана), записан-
ный в разностной форме, имеет вид:

(43)

(44)

где f1 – функциональная зависимость линейной
скорости роста фазы от термодинамического сти-
мула (например, переохлаждения фазы).
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Разностный аналог условия устойчивости
межфазной границы имеет вид:

(45)

Условие возникновения новых центров фазо-
вого превращения в метастабильной области пе-
ред межфазной границей:

(46)

Условие на внешней границе капли:

(47)

Условие на границе капля – стенка аппарата
(гранулятора):

(48)

Условие на охлаждаемой поверхности, не кон-
тактирующей с гранулами:

(49)

Условие на внутренней охлаждаемой поверх-
ности, омываемой хладоагентом:

(50)

АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ ПОСТАВЛЕННОЙ 
ЗАДАЧИ

Учитывая, что математическое описание про-
цесса имеет нелинейности I, II и III рода [17] и
носит достаточно сложный характер, его решали
численно [18–20]. Неявный (использовали в за-
висимости от удобства решения шести точечный
(Кранка–Николсона) и трех точечный шабло-
ны), консервативный, устойчивый, нелинейный
конечно-разностный аналог, решаемый лишь
итерационно [17, 18]. С учетом этого предложена
и использовалась локально- одномерная нели-
нейная итерационная на каждом шаге по време-
ни схема решения с “подвижными узлами сет-
ки”, отслеживающими положение межфазных
фронтов после вычислений градиентов значе-
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ний сеточной функции у подвижных границ, на-
правлений, скорости перемещения последних, с
совпадением с допустимой погрешностью мате-
риальных балансов, образующейся с учетом теп-
лового баланса на границе новой фазы и “отсека-
емой” переместившейся границей области ста-
рой фазы, с учетом всех видов усадки, контролем
устойчивости межфазной границы и с оценкой
вероятности зарождения центров новой фазы в
метастабильном объеме старый фазы. Локально-
одномерный сектор, отслеживающий изменение
сеточной функции температуры и положения
межфазных границ по радиусу (в пределах шага
по углу Δθ) перемещался по угловой координате θ
шагами Δθ с учетом симметрии задачи в пределах
0 ≤ θ ≤ π. Т.е. на каждой итерации в пределах шага
по времени можно учитывать изменения всех
теплофизических коэффициентов, граничных
условий и геометрии границ (от поверхности кап-
ли, межфазных границ до границы и формы со-
средоточенной усадочной полости). Этот алго-
ритм, в отличие от предложенных и апробирован-
ных на практике ранее [1, 9, 21], кроме
радиального переноса теплоты, учитывает про-
дольный по углу θ тепловой поток и обеспечивает
уточненный расчет положений межфазных гра-
ниц. Он особенно значим в условиях резкого из-
менения условий отвода теплоты по поверхности,
претерпевающей фазовые превращения, капли
расплава. При оценочных расчетах отмечена эко-
номичность алгоритма. Например, погрешность
численного расчета, оцениваемая по методу Рун-
ге [18–20], не превышала 5% ± 1% с вероятностью
95% при разбивке пространственно-временного
континуума на 10 шагов по координатам при 3–5
итерациях на каждом шаге по времени с исполь-
зованием простых ускоряющих алгоритмов [20,
22]. Известным методом [18, 20] аппроксимиро-
вали граничные условия. На каждой итерации в
пределах шагов по времени синхронизировали
параметры пространственно-временных сеток в
капле и охлаждающей стенке.

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ЧАСТЬ
Адекватность вычислительного эксперимента

физическому подтверждали сравнением с данны-
ми скоростного термического анализа (СТА).
Каплю расплава выдавливали на рамку с 3-мя
расположенными друг под другом термопарами
Au–Au–Pt диаметром 0.05 мм, (т.о. один королек
d = 0.01 мм термопары оказывался в близи сво-
бодной поверхности капли, другой – в центре,
третий – около границы с охлаждаемой поверх-
ностью (проточная ячейка из нержавеющей стали
50 × 51 мм δ = 10 мм).

Положение корольков термопар контролиро-
вали с помощью оптико-вычислительной систе-
мы, описанной в [1]. Работу проводили с распла-
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вами ряда крупнотоннажных промышленных
продуктов, которые условно разделили на веще-
ства с высокой температурой кристаллизации
(KNO3, NaOH, KOH, NH4NO3, шлак доменных
печей) и вещества с умеренной температурой
кристаллизации (карбамид, сера, ацетонанил,
ряд других органических веществ). Большинство
расплавов были оптически прозрачными, поэто-
му динамику процесса наблюдали с помощью оп-
тико-вычислительной системы [1, 12]. Фиксиро-
вали температуру в 3-х вышеназванных точках
(рис. 1). Обращали внимание на продолжитель-
ность индукционного периода τинд, который фик-
сировался оптико-расчетной системой [1] и тер-
мограммой рис. 1 (по времени появления верши-

ны пика на термограмме вблизи охлаждаемой
поверхности). Процесс всегда начинался у охла-
ждаемой поверхности (на стальной полирован-
ной поверхности он был систематически на 15–
20% короче, чем рассчитанный по уравнению (5)
для гомогенного зародышеобразования. Такая
близость ко времени гомогенного зародышеобра-
зования наблюдалось в случае, если охлаждаю-
щая поверхность была полированная промыва-
лась, сушилась, обезжиривалась. При учете в рас-
четах радиального и продольного потоков
теплоты совпадение расчета и эксперимента по
предложенному математическому описанию бы-
ло лучшим, чем при игнорировании продольного
переноса теплоты, как полагали в ранее предло-
женных нами моделях [1, 9]. Хорошее согласова-
ние, термограмм и расчета, а также полученных
экспериментально и рассчитанных по математи-
ческой модели (1)–(27) размеров и формы уса-
дочной поры, распределенной усадочной пори-
стости дало основание полагать, что оценки
устойчивости межфазной границы, механизма
превращения (последовательный), определения
скоростей зарождения и роста кристаллов (кине-
тических параметров превращения), теплообме-
на (параметров переноса при превращении) и
описания в целом, адекватны ходу реального про-
цесса.

ПРАКТИЧЕСКОЕ ПРИМЕНЕНИЕ 
ПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

Применительно к вышеназванным веществам
(в качестве примера на рис. 1–5 приедены данные
по KОН) были проведены расчеты процесса, ко-
гда отвод тепла с внешней стороны близок к его
интенсивности на охлаждаемой поверхности (об-
дув снаружи продукта, испарительное охлажде-
ние, аппарат без кожуха и т.д.). Процесс произво-
дительный, но не всегда допустим и экологиче-
ски опасен (рис. 2). Процесс, когда с внешней
стороны гранул отвод теплоты минимален (аппа-
рат закрыт кожухом), с позиций экологии и без-
опасности предпочтителен, но производитель-
ность ниже (рис. 3). Заметна разница в динамике
параметров кристаллизующейся капли (положе-
ний межфазных границ, полей температур,
структуры усадочной полости). При расчете про-
цесса и при оценке качества гранул – это надо
учитывать (рис. 2, рис. 3).

Схема процесса гранулирования отверждени-
ем капель расплава или кристаллизации (чешуи-
рования) на охлаждаемых поверхностях с исполь-
зованием теплоты гранулирования с применением
теплового насоса включает валковые, ленточные,
дисковые и другие кристаллизаторы, запитывае-

Рис. 1. Изменение во времени температур в кристал-
лизующейся на охлаждаемой поверхности капле рас-
плава KOH: 1 – в центре; 2 – на внешней, не контак-
тирующей с охлаждаемой поверхностью, поверхно-
сти; 3 – на внешней, контактирующей с охлаждаемой
поверхностью, поверхности капли расплава. Сплош-
ные линии – эксперимент СТА; штриховые линии –
расчет по зависимостям [1], игнорирующим про-
дольный перенос теплоты; пунктирные линии – рас-
чет, учитывающий радиальный и продольный пере-
нос теплоты (Ri = 2 мм; δст = 1 мм; λст = 16 Вт/(м K);
ε = 0.7;  = 15 Вт/(м2 K); αс = 250 Вт/(м2 K); tc =
= 20°C; tжн = 35°C).

2

450

150

100

50

0 302010

1

t, �C

�, c

3

400

350

300

250

200

αc'



756

ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ХИМИЧЕСКОЙ ТЕХНОЛОГИИ  том 56  № 6  2022

ТАРАН

мые расплавом с последующим срезанием ножом
чешуированного продукта. В случае гранулирова-
ния расплав “выкладывается” в виде капель рота-
ционным монодисперсным гранулятором на
охлаждаемую распыляемой форсункой водой по-
верхность. Горячие, со степенью кристаллично-
сти η ~ 0.7, предотвращающей их комкование [1,
9, 23] гранулы поступают в охладитель с псевдо-
ожиженным слоем, охлаждающий их воздухом до
температуры затаривания ~50°С. Возможна схе-
ма капсулирования не успевших закристаллизо-
ваться, но уже не комкующихся η = 0.6–0.7 гра-
нул, полимерными оболочками, образующимися
из растворов полимеров (мономеров с инициато-

рами полимеризации) [24, 25] или их “догранули-
рования” с удалением воды (растворителя) из
связующего за счет аккумулированной в гранулах
теплоты – один из вариантов предлагаемой техно-
логии “fattening” [26]. Особенно интересен этот
процесс для веществ, кристаллизующихся при
высоких температурах. В нашем случае KNO3,
NaOH, KOH, NH4NO3, шлаки фосфорных и ме-
таллургических печей. Нами показано [1], что
процесс можно использовать для гранулирования
расплавов и более низкотемпературных веществ:
карбамид, сера, NPK, NP, NS, NЦ, NK-удобре-
ния, средства защиты растений, коагулянты, ту-
гоплавкие парафины и др.

Рис. 2. Зависимость положения межфазной границы (заштрихована кристаллическая фаза модификация I(β) – косая
редкая штриховая; II(α) – косая частая штриховая) при кристаллизации капли расплава KOH на стальной ленте лен-
точного кристаллизатора в различные моменты времени при двухстороннем воздушном охлаждении (R1 = 1.5 мм;
δст = 1 мм; λст = 16 Вт/(м K); ε = 0.7;  = 150 Вт/(м2 K); αc = 250 Вт/(м2 K); tc = 20°С; tжн = 415°С).
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Рис. 3. Зависимость положения межфазной границы (заштрихована кристаллическая фаза модификация I(β) – косая
штриховая; II(α) – двойная косая штриховая) и изотерм (цифры у кривых – значения температуры в °С) при кристал-
лизации капли расплава KOH на стальной ленте ленточного кристаллизатора в различные моменты времени (R1 = 1.5 мм;
δст = 1 мм; λст = 16 Вт/(м K); ε = 0.7;  = 15 Вт/(м2 K); αc = 250 Вт/(м2 K); tc = 20°С; tжн = 415°С).
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Для экологически безопасных ресурсосберега-

ющих процессов гранулирования кристаллиза-
ции капель расплава на охлаждаемых поверхно-
стях с энергосбережением за счет использования
теплоты гранулообразования с применением теп-
ловых насосов рассмотрены принципиальные
схемы с замкнутыми потоками хладагента.

Поскольку для технологического расчета и вы-
бора необходимой аппаратуры нужен детальный
анализ стадии гранулирования и охлаждения
продукта, математические описания этого про-
цесса дополнены учетом продольного переноса
теплоты и двухмерного движения межфазных и
усадочных границ в условиях переменных по по-
верхности гранул условий охлаждения. Предло-
жен и апробирован алгоритм решения этой двух-
мерной задачи локально-одномерным числен-
ным методом конечных разностей с “ловлей” в
узел сетки положений межфазных и усадочных
границ и итерационным уточнением нелинейно-
сти I, II, III рода на каждой итерации “внутри”
каждого временного шага.

Адекватность предложенного математическо-
го описания ходу реального процесса подтвер-
ждена сравнением расчетов с данными скорост-
ного термического анализа, положением и объе-
мом усадочной полости, экспериментальным
определением наиболее вероятной продолжи-
тельности индукционного периода.

Работа проведена с крупнотоннажными веще-
ствами, кристаллизующимися при высоких тем-
пературах (около 200°С и выше) KNO3, NaOH,
KOH, NH4NO3, NPK, NP, NS, NЦ, NK-удобре-
ния, шлаки и веществами с температурами фазо-
вого перехода менее 150°С – карбамид, сера, аце-
тонанил и др.

Статья подготовлена в рамках выполнения ба-
зовой части государственного задания ФГАОУ
ВО “Московский политехнический университет”
(проект АААА-А20-120092190052-9).

ОБОЗНАЧЕНИЯ

i пространственная координата, м
j номера фаз (название фаз)
q удельный поток тепла, Вт/м2

R, r радиус гранулы, м
S номер итерации
t температура, град
V объем, м3

α коэффициент теплоотдачи, Вт/(м2 K)
∆ приращение физической величины
δ толщина (линейный размер), м

Рис. 5. Зависимости времени полной кристаллизации и
соответствующей удельной производительности грану-
лятора – сплошные линии и аналогичные зависимости
для степени кристалличности гранул η = 0.7 – штрихо-
вые линии от радиуса капель расплава KOH (1 – при на-
личии кожуха  = 15 Вт/(м2 K); αс = 250 Вт/(м2 K); 2 –

при внешнем охлаждении  = αс = 250 Вт/(м2 K); Ri =
= 1.5 мм; ε = 0.5; ϕсм = 60°).
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Рис. 4. Зависимости времени полной кристаллизации
и соответствующей удельной производительности гра-
нулятора – сплошные линии и аналогичные зависимо-
сти для степени кристалличности гранул η = 0.7 – штри-
ховые линии от радиуса капель расплава KОН (1 – при
наличии кожуха  = 15 Вт/(м2 K); αс = 250 Вт/(м2 K);

2 – при внешнем охлаждении  = αс = 250 Вт/(м2 K);

tc =  = 80°C; ε = 0.5; ϕсм = 60°).
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