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Для практической реализации новых высокоэффективных методов жидкость-жидкостной хрома-
тографии необходимо предварительное математическое моделирование применительно к условиям
разрабатываемого процесса разделения, включая его аппаратурное оформление. Настоящая работа
посвящена теоретическому анализу двух подходов к математическому описанию процессов жид-
кость-жидкостной хроматографии: 1) на основе решения уравнений материального баланса модели
каскада равновесных ступеней; 2) использование распределения Гаусса для описания выходных
профилей концентраций компонентов разделяемой смеси. Показано, что при числе равновесных
ступеней (эффективности хроматографической установки) N ≥ 50, для математического модели-
рования процессов разделения можно использовать более простые зависимости, полученные на
основе распределения Гаусса. Для условий, когда эффективность хроматографической установки
N < 50, получены зависимости на основе модели равновесных ступеней для математического моде-
лирования процессов разделения различными методами жидкость-жидкостной хроматографии.

Ключевые слова: математическое моделирование экстракционных процессов разделения, жидкост-
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ВВЕДЕНИЕ
Жидкостная хроматография без твердого но-

сителя, известная в научной литературе как жид-
костная хроматография со свободной неподвижной
фазой (ЖХСНФ) [1, 2], противоточная (counter-
current) и центробежная (centrifugal) хроматогра-
фия [3–27], применяется главным образом для
разделения фармацевтических соединений, по-
лученных из растительного сырья, в аналитиче-
ских и препаративных целях [3, 7, 9, 20–24]. Из-
вестны также исследования, направленные на
применение методов жидкость-жидкостной
хроматографии для разделения неорганических
соединений в промышленном масштабе, в част-
ности в гидрометаллургии, с использованием
экстракционных аппаратов – каскада смеси-
тельно-отстойных экстракторов [4, 5, 12].

Подвижность обеих фаз в процессах жид-
кость-жидкостной хроматографии позволяет со-
здавать различные методы (схемы и режимы) для
решения конкретных задач разделения. Для реа-
лизации этих методов на практике необходимо
математическое моделирование применительно к
условиям разрабатываемого процесса разделе-
ния, включая его аппаратурное оформление. Ма-

тематическое моделирование процессов хромато-
графии обычно базируется на двух типах гидро-
динамических моделей: дискретной – ячеечной
(каскад ступеней идеального перемешивания) и
непрерывной – диффузионной. При относитель-
но не большой интенсивности продольного пере-
мешивания в аппарате моделирование на основе
дискретной и непрерывной моделей дает практи-
чески идентичные результаты. При этом матема-
тический аппарат ячеечной модели существенно
проще, поэтому она чаще всего и применяется в
виде каскад из N равновесных ступеней. Приво-
димый ниже анализ хроматографических процес-
сов разделения также базируется на этой модели.
В зависимости от эффективности хроматографи-
ческой установки, измеряемой количеством тео-
ретических (равновесных) ступеней (числом тео-
ретических тарелок) N, возможны два подхода к
выводу теоретических зависимостей, необходи-
мых для математического моделирования про-
цессов разделения [17]: 1 – решение уравнений
математической модели; 2 – использование рас-
пределения Гаусса для описания выходных про-
филей концентраций компонентов разделяемой
смеси.
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Решение уравнений материального баланса
модели каскада равновесных ступеней для усло-
вий обычной элюентной хроматографии имеет
вид [17, 27]:

(1)

где  – безразмерный параметр;

 – безразмерная концентрация компо-
нента с коэффициентом распределения KD (KD =
= y/x = const: x – концентрация в подвижной фа-
зе, y – концентрация в неподвижной фазе);

 – средняя концентрация компонента в
хроматографическом устройстве после ввода
пробы; Q – количество компонента KD в пробе;
Vc – объем хроматографического устройства;

 – безразмерное время; F – объемная ско-

рость подвижной фазы; S – доля объема, занима-
емая неподвижной фазой в хроматографическом
устройстве; τ – время.

Второй подход проще. Он позволяет получать
более простые и удобные для расчетов зависимо-
сти в том числе и для сложных методов хромато-
графии. Распределение Гаусса описывается дву-
мя безразмерными параметрами: первым началь-
ным (tR) и вторым центральным (σ2) моментами:

(2)

Зависимости для моментов функции распре-
деления (хроматографического пика) можно вы-
вести путем преобразования дифференциальных
уравнений модели каскада равновесных ячеек в
систему алгебраических уравнений, содержащих
моменты вместо концентраций [17]. Таким путем
можно получить следующие зависимости для
условий обычной элюентной хроматографии:

(3)

(4)

Уравнения (1) и (2) описывают распределение
времени пребывания в хроматографическом
устройстве компонента с коэффициентом рас-
пределения KD т.е. пик (хроматограмму) одного
вещества. Для описания нормированной хрома-
тограммы многокомпонентной смеси можно ис-
пользовать зависимость:

(5)
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где Xnс(t) – нормированная суммарная концен-
трация всех (m) компонентов смеси; Xi(t) – кон-
центрации отдельных компонентов, рассчитыва-
ются по уравнению (1) или (2); qi – доли отдель-
ных компонентов в пробе.

Отметим, что для нормирования концентра-
ций Xi(t) в уравнениях (1), (2) и (5) используется
величина средней концентрации одного компо-
нента, а для нормирования суммарной концен-
трации Xc(t) в уравнении (5) используется величи-
на общей средней концентрации всех компонен-
тов в колонке после ввода пробы.

Целью настоящей работы было сравнение двух
вышеуказанных подходов к математическому
описанию процессов разделения методами жид-
костно-жидкостной хроматографии и определе-
ние уравнений, применимых для моделирования
процессов хроматографического разделения в
различных условиях их реализации.

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
ПРОЦЕССОВ ЖИДКОСТЬ-ЖИДКОСТНОЙ 

ХРОМАТОГРАФИИ
Как отмечалось выше, жидкостно-жидкостная

хроматография располагает различными метода-
ми, которые позволяют значительно повысить
эффективность процесса разделения. Здесь мы
рассмотрим теоретические зависимости, приме-
нимые для моделирования процессов обычной
элюентной, рециркуляционной и рециркуляци-
онно-противоточной хроматографии.

Процессы разделения методом элюентной жид-
костно-жидкостной хроматографии. На рис. 1 для
условий однократного ввода пробы сопоставлены
хроматографические пики компонентов бинар-
ной смеси (KD1 = 0.3, KD2 = 1.5), рассчитанные по
уравнениям (1) и (2), при проведении процесса
разделения в колонках различной эффективно-
сти. На рис. 2 приведены хроматограммы, рас-
считанные по уравнениям (1), (2) и (5) для тех же
условий процесса разделения при одинаковом
содержании компонентов в пробе (q1 = q1). Как
видно, при эффективности колонки 10, 20 и 30
теоретических ступеней имеется заметное рас-
хождение между результатами расчета по точной
(1) и приближенной (2) зависимостям. Однако
уже при N = 50, расчет по обеим зависимостям
приводит к практически одинаковым резуль-
татам.

Для моделирования непрерывных процессов
хроматографического разделения (при много-
кратном вводе пробы) необходимо иметь теоре-
тическое описание пиков компонентов после
двух последовательных вводов пробы. Для описа-
ния пиков первой пробы можно использовать
уравнения (1) или (2), а для пиков второй пробы
уравнения (6) или (7):
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(6)

(7)

где tin – интервал между вводом в хроматографи-
ческое устройство первой и второй пробы. Мини-
мальный интервал, обеспечивающий разделение
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соседних хроматограмм определяется уравнени-
ем [28]:

(8)

где с нижним индексом h обозначены параметры
для компонента пробы с максимальным коэффи-
циентом распределения, а с нижним индексом l –

( )= σ + σ − +1 13 ,inm l h
l h

t
a a

Рис. 1. Хроматографические пики компонентов бинарной смеси (KD1 = 0.3, KD2 = 1.5), рассчитанные по уравнениям
(1) – сплошные линии и (2) – точки, при проведении процесса разделения в колонках различной эффективности при
S = 0.5.
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параметры для компонента пробы с минималь-
ным коэффициентом распределения.

Для рассмотренной выше бинарной смеси
уравнение (8) с учетом формулы (4) можно преоб-
разовать к виду:

(9)

На рис. 3 показаны хроматограммы после двух
вводов пробы указанной бинарной смеси, рас-

 = + + − 
 1 2 2 1

3 1 1 1 1  .inmt
a a a aN

считанные с помощью уравнений (1), (2), (6), (7)
и (9). Приведенные на рис. 3 результаты свиде-
тельствуют о применимости уравнений (8), (9)
для определения оптимального интервала между
вводами проб в непрерывных процессах разделе-
ния как при точных, так и при приближенных ме-
тодах математического моделирования.

Процессы разделения методом рециркуляци-
онной жидкостно-жидкостной хроматографии.
В процессах рециркуляционной хроматографии
после ввода пробы выходящая из колонки по-

Рис. 2. Хроматограммы бинарной смеси (KD1 = 0.3, KD2 = 1.5), рассчитанные по уравнениям (1) – сплошные линии,
(2) – точки (2) и (5) при одинаковом содержании компонентов в пробе (q1 = q1) и S = 0.5.
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движная фаза снова подается на ее вход, и проба
многократно проходит через колонку, циркули-
руя в замкнутом контуре. После достижения тре-
буемой степени разделения компонентов контур
размыкается, и фракции разделенных компонен-
тов выводятся из колонки с потоком подвижной
фазы. Возможны две схемы организации процес-
сов рециркуляционной хроматографии: с корот-
кой линией рецикла, когда можно пренебречь
влиянием системы рецикла; с длинной линией
рецикла, когда необходимо учитывать влияние
системы рецикла на процесс разделения. Когда в
качестве промышленной хроматографической
установки используется каскад смесительно-от-
стойных экстракторов, в случае первой схемы все
ступени каскада соединены одинаково, образуя
замкнутый контур, а в случае второй схемы пер-
вая и последняя ступени соединены специаль-
ным длинным трубопроводом рециркуляции [4].

Для первой схемы рециркуляционной жид-
костно-жидкостной хроматографии аналог урав-
нения (1) имеет вид [29]:

(10)

В приближенной зависимости (2) формулы
для моментов функции распределения (3) и (4)
приобретают вид:

(11)

(12)

В уравнениях (10)–(12) n – количество циклов
рециркуляции компонента пробы в контуре (но-
мер цикла).

Уравнение (10) и уравнение (2) с параметрами,
определяемыми по формулам (11) и (12), описы-
вают пик компонента пробы после n циклов его
циркуляции через колонку без учета истории
процесса, т.е. влияния предыдущих циклов.
С увеличением числа проходов пробы через хро-
матографическое устройство улучшается разделе-
ние компонентов, но одновременно происходит
сближение и наложение хроматограмм соседних
циклов, когда вышедшие из колонки компонен-
ты с низкими коэффициентами распределения
текущего цикла нагоняют, задержавшиеся в ко-
лонке, компоненты с высокими коэффициента-
ми распределения предыдущего цикла. Эти про-
тивоположно направленные процессы учитыва-
ются в следующих зависимостях:
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(16)

Точное (13) и приближенное (14) решения
уравнений ячеечной модели описывают измене-
ние во времени концентрации компонентов про-
бы на выходе из хроматографического устройства
в течении всего процесса их циркуляции в за-
мкнутом контуре от первого до последнего цикла n.

При количестве теоретических ступеней N >
> 30–50 и/или числе циклов n > 2–3 могут возник-
нуть проблемы при использовании уравнения (13),
связанные с вычислением факториалов. Чтобы
обойти эти ограничения, используя формулу
Стирлинга уравнение (13) можно преобразовать к
виду:

( ) = ,R
it i
a

σ =2
2 .i

Na

Рис. 3. Хроматограммы бинарной смеси (KD1 = 0.3,
KD2 = 1.5) после двух вводов пробы, рассчитанные с
помощью уравнений (1) и (6) – сплошные линии, (2)
и (7) – точки и уравнения (9).
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(17)

В соответствие с физической природой про-
цесса с течением времени (с увеличением количе-
ства циклов) вещество, введенное в замкнутый
контур, равномерно распределится по всему кон-
туру в обеих фазах в соответствие с его коэффи-
циентом распределения. Эта закономерность ил-
люстрируется примерами, приведенными на
рис. 4 и рис. 5, где показаны процессы распреде-
ления компонентов с коэффициентами распре-
деления KD = 0.8 и KD = 5 в подвижной фазе при
циркуляции пробы в замкнутом контуре, рассчи-
танные по зависимостям (14)–(17). Сопоставле-
ние концентрационных профилей, рассчитанных
по уравнениям (14)–(16) и (17), подтверждает вы-
вод о применимости зависимостей, полученных
на основе распределения Гаусса, при N ≥ 50.

Схема процесса с длинной линией рецикла. Если
система рецикла выполнена в виде длинного тру-
бопровода малого диаметра, соединяющего вход-
ной и выходной патрубки хроматографического
устройства, то для упрощения математической
модели можно допустить, что циркулирующий
поток в трубопроводе рецикла движется в режиме
идеального вытеснения. Для этих условий можно
получить следующие зависимости, аналогичные
уравнениям (10)–(17):

(18)
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Уравнение (14) остается в силе с параметрами,
определяемыми по формулам (21) и (22).

На рис. 6 показано изменение во времени кон-
центрации компонента KD = 1.5 на выходе из хро-
матографического устройства с длинным трубо-
проводом рецикла (b = 0.5) в течении трех циклов
циркуляции (n = 3) в замкнутом контуре при раз-
личной эффективности хроматографического
устройства (N = 10 и N = 50). Рис. 6 подтверждает
сделанный выше вывод о применимости прибли-
женного подхода (на основе распределения Гаус-
са) для моделирования процессов при N ≥ 50 и не-
обходимости использования точных зависимо-
стей при N < 50.

Процессы разделения методом рециркуляцион-
но-противоточной жидкостно-жидкостной хрома-
тографии. Рециркуляционный и метод благодаря
многократной циркуляция пробы через хромато-
графическое устройство позволяют многократно
повысить эффективность установок жидкость-
жидкостной хроматографии. Путем комбинации
этого метода с противоточным методом можно
создать еще более эффективные рециркуляцион-
но-противоточные процессы разделения. В об-
щем случае процесс разделения проводится в
противоточно-циклическом режиме, включаю-
щем периоды рециркуляции обеих фаз. Фракции
разделенных компонентов выводятся из аппарата
с фазами после периодов их рециркуляции. Воз-
можны различные варианты реализации рассмат-
риваемого метода жидкостно-жидкостной хрома-
тографии для создания эффективных процессов
применительно к различным задачам разделения.
В работах [16, 17] разработана основанная на рас-
пределении Гаусса теория двухстадийного про-
цесса, на первой стадии которого проводится раз-
деление компонентов с низкими коэффициента-
ми распределения в замкнутом контуре при
циркуляции фазы “х”, а на второй стадии контур
размыкается, и через удерживаемую в установке
фазу “х” в обратном направлении прокачивается
фаза “у”. На второй стадии с фазой “у” из уста-
новки выводятся разделенные фракции компо-
нентов с высокими коэффициентами распреде-
ления. Для математического описания второй
стадии такого процесса необходимо знать распре-
деление концентраций компонентов в аппарате
(устройстве) в конце первой стадии. На основе
модели равновесных ступеней искомые зависи-
мости можно получить в следующем виде:

Для схемы первой стадии с короткой линией ре-
цикла. Точные зависимости:
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Приближенные зависимости на основе рас-
пределения Гаусса:

(27)
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Для схемы первой стадии с длинной линией ре-
цикла. Точные зависимости:
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Рис. 4. Профили концентрации компонента с коэффициентами распределения KD = 0.8 в подвижной фазе на выходе
из хроматографического устройства с короткой линией рецикла при циркуляции пробы в замкнутом контуре, рассчи-
танные по зависимостям (17) – сплошные линии и (14)–(16) – точки; S = 0.5.
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Рис. 5. Профили концентрации компонента KD = 5 в подвижной фазе на выходе из хроматографического устройства
с короткой линией рецикла, рассчитанные по зависимостям (17) – сплошные линии и (14)–(16) – точки; S = 0.5.
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Приближенные зависимости:

(31)

(32)

Точные (29), (30), (25), (26) и приближенные
(27), (28), (31), (32) зависимости описывают изме-
нение во времени концентрации компонентов
пробы в ячейке k в течении процесса их циркуля-
ции в замкнутом контуре. При заданном времени
они описывают распределение концентраций
компонентов в аппарате на первой стадии про-
цесса разделения.

Следует отметить, что в уравнениях (1) и (2)
статьи [17] допущена опечатка: в уравнении (1)
пропущен член , а в уравнении (2) – член

.
При значении k = N вышеприведенные урав-

нения описывают изменение во времени концен-
трации компонентов в фазе “х” на выходе из хро-
матографического устройства при циркуляции
пробы в замкнутом контуре на первой стадии
процесса разделения. Выходные профили кон-
центраций в фазе “у” на второй стадии процесса
можно описать уравнениями [16]:

(33)

(34)

где t – безразмерное время, определяемое как
; время начала движения потока Fy фазы

“у”,  = 0;  – нормированная концентра-
ция компонента в y-фазе. Нумерация ячеек, как и
во всех предыдущих уравнениях начинается со
стороны подачи в устройство фазы “х”.

При N < 100 расчет следует вести по уравнению
(33), при N > 100 – по уравнению (34). Член 
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в уравнениях (33) и (35) описывает распределение
концентрации в цепочке из N равновесных ячеек
после завершения первой стадии разделения при
t = tx. Выражение для него можно получить, под-
ставив в уравнения (26), (28), (30), (32) значение
времени t = tx. Так для хроматографического
устройства с длинным трубопроводом рецикла из
уравнений (30) и (32) получаем:
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Рис. 6. Профили концентрации компонента KD = 1.5
на выходе из хроматографического устройства с
длинным трубопроводом рецикла (b = 0.5) в течении
трех циклов циркуляции (n = 3) в замкнутом контуре,
рассчитанные по зависимостям (24) – сплошные ли-
нии и (14), (21) и (22) – точки; S = 0.5.
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где k = 1, 2, 3, …, N.

На рис. 7 и рис. 8 сопоставлены выходные про-
фили концентраций компонентов в фазе “х”
(в ячейке N) на первой стадии процесса при цир-
куляции пробы, содержащей компоненты KD1 = 0.2,

Рис. 7. a – Выходные профили концентраций компонентов в фазе “х” (в ячейке N) на первой стадии процесса при
циркуляции пробы, содержащей компоненты KD1 = 0.2, KD2 = 0.9, KD3 = 6.5, KD4 = 12, в течении двух циклов (n = 2);
б – распределение концентраций в каскаде ячеек после завершения первой стадии при t = tx; в – выходные профили
концентраций в фазе “у” (в ячейке 1) на второй стадии, рассчитанные по точным (30), (33), (35) и приближенным (32),
(33), (36) зависимостям. Параметры процесса: N = 30; S = 0.5; b = 0.6, tx = 3.

0.065

0 5

Xn(t)
(б)

4

k
1510

0.195

0.130

0.325

0.260

0.455

0.390

0.520

302520

0.585

0.650
3

2

3

0.4

0 0.5

Y(t)

(в)4

t
1.0

1.2

0.8

2.0

1.6

2.8

2.4

3.2

4.4

4.0

3.6

4
3

3
0.35

0

Xn(t)
(a)

t
6.56.0

1.05

0.70

1.75

1.40

2.80

3.15

8.07.57.0

3.50

3.85
1

1

2

22.45

2.10

5.55.04.54.03.53.02.52.01.51.00.5



ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ХИМИЧЕСКОЙ ТЕХНОЛОГИИ  том 57  № 1  2023

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ 13

Рис. 8. a – Выходные профили концентраций компонентов в фазе “х” на первой стадии процесса при циркуляции
пробы KD1 = 0.2, KD2 = 0.9, KD3 = 6.5, KD4 = 12, в течении двух циклов (n = 2); б – распределение концентраций в кас-
каде ячеек после завершения первой стадии; в – выходные профили концентраций в фазе “у” на второй стадии, рас-
считанные по точным (30), (33), (35) и приближенным (32), (33), (36) зависимостям. Параметры процесса: N = 50; S =
= 0.5; b = 0.4, tx = 2.7.
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KD2 = 0.9, KD3 = 6.5, KD4 = 12, в течении двух цик-
лов (n = 2), а также распределение концентраций
в каскаде ячеек (N = 30 и N = 50) после заверше-
ния первой стадии при t = tx и выходные профили
концентраций в фазе “у” (в ячейке 1) на второй
стадии, рассчитанные по точным (30), (33), (35) и
приближенным (32), (33), (36) зависимостям.
Как видно, несмотря на заметное расхождение
концентрационных профилей в каскаде ячеек (в
хроматографическом устройстве), рассчитанных
по точной и приближенной зависимостям, вы-
ходные профили концентраций компонентов в
обеих фазах идентичны при использовании точ-
ных и приближенных зависимостей, когда N = 50.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведен теоретический анализ двух методов
математического моделирования процессов жид-
кость-жидкостной хроматографии – на основе
решения уравнений материального баланса мо-
дели теоретических (равновесных) ступеней и ис-
пользование распределения Гаусса для описания
выходных профилей концентраций компонентов
разделяемой смеси. Установлено, что при эффек-
тивности хроматографической установки, изме-
ряемой числом теоретических ступеней N ≥ 50,
для математического моделирования процессов
разделения методами жидкость-жидкостной хро-
матографии можно использовать более простые
зависимости, полученные на основе распределе-
ния Гаусса.

Для условий, когда эффективности хромато-
графической установки N <5 0, получены точные
зависимости на основе модели теоретических
ступеней для математического моделирования
процессов разделения различными методами
жидкость-жидкостной хроматографии.

Работа выполнена при финансовой поддержке
Минобрнауки России в рамках государственного
задания ИОНХ РАН.

ОБОЗНАЧЕНИЯ

x концентрация в подвижной фазе, мол. д.
y концентрация в неподвижной фазе, мол. д.
KD коэффициент распределения

средняя концентрация компонента в хрома-
тографическом устройстве после ввода 
пробы, мол. д.

Q количество компонента KD в пробе
Vc объем хроматографического устройства, мл
τ время, с

S
доля объема, занимаемая неподвижной 
фазой в хроматографическом устройстве

x
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