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В данной работе предлагается алгоритм обработки экспериментальных данных по определению
теплофизических свойств фосфоритов – теплоемкости и теплопроводности, использующий метод
решения обратной коэффициентной задачи теплопроводности, которая сводится к программируе-
мому нагреву, осложненному протеканием термически активируемых эндотермических реакций
диссоциации карбонатов и управлению внутренним тепловым состоянием системы с распределен-
ными параметрами. Рассматривается задача математического и компьютерного моделирования си-
стемы по обработке экспериментальных данных и обобщения основных зависимостей теплофизи-
ческих свойств в диапазоне температур функционирования теплотехнологического оборудования
термической обработки рудного сырья и практического химического состава фосфоритов методом
решения обратной коэффициентной задачи теплопроводности. Параметрами управления являются
теплопроводность и теплоемкость – коэффициенты в уравнении теплопроводности для пластины.
Критерием оптимальности – принимается наименьшее отклонение полученного в вычислитель-
ном эксперименте по модели температурного распределения по толщине пластины от заданного.
При решении задачи оптимизации используется метод скользящего допуска с оптимизацией спо-
собом деформируемого многогранника. В статье приводятся результаты, полученные в вычисли-
тельных экспериментах с использованием фосфатных сырьевых материалов. Представленные чис-
ленные результаты хорошо согласуются с результатами натурных экспериментов, что подтверждает
адекватность разработанной нами математической и компьютерной моделей, а также предлагаемо-
го алгоритма решения обратной коэффициентной задачи теплопроводности.
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ВВЕДЕНИЕ
Теплофизические свойства (ТФС) фосфори-

тов, фосфоросодержащего сырья, полупродук-
тов, изучены далеко недостаточно [1, 2]. Суще-
ственные различия в минералогическом и химиче-
ском составе фосфоросодержащих руд требуют
проведения огромного количества натурных экспе-
риментов, для нахождения основных закономерно-
стей при описании теплофизических свойств при
нагреве [3, 4]. Комплексность исследования ТФС
увеличивается из-за физико-химических превра-
щений, которые происходят при воздействии на
сырье высоких температур в химико-энерготех-
нологических процессах сушки, обжига, спека-
ния [5, 6]. Решение этих задач требует комплекс-

ного подхода к экспериментам по измерению
свойств, учитывающего влияние всех факторов
на ТФС, а также принятие во внимание компо-
зитной структуры фосфоритов [7, 8]. Имеющиеся
экспериментальные данные по кинетике декарбо-
низации фосфоритов получены без учета структур-
ных особенностей данного типа веществ [9]. Дан-
ные по ТФС фосфоритов получены лишь для
многослойных засыпок без учета процессов дис-
социации карбонатов, что имеет место в процес-
сах обжига [10, 11]. Существующие методы изме-
рения не учитывают особенностей, характерных
для такого типа материалов, как фосфориты. Ки-
нетика разложения карбонатов изучалась в режи-
мах, близких к практическим скоростям нагрева
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для обжиговых машин, т.е. вдали от равновесия
[12]. Для изучения кинетики использовалась авто-
матизированная термовесовая установка [13]. По-
дробное описание методики эксперимента и ана-
лиз результатов приведен в [14]. В этой работе
определялась температура отнесения при обра-
ботке эксперимента по измерению кинетических
параметров в условиях неизотермичности образ-
ца, приведены результаты замеров убыли веса
фосфоритов при скоростях нагрева, совпадаю-
щих со скоростями нагрева кусков на обжиговых
машинах. Использована методика измерения
ТФС с учетом химического реагирования отдель-
ных составляющих материала в виде минераль-
ных вкраплений в основную массу минерала [15].
Ограничения, которые необходимо принимать во
внимание, сводятся к использованию образцов
по размерам больше определенного минимально-
го размера, позволяющего включить влияние ре-
агирующих образований в образце и учесть струк-
туру материала, использованию лишь нестацио-
нарных методов нагрева пробы для фиксации
дериватограммы, а также комплексности подхода
для одновременного измерения кинетических и
теплофизических характеристик [16].

Методика эксперимента по определению ТФС
в режиме монотонного нагрева базируется на
сравнительном методе, использующим систему об-
разцов материалов, из которых один имеет извест-
ные теплофизические свойства [17]. Теоретической
основой сравнительных методов комплексного
определения ТФС в первом приближении являют-
ся решения уравнений теплопроводности для си-
стемы тел простейшей геометрической формы [18].
Нами использовалась симметричная система
пластин. В эксперименте измерялись температу-
ры на поверхности системы образцов, перепады
температур в измеряемом образце, располагаю-
щимся снаружи и в эталонном образце, который
находился внутри. Из решения уравнения тепло-
проводности для многослойной пластины с сим-
метричным нагревом и пренебрежении краевыми
эффектами получаются зависимости для расчета
теплопроводности [19]. Причем эти соотношения
справедливы лишь для небольших разностей тем-
пературы в образцах. Поскольку малые перепады
температур при скоростях нагрева, характерных
для реальных условий, возможно реализовать
лишь для тонких образцов, что исключает учет
структуры реагирующих вкраплений, требуется
подход, позволяющий преодолеть эти противоре-
чия [19]. Поэтому решением проблемы представ-
ляется использование идентификации коэффи-
циентов уравнения теплопроводности на основе
решения обратной задачи теплопроводности.
В качестве эталона использовался плавленный
кварц, теплофизические свойства которого с до-
статочной степенью точности известны в широ-
ком диапазоне температур [20]. Достаточно до-

стоверные данные по ТФС фосфатного сырья в
диапазоне температур, имеющим практическое
значение, получены с применением методов мо-
нотонного нагрева и метода решения инверсной
задачи теплопроводности, основанного на сов-
местном решении уравнений теплопереноса и
кинетики химических превращений с учетом
наиболее существенных сопутствующих им явле-
ний [21].

Обработка результатов эксперимента проводи-
лась на основе решения обратной коэффициент-
ной задачи теплопроводности [22]. Результаты
исследований ТФС широкого спектра фосфори-
тов позволили создать базу данных по свойствам
в широком диапазоне температур и объемных до-
лей компонентов. Для выявления основных зако-
номерностей, которым подчиняется поведение
фосфатного сырья необходимо иметь достаточный
объем информации для диапазона изменения тем-
пературы, химического и минералогического со-
става по теплопроводности, теплоемкости, терми-
ческому расширению, электропроводности, хи-
мической кинетике [23]. Поскольку результаты
экспериментальных исследований ТФС фосфо-
ритов и кинетики декарбонизации составили ос-
нову других исследований, здесь рассматривают-
ся лишь задачи математического и компьютерно-
го моделирования при обработке эксперимента и
обобщения основных зависимостей ТФС для
практического диапазона температур и химиче-
ского состава [24].

Рассматривается обратная задача теплопро-
водности для плоской пластины, когда по извест-
ному измеренному температурному полю опреде-
ляются коэффициенты уравнения , .

С учетом основных требований и допущений
математическая формулировка задачи в одномер-
ной постановке для плоского образца имеет вид:

(1)

Здесь: α – реакционная переменная, представ-
ляющая собой отношение , где
G0 – количество карбонатного вещества, вступа-
ющего в реакцию, G(τ) – количество не прореаги-
ровавшего вещества за время τ, α1 – степень пре-
вращения MgCO3, α2 – степень превращения
СаСО3, ,  – теплофизические характеристи-
ки удельные теплоемкость и теплопроводность,
зависящие от температуры и степеней превра-
щения эндотермических реакций диссоциации
карбонатов: MgCO3 → MgO + CO2 – Q1 и
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СаСО3 → CaO + CO2 – Q2, где Q1 = 1.21 ×
× 105 Дж/моль – тепловой эффект реакции разло-
жения MgCO3, Q2 = 1.78 × 105 Дж/моль – тепло-

вой эффект реакции разложения CaCO3. ,  –
теплоемкости веществ прореагировавших карбо-
натов, E1, E2 – энергии активации диссоциации
карбонатов, k01, k02 – предэкспоненциальные
множители, x – координата по толщине пласти-
ны с полутолщиной X, ; R – универ-
сальная газовая постоянная, T – температура,  –
плотность.

Влияние на макрокинетику термического раз-
ложения карбонатов, учитывалась с помощью
распространенной зависимости: ,
где n – число, определяемое экспериментально
для конкретного фосфатного сырья.

Система уравнений решалась численно при
наличии следующих краевых условий:

– начальные условия:

(2)

– граничные условиями первого рода:

(3)

где: T1, T2 – температуры на поверхностях неогра-
ниченной пластины,  – начальная температура
пластины. Решение приведенной системы урав-
нений осуществлялось методом прогонки по не-
явной конечно-разностной схеме, с помощью
разработанной авторами в Си++ компьютерной
модели.

В качестве критерия оптимальности принято
наименьшее отклонение рассчитанной темпера-
туры  от заданной . Задача в такой
постановке эквивалентна обратной коэффици-
ентной задаче, для отыскания теплофизических
характеристик материалов , . Вообще говоря,
обратные задачи являются некорректно постав-
ленными, поэтому необходимо применение регу-
ляризующих алгоритмов. В данной компьютер-
ной модели использован принцип естественной
регуляризации, основанный на демпфирующих
свойствах итерационных вычислительных алго-
ритмов.

Инверсная задача теплопроводности ставит
целью определить  и  из условия минимума
отклонения значений температуры полученной в
натурном эксперименте  и рассчитанных

 для всего временного диапазона и толщи-
ны пластины. Однако дискретизируя временной
интервал, можно минимизировать отклонения
температур на каждом временном слое  и отно-
сить полученные результаты по теплофизиче-

0
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( ) ( ) ( )= α = α =0 1 2,0 ; ,0 0; ,0 0,T x T x x

( ) ( ) ( ) ( )τ = τ − τ = τ1 2, ; , ,T X T T X T

0T

( )τ,T х ( )τ* ,T х
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( )τ* ,T х
( )τ,T х

τ j

ским характеристикам к средней температуре в
образце в данный момент времени.

В качестве критерия принимается минимум
функционала , а на каждом временном
слое 

Минимизация  осуществлялась ме-
тодом деформируемого многогранника, точнее
его модификацией для задач с ограничениями
методом скользящего допуска, несколько более
сложным по сравнению с прямым поиском, но
оказавшимся весьма эффективным и легко осу-
ществляемым на ЭВМ. Алгоритм скользящего
допуска позволяет улучшить определение значе-
ний целевой функции как за счет информации,
получаемой в допустимых точках пространства
решений, так и за счет информации, которую
удается получить при прохождении через некото-
рые точки, лежащие вне допустимой области, но
являющимися близкими к допустимым.

При практической реализации на ЭВМ боль-
шинства методов нелинейного программирова-
ния значительная доля машинного времени тра-
тится на то, чтобы обеспечить строгое выполне-
ние требований допустимости [25].

Алгоритм скользящего допуска с оптимизаци-
ей по методу деформируемого многогранника ре-
ализован при решении обратной задачи тепло-
проводности. Причем, в силу условий конкрет-
ного термохимического процесса, на ,  и α
были наложены следующие ограничения: 0 <  < 5;
0 < < 5 × 10–6; 0 < α < 1. Для увеличения ско-
рости процедуры минимизации невязки на каж-
дом последующем временном шаге, в качестве
начальной точки поиска принималась точка ми-
нимума, найденная на предыдущем временном
слое.

Алгоритм решения инверсной задачи тепло-
проводности приведен ниже.

1. Исходные данные: температурное поле
 по результатам эксперимента, значения

теплового потока на границе на рассматриваемом
временном интервале, толщина измерительного
участка в исследуемом образце, координаты за-
делки термопар и их количество, значения кине-
тических констант для реакций декарбонизации,
время эксперимента.

2. Задание начальной точки  для зада-

чи минимизации функционала , т.е.

исходных значений теплоемкости  и тепло-

проводности. .

( )Φ ρ λ;pC
( )Φ ρ λ;j pC

( ) ( ) ( )[ ]Φ ρ λ = τ − τ → 2; , * , min .j p i j i j
i
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3. Цикл по времени .
4. Обращение к программе минимизации ме-

тодом скользящего допуска из начальной точки.
5. Начало работы подпрограммы минимиза-

ции.
6. Обращение к подпрограмме решения урав-

нения теплопроводности с химической реакцией
методом конечных разностей и получение темпе-
ратурного поля для данного временного интерва-
ла .

7. Расчет значения функционала для данного
временного интервала .

8. Окончание работы подпрограммы миними-
зации при выполнении необходимого критерия.

9. Восстановление новой начальной точки
значениями  в точке минимума функци-
онала.

10. Вывод значений коэффициентов и средней
по толщине пластины температуры.

11. Конец цикла по времени.
12. Завершение работы программы.
Решение задачи программно реализовано на

языке C++.
Для проверки работоспособности алгоритма

оптимизации проводились многочисленные чис-
ленные эксперименты.

Решением прямой задачи, где  и  взяты из
натурных экспериментов по исследованию ТФС
фосфоритов и являются функциями температуры,
получено распределение температуры .

τ j

( )τ, jT х

( )Φ ρ λ;j pC

( )ρ λ0 0;pC

ρ pC λ

( )τ* ,i jT х

Значения теплофизических характеристик,
полученных в вычислительном эксперименте ме-
тодом решения обратной задачи теплопроводно-
сти по разработанной программе, представлены
на рис. 1 и 2 и совпадают с экспериментальными
данными для конкретного фосфоритного мате-
риала.

Анализ полученных результатов свидетельству-
ет о том, что исходная теплопроводность и харак-
тер ее изменения в процессе нагрева значитель-
но отличаются для различных руд и пород. Тер-
мически активируемые процессы существенно
влияют на температурную зависимость ТФС.
Исследования фосфатного сырья показывают,
что измельчение и последующая грануляция ма-
териала приводят к значительным изменениям,
как абсолютных значений теплопроводности, так
и ее температурной зависимости. Так, теплопро-
водность окомкованного фосфатного сырья в
пять раз ниже, чем у аналогичного по составу кус-
кового материала при той же температуре.

Результаты исследований позволяют сделать
следующие основные выводы:

– значения коэффициентов исходной тепло-
проводности фосфоросодержащих руд и пород
существенно отличаются (объясняется их различ-
ным химическим составом и особенностями ком-
позиционной структуры);

– при нагреве под действием ряда физико-хи-
мических и структурных превращений теплопро-
водность материалов претерпевает значительные
изменения;

– твердофазные взаимодействия между раз-
личными материалами с образованием изоморф-

Рис. 1. Зависимость теплоемкости от температуры.
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ных и аморфных фаз и связанные с этими процес-
сами структурные превращения способствуют
повышению теплопроводности.

ТФС фосфоритов необходимы для моделиро-
вания и количественных расчетов электротерми-
ческих аппаратов, а также при разработке новых
технологических систем термической обработки
фосфатного сырья.
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ρ плотность, кг/м3
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