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ВВЕДЕНИЕ
При описании извлечения целевого компо-

нента (ЦК) из пористых тел широкое распростра-
нение получила диффузионная модель. При этом
предполагается, что сплошная среда как бы одно-
родна и перенос ЦК в ней описывается обычным
уравнением диффузии. Таким образом внутрен-
няя структура пористого материала практически
игнорируется. Иногда она учитывается косвен-
ным образом путем введения некого эффектив-
ного коэффициента диффузии, отличного от мо-
лекулярного. Фактически основным уравнением
процесса является уравнение диффузии, а специ-
фика конкретного процесса извлечения ЦК учи-
тывается граничным и начальным условиями. Ре-
шение ряда задач экстрагирования на основе от-
меченной модели изложено, например, в работах
[1, 2]. В работе [3] предложено учесть влияние
структуры пористой среды изменением коэффи-
циента диффузии по координате. Уточнение рас-
четов по этой модели проведено в работе [4].
Один из подходов моделирования процессов в
двухкомпонентных (двухфазных) средах – по-
строение конкретной модели пористой среды,
как бы элемента осредненной структуры и далее
вывод уравнения процесса традиционными мето-
дами на основе выбранной модели пористого ма-
териала.

Сочетание конвективного переноса вещества с
диффузионным и другими обменными процессами
в пористой среде лежит в основе описания ряда
природных и технологических процессов [5–7].

В простейшем случае распространение вещества
в пористой среде моделируется уравнением кон-
вективной диффузии [7]. Однако эксперименты
нередко дают отклонения от решений соответ-
ствующих задач, опирающихся на диффузион-
ный закон Фика. Это обычно объясняют наличием
определенной структуры пористой среды, отлич-
ной от однородного континуума. Для описания
массопереноса в подобных средах вводят различ-
ные варианты каверн, застойных зон, пор различ-
ных масштабов и т.п. (см. например [5–11]). Рас-
пространены также двухкомпонентные модели
экстрагирования, промывки осадков и т.п. Под-
разумевается, что пространство, в котором проте-
кает процесс, состоит из двух взаимопроникаю-
щих континуумов. Между этими континуумами
происходит обмен веществом и другими характе-
ристиками процесса [11]. Наличие дополнитель-
ной структуры проявляется как своеобразный ре-
лаксационный процесс переноса в дисперсной
среде [11]. Отметим, что при описании сорбцион-
ных явлений математическая модель выглядит
также (аналогично), а в роли застойных зон
(и т.п., которых нет) выступает поверхность ча-
стиц среды [12]. В то же время отклонение от за-
кона Фика в пористой системе может описывать-
ся и в рамках однородного континуума введением
более сложного уравнения для потока вещества,
например максвелловского типа и т.п. [13–18].

В последнее время проявляется определенный
интерес к различного рода нестационарным воз-
действиям на дисперсные, в частности, пористые

УДК 539.217;2:66.084



ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ХИМИЧЕСКОЙ ТЕХНОЛОГИИ  том 57  № 2  2023

МОДЕЛЬ ЭКСТРАГИРОВАНИЯ ИЗ ПОРЫ 195

среды как импульсного типа [19, 20], так и перио-
дического [21−24, 25 стр. 385].

Нахождение аналитических выражений, кото-
рые несложно довести до графических иллюстра-
ций искомых функций – основная цель предло-
женной работы.

Здесь мы будем полагать, что пористую среду
можно смоделировать набором пор (каналов),
находящихся на достаточном удалении друг от
друга, чтобы можно было бы пренебречь их вза-
имным влиянием. В простейшем случае (на на-
чальном этапе исследования) будем также прене-
брегать движением жидкости вне поры, как и в са-
мой поре. Поры выходят на поверхность образца,
откуда целевое вещество переходит во внешнее
пространство по диффузионному закону (подчи-
няется уравнению диффузии).

Рассматриваемая задача состоит из традици-
онных уравнений диффузии в поре и снаружи ее,
граничных условий согласования концентрация
ЦК и потоков вещества. Постановка задачи пред-
полагает, что при t < 0 все вещество сосредоточе-
но в поре. При t = 0 пора “открывается” и начина-
ется диффузионный процесс выхода ЦК из поры
в окружающее пространство. Будем считать ко-
эффициент диффузии в поре и внешней области
совпадающими. Известно, что при наличии цир-
куляционного течения в поре можно ввести эф-
фективный коэффициент диффузии [26], значе-
ния которого выше молекулярного, т.е. отмечен-
ное равенство коэффициентов диффузии может

быть нарушено. Схематически структура среды
(пора) представлена на рис. 1.

Обычно для описания процесса массопереноса в
поре и вне ее предполагаются свои, но взаимосвя-
занные уравнения. Здесь же анализируется реше-
ние без подобного представления, однако в месте
контакта поры и внешнего пространства гранич-
ные условия четвертого рода были несколько
упрощены.

ЗАДАЧА ДЛЯ ЕДИНИЧНОЙ ПОРЫ [27]
Уравнения и дополнительные условия задачи

могут быть записаны в следующей форме. В обла-
сти I (0 ≤ r < ∞), (0 < z < ∞) концентрация C1 (r, z, t)
удовлетворяет уравнению

начальному условию C1(r, z, 0) = 0, граничным
условиям

где  – функция, вид которой определяется в
ходе решения. Условия на бесконечности:

, при r  ∞, , при z  ∞.
В области II мы имеем одномерное уравнение

диффузии

и условия

(1)

Основной интерес для нас представляет вели-
чина полной массы ЦК в поре,

Для функции M(t) приближенное решение
сформулированной задачи получено в работе [27]
и имеет вид

(2)

где введены безразмерное время и безразмерная
характеристика поры.
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Рис. 1. Форма поры в осадке.
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– относительная ширина поры, D – коэффици-
ент диффузии, t – размерное время, l – глубина
поры, R – радиус поры. Отметим, что в рамках
принятого приближенного анализа из работы [27]
целесообразно рассматривать поры с малым зна-
чением относительной толщины поры 

Решение в форме (2) непосредственно неудоб-
но (сложно) для практического использования.
Поэтому была поставлена задача численного ин-
тегрирования выражения (2) и аппроксимации
результата формулой достаточно простого вида.
Это является одной из главных целей работы.
Второй целью было проверить пригодность
асимптотических формул (3) при больших и ма-
лых значениях времени, сопоставив их с результа-
том численного интегрирования выражения (2).
И, наконец, построение математической модели
массопереноса при внешнем обтекании поры.

Заметим, что при  при подсчете интегра-
ла (2) численным методом, в частности в системе
MathCAD возникает неточность, связанная с
тем, что область, влияющая на значение инте-
грала, фактически сосредоточена в окрестности
точки x = 0. Поэтому для уточнения поведения
функции (2) целесообразно установить ее поведе-
ние при больших и малых значениях времени.
Этого можно достичь аналитическими методами,
которые приводят к асимптотическим формулам
для выражения (2)

(3)

Заметим, что в типичных задачах данного
класса расчет кинетических кривых извлечения
ЦК при промежуточных значениях времени до-
вольно затруднителен. Поэтому исследователи
часто ограничиваются только получением асимпто-
тических зависимостей для количества извлеченно-
го вещества при малых и больших значениях време-
ни, подобных представленных формулами (3).

На рис. 2 представлены отдельные кривые,
описывающие извлечение ЦК из поры. На этом
рисунке показаны три кривые (2 − ξ = 0.15, 3 −
ξ = 0.25 и проходящая между ними линия ξ = 0.2),
демонстрирующие тенденцию процесса при
уменьшении параметра ξ. Там же показана пре-
дельная кривая ξ → 0 (линия 1), которая опреде-
ляется выражением (5).

Результаты расчетов по формуле (2) с доста-
точной для практики точностью были аппрокси-
мированы зависимостью:

(4)
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при выборе которой, в стиле аппроксимации Па-
де [28] использованы асимптотические формулы (3).
Получена аппроксимационная зависимость па-
раметра b от ξ в виде b = 0.1766ξ−0.001. О точности
аппроксимации можно судить из сопоставления
кривых 1 и 2 на рис. 3. Кривая 1 отвечает числен-
ному расчету интеграла (2), а кривая 2 представля-
ет формулу (4) при том же значении ξ = 0.25 (b =
0.048). Максимальное по абсолютной величине
отклонение этих кривых составляет 0.043.

В принципе при достаточно тонкой поре ξ =
= R/l  1 можно рассматривать и искривленную
пору. При этом уравнение диффузии в поре со-
храняет свой вид, а координату z можно считать
криволинейной.

При малых значениях параметра относитель-
ной толщины ξ = R/l расчет интеграла по формуле (2)
осложняется, поскольку знаменатель подынте-
грального выражения стремится к нулю в точках
xk = π(2k + 1)/2, k = 0, 1, 2 … В этом случае расчеты
можно вести по формуле, полученной стандарт-
ными методами математической физики

(5)

При больших значениях времени в зависимо-
сти (5) превалирует первое слагаемое, так что
асимптотическое поведение M/M0 при 
определяется выражением

(6)

При малых значениях времени для соотноше-
ния (5) имеет место то же асимптотическое выра-
жение, что и в случае ξ ≠ 0, т.е. вторая формула (3).
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Рис. 2. Зависимость массы ЦК в поре как функция
времени.
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На рис. 2 формулу (5) представляет кривая 1.
Приближенную формулу (4) также можно под-
корректировать, учитывая (6).

Формулу (5) можно вывести, если использовать
промежуточные результаты работы [27 стр. 368],
в которые можно подставить ξ = 0 и далее следо-
вать [27]. Заметим, что указанная процедура сво-
дится к решению следующей задачи для уравне-
ния диффузии:

После решения этой задачи, т.е. определения
функции C(z, t), нужно проинтегрировать резуль-
тат по z в пределах (−l, 0), чтобы получить полное
количество вещества в поре. Данная процедура и
приводит к зависимости (5).

Обратим внимание на качественное изменение
формулы для массы ЦК. Если ранее при больших
значениях времени мы имели степенной характер
изменения количества извлеченного ЦК (первая
формула (3)), то теперь, согласно (6) более быстрое
(экспоненциальное) убывание массы ЦК.

ЗАДАЧА ПРИ НАЛИЧИИ КОНВЕКТИВНОГО 
ДВИЖЕНИЯ В ПРОТОЧНОЙ ЧАСТИ

Рассмотренная выше модель (1)−(6) предпо-
лагает отсутствие движения жидкости в области
вне поры. В крайнем случае ее можно использо-
вать при малых (в соответствующем масштабе)
скоростях движения сплошной среды. При этом
можно считать, что суммарная масса ЦК в за-
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стойной зоне сохраняется. Это может быть доста-
точно точным только не начальной стадии про-
цесса, когда допустимо пренебречь веществом,
покинувшим пористое тело. Ведь какой бы малой
не была скорость переноса вещества, через доста-
точно большое время остальную часть пористого
тела покидает значительная часть ЦК. Однако,
данную модель можно положить в основу более
общей модели, связанной с учетом конвективно-
го переноса массы в зоне вне поры. В известном
смысле предлагаемая модель будет аналогична в
рассмотренной работе [8].

Структура пористой среды такова: имеется
проточный канал, застойные зоны, между ними
происходит массообмен, опирающийся на урав-
нение диффузии. Обозначим G1 и G2 концентра-
ции целевого компонента соответственно в про-
точной части и застойной зоне. Уравнение пере-
носа вещества в проточной части запишем в
традиционной форме, пренебрегая продольным
перемешиванием.

(7)

где t – размерное время; z – размерная координа-
та вдоль капилляра; u – скорость переноса в кана-
ле (проточной части), которая является постоян-
ной; K – коэффициент массообмена, который, в
частности, учитывает доли проточных и застой-
ный объемов в пористом теле.

Величина G2 в предполагаемой модели будет
связана с G1 алгебраическим образом, опираясь
на решение для единичной поры (2), а именно:

(8)

где G0 – концентрация ЦК в начальный момент
времени. Здесь учтено, что движущей силой про-
цесса массопереноса в поре является выражение в
скобках в зависимости (8). Во всяком случае так
будет при t = 0, когда G1 = 0, M = 1 для рассмот-
ренной выше проблемы (2). В качестве рабочей
гипотезы мы распространяем эти положения на
любые значения времени. В таком случае, под-
ставляя выражение (8) в уравнение (7), получаем
единственное уравнение для определения кон-
центрации ЦК в проточной части:

(9)

В отличие от работы [8] принимаем, что в на-
чальный момент времени ЦК (извлекаемое веще-
ство) находится не только в застойной части, но и
в проточной, т.е. рассматриваем задачу промыв-
ки, когда выполняется начальное условие:

(10)

Замыкает задачу определения G1 из уравнения (9)
граничное условие:
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( )= −2 0 1 ,G MG G M

( )∂ ∂+ + + =
∂ ∂

21 1
1 01 .G Gu K M G KG M

t z

( ) =1 0,0 .G z G

Рис. 3. Функция M. 1 – зависимость (2), 2 – формула (4).
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(11)

которое соответствует подаче на вход пористого
слоя z = 0 промывной жидкости, не содержащей
извлекаемого вещества.

Целесообразно задачу (9)–(11) привести к без-
размерному виду. Удобно ввести следующие без-
размерные переменные и параметры:

(12)

Теперь эту задачу можно представить так:

(13)

(14)

Мы для краткости записали функцию М, как
зависящую только от безразмерного времени ζ,
опустив в этой записи два параметра ξ = a/l и T,
т.е. следовало бы писать используемое соотноше-
ние (2) в виде: M(Tζ, ξ). Фактически функция М
зависит от двух безразмерных переменных.

Сформулированную задачу можно решить ме-
тодом характеристик [29]. Удобно при введении
уравнений характеристик рассмотреть два случая.

1) Пусть x ≥ ζ. Будем искать решение уравне-
ния (13) на линиях (характеристиках), определяе-
мых уравнением

(15)

Тогда производная функции С[x(ζ), ζ] вдоль
характеристик равна

(16)

Согласно уравнениям (13) и (15), в данном ва-
рианте функция C будет зависеть только от без-
размерного времени ζ. Поле характеристик для
уравнения (13) представлено на рис. 4. При ζ = 0,
т.е. в точке x0 (рис. 4) значение функции C, со-
гласно первому условию (14) равно единице. Ли-
нейное уравнение (16) при отмеченном началь-
ном условии имеет решение

(17)

2) Пусть x < ζ. В таком случае уравнение харак-
теристик удобно определить уравнением [факти-
чески соответствующим (15)]

(18)

( ) =1 0,  0,G t

ζ = = = = 2
1 0;    ;  ;  .Kt C G G x Kz u T D Kl

( )( ) ( )∂ ∂ ζ
ζ

+ + + =
∂ ∂

ζ21 ,C C M C M
x

= ζ = ≥ ≥( ) ( ) (,  0 1; 0, 0;   0 .)0;C x C x z

( )= => = ζ + ≥
ζ 0  01 ,    0 .dx x x x

d

( ) ( )[ ]∂ ∂= + ζ= − +
ζ ∂ζ ∂ ζ

ζ2 1 .dC C C dx M M C
d x d

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]

ζ

ζ ζ

  ζ = − + × 
  

    × + +  
     



 

0

2

0 0

, exp 1

λ λ exp 1 1 .

tC x M y dy

M d M y dy

ζ = => ζ = + ζ ζ ≥0 01 ,    0.d x
dx

Хотя все характеристики образуют поле пря-
мых линий с единичными наклоном, мы счита-
емся с тем, что в данном случае характеристика
будет стартовать с границы x = 0 (см. рис. 4).
Уравнение (16) заменяется следующим:

(19)

При интегрировании этого уравнения фикси-
руем характеристику условием ζ0 = const. После
интегрирования решения величину ζ0 следует за-
менить на ζ0 = ζ – x, согласно соотношению (18).
При этом будет осуществлен переход к полю ха-
рактеристик, лежащих выше (рис. 4) разграничи-
тельной характеристики ζ = x. Граничным услови-
ем к уравнению (19) будет служить граничное
условие (14), т.е. C в точке ζ0 равна нулю. Имеем,
после интегрирования уравнения (19), выражение

(20)

Используя функцию Хевисайда: H(z) = 1 (z > 0)
и H(z) = 1 (z ≤ 0), решение уравнения (13) в обла-
сти x > 0, ζ > 0 можно представить следующим об-
разом

(21)

( )[ ] ( )+ + + ζ = + ζ > ζ2
0 01 ,    .dC M x C M x x

dx

( ) ( )[ ]

( )

( )[ ]

  ζ = − + + ζ − × 
  

× + ζ − ×

  × + + ζ − < ζ 
  







0

2

0
λ

0

, exp 1

λ λ

exp 1 ,   .

x

x

x

C x M y x dy

M x d

M y x dy x

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ζ = − ζ + ζ − ζζ, ,   .t xC x C H x C x H x

Рис. 4. Поле характеристик уравнения (13).
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В силу несогласованности начального и гра-
ничного условий (14), т.е. C(x → 0, 0) ≠ C(0, ζ → 0)
на разделяющей две области характеристике ζ = x
будет реализовываться скачок концентраций ЦК,
который определяется предельной разностью ре-
шений (17) и (20) при x = ζ и будет равен

(22)

Графики этой функции при нескольких значе-
ниях параметра ξ представлены на рис. 5. Графи-
ки рис. 5 построены при T = 1, что не ограничива-
ет общность, поскольку функция M зависит от
времени как от переменной ζK, т.е. при других
значениях критерия T кривые рис. 5 простым пе-
ресчетом.

Расчеты проводились при ξ = 0,01; 0,05; 0,1;
0,15; 0,2; 0,25; 0,3, поскольку согласно результа-
там работы [27] параметр ξ должен быть малым,
поэтому мы и взяли приведенные значения для
параметра ξ. Из графиков рис. 5 видно, что кри-
вые при перечисленных значениях ξ настолько
близки, что не имеет смысла их нумеровать.

На рис. 6 приведена характерная кривая для
решения задачи при ξ = 0.25, T = 1 и значении
безразмерной координаты x = 0.4. Пусть L – тол-
щина пористого слоя, значения которого в без-
размерных координатах  = LK/u. Если ζ < l или
t < L/u (L/u – время переноса через слой), то вол-
на концентраций еще не доходит до края слоя z = L
и на выходе из слоя скачок не наблюдается.

Скачок концентраций возникает поскольку
наша модель не учитывает продольного переме-
шивания, которое можно представить в уравне-

( )[ ]
ζ

−

  Δ = − = − + 
  
ζ
0

( ) exp 1 .t x xC C C M y dy

*l

нии диффузионного переноса (7) слагаемым
∂2G1/∂z2, где  – коэффициент продольного

перемешивания. В этом случае безразмерное
уравнение (13) перепишется так:

(23)

При малых значениях параметра ε влияние
продольного перемешивания сказывается в обла-
стях с резким изменением концентраций ЦК. В
данном случае это в окрестности скачка, то есть
линии x = ζ. В работе [30 стр. 297] показано, что в
главном приближении учесть роль слагаемого
ε∂2С/∂x2 можно заменив функцию Хевисайда в
выражении (21) на дополнительную функцию ве-
роятности

определенных аргументов. И следуя [30] нужно
представить функцию C (21) в определенном виде.

 ( (24)

График зависимости (24) при тех же остальных
параметрах приведен на рис. 6. Линия 2 рис. 6 по-
казывает, что данная модель приводит к типич-
ной форме кривых промывки осадков. При этом
в модели присутствует два критерия подобия ξ и T.
Причем роль критерия T сводится к растяжению
или сжатию кривых вдоль временной переменной.

*D *D

( )[ ]

( )

∂ ∂+ + + ζ ξ =
∂ζ ∂

∂= ζ ξ + ε ε =
∂

2
2

2 2

1 ,

*, , .

C C M T C
x

D KCM T
x u

( )
∞

= − 22erfc exp( )
π z

z t dt

( )

( ) ( )

ζ =
    − ζ − ζ= + ζ    ζ ζ    

ζ

,

1 erfc , erfc .
2 2 ε 2 εt x

C x

x xC C x

Рис. 5. Графики скачка концентрации ЦК.
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Функция erfc описывает локальное поведение
решения в окрестности линии ζ = x, т.е. в движу-
щейся со скоростью u системе координат, когда
источники массы вносят в решение пренебрежи-
мый вклад. Зависимость (24) удовлетворяет до-
полнительным условиям при x → 0 и ζ → 0, когда
ε  1. В окрестности точки x = 0, ζ = 0 локальный
анализ решения приводит к соотношению

(25)

т.е. к известному выражению [31стр. 250, 32 стр. 54]
для автомодельной задачи теплопроводности.
Здесь

– интеграл вероятности. Мы специально записа-
ли правую часть формулы (25) в размерных пере-
менных, чтобы показать, что коэффициент мас-
сообмена K не влияет на решение в принятом
приближении.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Построены графики кинетических кривых из-
влечения ЦК из поры при различных значениях
относительной ширины поры ξ. Предложена и
проверена аппромаксионная формула для описа-
ния извлечения ЦК из поры. Приведены также
графики асимптотических зависимостей при ма-
лых и больших значениях времени и визуальным
способом убедились в их пригодности в опреде-
ленном интервале времени, зависящем от отно-
сительной толщины поры. На основе решения за-
дачи массообмена для единичной поры предло-
жена математическая модель для описания
процесса при наличии проточного и застойного
объемов в пористой среде. Возможно строить и
другие модели данного типа. Показано, как учет
продольного перемешивания позволяет сглажи-
вать разрывы концентрации. Наличие трех (при
учете продольного перемешивания) критериев
подобия придает математической модели доста-
точную гибкость, что позволяет добиваться хоро-
шего соответствия модели экспериментальным
данным.

ОБОЗНАЧЕНИЯ

B параметр в формуле (4)

C1, C2
концентрация целевого компонента вне 
поры и внутри ее соответственною

D коэффициент диффузии

коэффициент продольного перемешивания

!

( )
  ζ = =     ζ   

, erf erf ,
2 ε 2 τ

*

x zC x
D

= −erf 1 erf( ) ( )z c z

*
D
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