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1. ВВЕДЕНИЕ

В 2003 г. вышла статья О.А. Ладыженской [1], посвященная уравнениям Навье–Стокса.
Ч. Фефферман из Принстонского университета [2] сформулировал шестую проблему тысячеле-
тия в терминах гладкости решения задачи Коши для этих уравнений по пространственным пере-
менным. О.А. Ладыженская, как это следует из списка ее научных трудов, занималась этой про-
блемой почти полвека, и один из главных вопросов относительно этих уравнений ставила следу-
ющим образом: дают ли уравнения Навье–Стокса вместе с начальным и краевым условиями
детерминистическое описание динамики несжимаемой жидкости или не дают? В статье [1] пред-
ставлены результаты, относящиеся к существованию, единственности и регулярности решений
этих уравнений.

Целью настоящей работы является доказательство обычной (не асимптотической) сходимо-
сти рядов по степеням вязкости, представляющих решения операторных уравнений типа На-
вье–Стокса – так можно назвать уравнения Навье–Стокса, записанные как эволюционные в ба-
наховом пространстве [3]. Такой подход к изучаемой проблеме характерен для метода регуляри-
зации С.А. Ломова (см. [4]), разработанного для решения сингулярно возмущенных задач.
Одним из основных методов решения таких задач, как известно, является метод погранфункций
Васильевой–Бутузова–Нефёдова (см. [5], [6]), позволяющий строить решения в виде асимпто-
тически сходящихся рядов. В рамках метода регуляризации был создан аппарат построения так
называемых псевдоаналитических (псевдоголоморфных) решений сингулярно возмущенных
уравнений (см. [4]), т.е. решений, представимых рядами по степеням малого параметра, сходя-
щимися в обычном смысле (см. [7]).

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В банаховом пространстве  будем изучать нелинейную начальную задачу

(1)

где  – линейный неограниченный замкнутый оператор с областью определения , всюду плот-
ной в ;  – билинейный оператор, ограниченный по первой переменной и замкнутый по
второй переменной, с областью определения  (см. [3]).
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Пусть , причем вектор  аналитичен в точке . Сделаем замену , тогда
получим задачу Коши

(2)

решение которой будем искать в виде ряда по степеням малого параметра, коэффициенты кото-
рого также зависят от , причем не всегда регулярным образом:

(3)
Такие решения в теории сингулярных возмущений, в случае сходимости ряда (3) в некоторой
окрестности значения , называются псевдоголоморфными (псевдоаналитическими), а са-
мо понятие псевдоаналитичности было введено С.А. Ломовым при построении общей теории
сингулярных возмущений на основе метода регуляризации (см. [4], [7]).

В соответствии с методом неопределенных коэффициентов, получим серию начальных задач

(4)

Условие 1. Предположим, что  – инфинитезимальный оператор сильно непрерывной полу-
группы . В этих условиях все задачи серии (4) корректно разрешимы, при этом

Далее, пусть  – такое линейное многообразие, содержащееся в , что выполнено следую-
щее

Условие 2. 1. На  можно ввести счетную монотонную систему норм  так, что ,
, и из сходимости по каждой из них вытекает сходимость по норме  простран-

ства .
2. Имеет место следующее представление:

где  – множество векторов экспоненциального типа , т.е. , , . Ясно,

что , когда .

3. Если , , то .

4. Оператор  равномерно по  ограничен в счетно-нормированном пространстве ,
т.е.  , , .
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Теорема 1. Пусть выполнены условия 1 и 2. Тогда если  при , то задача Коши (2)
имеет псевдоголоморфное в точке  решение.

Доказательство. Без ограничения общности будем считать, что . Заметим также, что не-
равенство в условии 3, в терминах экспонент, можно переписать в виде

Учитывая все это, приходим к выводу, что нормы  в равенствах (5) следующим образом ма-
жорируются функциями :

Методом математической индукции можно доказать, что

(6)

откуда и следует сходимость ряда (3) в некоторой окрестности значения . Для этого дока-
жем, что

или

Левая часть этого равенства в точности представляет собой формулу Лейбница

где

суть аналитические в некоторой окрестности точки  функции.
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которая (см. [8]) является обратной к целой функции , а значит, удовлетворяет равенству
 в некоторой окрестности точки . Далее заметим, что  и ,

так как . Итак, имеем

и, тем самым, утверждение доказано.
Теорема 1 доказана.

3. АНАЛИТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЯ ДИФФУЗИИ

Для построения примера нам понадобится утверждение, касающееся гладкости по малому
коэффициенту диффузии решения задачи Коши в :

(7)

Здесь  и лапласиан . Из формулы Пуассона, дающей решение этой
задачи, непосредственно не следует его аналитичность по . Ответ на этот вопрос дает

Теорема 2. Пусть функции  и  допускают аналитические продолжения на , которые

являются целыми функциями порядка , т.е. ,   и неко-
торых положительных констант  и , причем  зависит от . Тогда для любого  в полосе

 существует единственное аналитическое в точке  решение задачи (7).
Доказательство. Будем искать решение поставленной задачи в виде ряда по степеням :

(8)

Коэффициенты этого ряда определим, подставив его в уравнение (7) и приравняв коэффициен-
ты при одинаковых степенях . Тогда

Отсюда

Поскольку  на конечном отрезке  и  оцениваются одинаковым образом, то оценим 

для  такой, что  ;  – некоторая константа.
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Значит, в полосе ,  выполняется неравенство

(9)

если в качестве  взять . В соответствии с признаком Даламбера ряд (8) сходится в
указанной полосе в некоторой окрестности значения . Заметим, что сумма ряда 
принадлежит тихоновскому классу корректности задачи Коши для параболических уравнений
(см. [9]).

Замечание 1. Ряды указанного вида используются в математической физике уже давно (см. [9]). Однако
в большинстве случаев их обычная сходимость только предполагается.

Пример. Рассмотрим в  задачу Коши
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Решение этой системы будет в виде регулярных рядов по степеням вязкости:

(12)

Предположим, что  и  аналитичны в точке  и являются функциями экспоненциаль-
ного типа, т.е.

Члены  и  найдем без использования формулы Пуассона. Для этого к уравнениям

применим результат теоремы 2: функции  и  будут аналитическими в точке
 в каждой полосе  и принадлежать тому же экспоненциальному типу, что и началь-

ные данные.

Далее предположим, что  с нормой . Определим систему норм сле-

дующим образом:

и, наконец, введем в рассмотрение билинейный оператор .
Для определения  и  имеем систему

(13)

которую решим с помощью формулы Пуассона, произведя замену переменной (в скобках аргу-
менты):

и так далее.
Замечание 2. В отличие от большинства разложений решений сингулярно возмущенных уравнений в

нашем случае главный член разложения зависит от малого параметра регулярным образом.
Замечание 3. В одномерном случае теорему 2 можно применить сразу после специальной подстановки.

А именно, рассмотрим задачу Коши для уравнения Бюргерса

(14)

в предположении аналитичности функции  в точке  равномерно на компакте . Допол-

нительно потребуем, чтобы функция  имела целое продолжение порядка

 при каждом  из некоторой окрестности значения . С помощью преобразования Хопфа–
Коула  сведем задачу (14) к начальной задаче для уравнения теплопроводности

(15)

Решение этой задачи Коши имеет следующий вид:

(16)
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КАЧАЛОВ

Как следует из доказательства теоремы 2, ряд (16) (и его производная по ) сходится равно-
мерно на  в некоторой окрестности значения  при некотором , поэтому урав-
нение Бюргерса (14) имеет аналитическое по  решение

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В дальнейшем изложенный в работе подход будет распространяться на другие задачи нели-

нейной математической физики. Это, на наш взгляд, является весьма важным не только для при-
ложений, но и для развития качественной теории уравнений в частных производных. Дело в том,
что теория регулярных возмущений изначально была аналитической и этот ее аспект был пред-
ставлен теоремами Пуанкаре о разложении. Что же касается теории сингулярных возмущений,
то здесь потребуются принципиально новые подходы, основанные на идеях алгебры и функци-
онального анализа.
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