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Определяется элементарное решение бигармонического уравнения. С помощью свойств
многочленов Гегенбауэра получено разложение этого элементарного решения и некоторой
связанной с ним функции в ряд по полной системе ортогональных на единичной сфере одно-
родных гармонических многочленов. Затем строится функция Грина задачи Дирихле для би-
гармонического уравнения в единичном шаре в случае размерности пространства больше
двух . При  получено разложение функции Грина по полной системе ортогональ-
ных на единичной сфере однородных гармонических многочленов. С помощью этого разло-
жения вычислен интеграл по единичному шару с ядром из функции Грина от однородного
гармонического многочлена, умноженного на положительную степень нормы независимой
переменной. Найдена функция Грина в случае . Библ. 25.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Известно (см., например, [1]), что функция Грина задачи Дирихле для уравнения Пуассона в

шаре при  имеет вид

(1)

где

(2)

есть элементарное решение уравнения Лапласса (см. [1]). Явная форма функции Грина в секторе
для бигармонического и тригармонического уравнений приведена в работах [2], [3]. Функция
Грина задачи Неймана для уравнения Пуассона в полупространстве  в явном виде построена
в [4], а функция Грина для задачи Робена в круге в [5]–[7]. Отметим также работы [8], [9], кото-
рые посвящены построению функции Грина для задачи Дирихле для полигармонического урав-
нения в единичном шаре и работы [10], [11], где найден оператор Грина задачи Дирихле для би-
гармонического и полигармонического уравнения в единичном шаре при полиномиальных дан-
ных. В работах [12], [13] найдена функция Грина третьей краевой задачи для уравнения
Пуассона. В работах [14], [15] дано представление функции Грина для классических внешней и
внутренней задач Неймана для уравнения Пуассона в единичном шаре.

Работа устроена следующим образом. Сначала, в леммах 1 и 2 из разд. 2 дается представление
функции Грина задачи Дирихле для уравнения Пуассона в виде рядов по полной системе орто-
гональных на единичной сфере гармонических многочленов . За-

1)Работа выполнена при финансовой поддержке Правительства РФ (Постановление № 211 от 16.03.2013 г.), соглаше-
ние № 02.А03.21.0011.
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тем, в теореме 1 из разд. 3, с помощью представления производящей функции для многочленов
Гегенбауэра  порядка  в виде (8), связи многочленов Гегенбауэра порядка 
и порядка  из леммы 5 и разложения (11), получено представление элементарного реше-
ния бигармонического уравнения  в виде (10). После этого в теореме 2 из разд. 4, на осно-
вании лемм 6–8 построена функция Грина  задачи Дирихле (3), (4) в виде (19). В теореме 3 по-
лучено разложение функции Грина  по системе . В теореме 4
вычислен интеграл по единичному шару  с ядром из функции Грина  от функции вида

, где  – однородный степени  гармонический многочлен и .
Наконец, в теореме 5 построена функция Грина при .

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ

Пусть  – единичный шар в  и . Рассмотрим в  однородную за-
дачу Дирихле для бигармонического уравнения

(3)

(4)

где  – единичная внешняя нормаль к сфере .

Пусть  – полная система однородных степени  ортогональ-
ных сферических гармоник (см., например, [16]), нормированных так, что

где

есть размерность базиса однородных гармонических многочленов степени  (см. [17]), а  –
площадь единичной сферы .

Лемма 1. Справедливо следующее представление элементарного решения (2) уравнения Лапласа:

для . Здесь ряды 1) сходятся равномерно по  при  и фиксированном ; 2) сходятся
равномерно по  при  и фиксированном . Если , то в полученном представлении
справа переменные  и  надо поменять местами.

Доказательство. В [18, Лемма 3] доказано первое представление леммы и утверждения о рав-
номерной сходимости рядов, которое в силу схожести рядов распространяется и на второе пред-
ставление леммы. Докажем его. Преобразуем выражение

при  и . В этом случае . Полагая  и 

будем иметь ,  и соответственно ,
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, поскольку эти многочлены образуют базис и нормированны должным об-
разом

Поэтому при  будем иметь

Известно следующее разложение в ряд Фурье:

верное при . Из него находим

Если повторить вывод этой формулы в случае  (в этом случае ), то получим сим-
метричность .

Лемма 2. Для  и  справедливо следующее представление функции Грина  зада-
чи Дирихле:

При  в полученном представлении справа переменные  и  надо поменять местами.

Доказательство. Поскольку , а , то по лемме 1 имеем

(5)

а значит, из формулы (1) при  и  находим

Аналогично выводится и вторая формула леммы.
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Исследуем теперь бигармоническое уравнение. Рассмотрим следующую функцию, опреде-
ленную при :

(6)

которую по аналогии с функцией  назовем элементарным решением бигармонического
уравнения.

Лемма 3. Функция , определенная при , удовлетворяет равенству

и, значит, является бигармонической при .
Доказательство. Пусть  или . Нетрудно проверить, что

и, значит,

Поэтому

Отсюда следует доказываемое равенство

При  будем иметь

и, значит,

При  будем иметь
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Поэтому

Лемма доказана.

Обозначим через  многочлен Гегенбауэра степени . Он может быть представлен в виде
[17, с. 177]

(7)

где , причем . Нетрудно подсчитать, что  и

В дальнейшем изложении будем считать, что  при . Для ,  и  вер-
но следующее представление (см. [19]):

где  обозначает скалярное произведение в . Если здесь положить  и считать, что
, то получим

(8)

Лемма 4. Следующая функция:

при  и  является бигармоническим многочленом степени  по .

Доказательство. Используя представление (7) многочлена Гегенбауэра, можно записать

где  – обобщенный символ Похгаммера [19]. Отсюда видно, что это
многочлен степени  по . Используя равенства

нетрудно убедиться, что

Отсюда следует, что
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и, значит, верна следующая цепочка равенств:

Аналогично нетрудно получить

Поэтому многочлен  бигармонический при .

Лемма 5. При  и  справедливо равенство

(9)

Доказательство. Пусть сначала . Справедливы равенства

Последний член можно преобразовать к виду

и, значит,

Отсюда следует равенство (9).
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 (значения  и  были вычислены выше):
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и при  имеем

Лемма полностью доказана.

3. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ЭЛЕМЕНТАРНОГО РЕШЕНИЯ

Теперь можно построить важное представление функции .

Теорема 1. Пусть . Для функции  при  справедливо представление

(10)

При  соответствующая формула для  получается из формулы (10) перестановкой ме-
стами переменных  и .

Доказательство. Известно (см. [17]), что если  – произвольная полная ор-
тонормированная система сферических гармоник степени  и , то справедливо равен-
ство

где . Отсюда, положив , получим

(11)

Следовательно, при  и  будем иметь

Рассмотрим бигармонический многочлен  из леммы 4. Преобразуем его,
используя равенство (9) из леммы 5. Будем иметь

Вспомним равенство (8). Из него при  и  получим
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Снимем ограничение , но при этом будем считать, что . В этом случае  и
 и, значит, имеем

откуда с учетом определения (6) функции  следует (10).
Для окончательного доказательства теоремы заметим, что в формуле (11) переменные  и 

равноправны и, значит, если поменять их местами, то при выводе формулы для  при усло-
вии  мы получим формулу (10), в которой переменные  и  переставлены местами. Тео-
рема доказана.

4. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ФУНКЦИИ ГРИНА
Начнем построение функции Грина задачи (3), (4).
Лемма 6. Пусть . Для бигармонической функции  при  справедливо

представление

(12)

в котором ряды сходятся равномерно по  при .

Доказательство. Обозначим  и . Тогда  и . Воспользуемся

формулой (10) для представления функции 

В силу леммы 1 полученные ряды сходятся равномерно по  при , так как
. Бигармоничность функции  по обеим переменным при 

и  следует из равенства

поскольку функция  гармоническая (это преобразование Кельвина гармонической
функции [21]) и

(13)

а произведение таких функций – бигармоническая функция. При  бигармоничность
 доказывается аналогично. Лемма доказана.

Замечание 1. Функция в правой части формулы (12) симметрична относительно  и , а по левой части
этого сразу не видно. Однако в силу (13) симметрия есть.

Нетрудно видеть, что функция

(14)
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обладает свойством . В гармоническом случае эта разность давала функцию Грина (1)
задачи Дирихле. В бигармоническом случае этого мало. Вычислим нормальную производную

функции  на . Для этого используем однородный оператор (см. [20]) , ко-

торый очевидно обладает свойством .

Лемма 7. При  и  справедливо равенство

(15)

Доказательство. Пусть точка  фиксированна. Если воспользоваться теоремой 1 при
 и леммой 6, то будем иметь

а при  переменные  и  следует поменять местами. Применим оператор  к этому равен-
ству. В силу равномерной сходимости рядов при  и ,  (см. леммы 1 и 6), диффе-
ренцирование можно внести под знак суммы. Затем перейдем к пределу при  под знаком
суммы, которое опять возможно в силу равномерной сходимости рядов по . Будем иметь

Лемма доказана.
Замечание 2. При фиксированном  справедливо равенство

(16)

Действительно, используя формулу (5) из леммы 2 в равенстве (15) и свойства оператора ,
получаем равенство (16).

Лемма 8. Пусть  – гармоническая в , непрерывная в  функция, с ограниченными на  про-
изводными, тогда бигармоническая функция

(17)

обладает свойством

(18)

Доказательство. Из (17) видно, что  – бигармоническая в  функция и . Кроме того,
имеем

и, значит, в силу ограниченности на  функции , второе условие из (18) тоже выполнено.
Лемма доказана.
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Теорема 2. Пусть . Функция

(19)

является функцией Грина задачи Дирихле (3), (4). Функция Грина  – бигармоническая при
 и . Решение задачи (3), (4) при  можно записать в виде

Доказательство. Пусть  или  и  фиксировано. Докажем, что функция 
бигармоническая при  и  и удовлетворяет однородным условиям (4). Бигармонич-
ность функции  при  и  следует из леммы 3, леммы 6 и леммы 8 (гармоничность

 известна [1]). Далее, как уже отмечалось выше, при  справедливо равенство
, а значит, так как функция  ограничена по , первое условие из (4)

выполнено

(20)

Докажем второе условие. Рассмотрим гармоническую по  функцию

В этих обозначениях, по замечанию 2 из леммы 7 и по лемме 8, с учетом (14) найдем

(21)

Случай  или  доказан. Пусть . Бигармоничность  при  доказана в
лемме 3. Если обозначить (с точностью до множителя –4)

то

при  и, значит, получим

Последняя функция является преобразованием Кельвина по  гармонической при 
функции , а поскольку преобразование Кельвина сохраняет гармоничность [21], то
эта функция гармоническая по , а значит,  – бигармоническая функция.

Проверим граничные условия (4). Начнем со второго. Нетрудно вычислить
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а поэтому при  имеем

Отсюда после перенесения функции справа в левую часть равенства получаем, что при 

функция  из (19) при  удовлетворяет условию (21) . Условие (20)

, где , очевидно тоже выполнено.
Известно (см. [21, с. 25]), что интегралы типа потенциала

являются функциями класса  при ограниченной интегрируемой функции , причем
дифференцирование возможно под знаком интеграла при всяком целом неотрицательном  та-
ком, что . В нашем случае , а значит, для интеграла

 и . Поэтому, учитывая лемму 3, при  получаем

а значит, верно

Условие  необходимо для выполнения равенства  в  (см. [1]). Далее,
в силу леммы 6, функция

является бигармонической по  в  при любом  и ее можно дифференцировать по  под
знаком интеграла по  любое число раз. Обозначая интеграл от этой функции, умноженной на

, по  через , находим

Поэтому, учитывая (19), получаем

Наконец, в силу того, что  из (20) и (21) найдем

а значит, условия (4) для  выполнены. Теорема доказана.
Вид функции Грина, полученный в теореме 2, отличается от найденного в [8].
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Замечание 3. Функцию Грина  с учетом леммы 3 можно записать в виде

Теорема 3. Пусть . Функция  при  может быть записана в виде

(22)

При  представление для  получается из (22) перестановкой местами переменных  и .
Доказательство. В лемме 7 при  было получено представление

которое для  получается из данного представления перестановкой местами переменных 
и . Вспоминая формулу (5) из леммы 2, формулу (14) для функции  и определение функ-
ции  из (19) получим (22). Наконец, симметрия функции  и формулы (22) относи-
тельно  и  имеет место в силу замечания 1. Теорема доказана.

Теорема 4. Пусть , где  – однородный степени  гармонический мно-
гочлен,  и . Тогда имеем

(23)

где .

Доказательство. Пусть сначала , где  – некоторый многочлен из пол-

ной системы  однородных степени  ортогональных сфериче-
ских гармоник и . Обозначим левую часть формулы (23) через  и вычислим ее. Пусть

 настолько мало, что  и , тогда в силу интегрируемой особенности функ-
ции  имеем

Здесь интеграл  при  нужно опустить. Вычислим первый интеграл . Поскольку в
этом интеграле , то по лемме 1 ряд из (22), представляющий функцию 
сходится равномерно по , а значит, интегрирование и суммирование можно поменять местами
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Учитывая ортогональность многочленов системы , будем иметь

В пределе при  будем иметь

Аналогично, используя симметричность , находим

В пределе при  будем иметь
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Отсюда получаем

(24)

С помощью Mathematica вычислим коэффициенты при 

при 

и при 

где . Подставляя найденные значения коэффи-
циентов в (24), получаем

что совпадает с (23) при .

В силу полноты системы  для однородного гармонического мно-

гочлена  верно представление , а значит, для  имеем

Теорема доказана.

Результат теоремы совпадает с результатом, полученным в [22] при . Метод построения
этих решений был основан на разложениях типа Альманси [23], [24]. Отметим, что полиноми-
альные решения задачи Дирихле для 3-гармонического уравнения были построены в [25]. Тео-
рему 2 можно дополнить следующим утверждением.
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Теорема 5. Пусть . Следующая функция:

(25)

является функцией Грина задачи Дирихле (3), (4). Функция Грина  бигармоническая при
 и .

Доказательство. Докажем, что функция  бигармоническая при  и  и удовле-
творяет однородным условиям (4). Бигармоничность функции

при  была установлена в лемме 3. Исследуем функцию . Аналогично случаю
 обозначим

Тогда
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т.е.  – гармоническая по  функция. Так как множитель перед логарифмом равен
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. Наконец, функция

бигармоническая, поскольку функция  – гармоническая функция при .
Проверим граничные условия (4). Начнем со второго. Нетрудно видеть, что
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КАРАЧИК

После элементарных преобразований при  получим . Условие

, где  очевидно тоже выполнено. Дальнейшее доказательство повторяет ко-
нец доказательства теоремы 2, в силу которого дифференцирование и предельный переход мож-
но внести под знак интеграла в

Поэтому функция  задает решение задачи (3), (4) при .
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