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Численным решением задач с начальными данными получены компактонные и коватонные
решения уравнений K(f m, gn), обобщающих уравнения Кортевега–де Вриза K(u2, u1) и Розе-
нау–Хаймана K(um, un) на случаи общих зависимостей нелинейности и дисперсии от реше-
ния u. Определяющие их вид функции f(u) и g(u) могут быть линейными или иметь вид “сгла-
женной ступеньки”. Установлено, что в зависимости от вида нелинейности и дисперсии су-
ществуют пикокомпактонные и пикосолитонные решения. Они представляют собой
переходные формы, сочетающие свойства солитонов, компактонов и пиконов. Показано,
что эти решения могут существовать на неоднородном и нестационарном фоне. Библ. 30.
Фиг. 7.
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ВВЕДЕНИЕ

При математическом моделировании многих физических явлений заметное место занимают
процессы, связанные с эволюцией нелинейных диспергирующих волн, локализованных в про-
странстве. Они возникают в виде волн в жидкостях, ионно-акустических волн в плазме (см. [1]–[3]),
в физике элементарных частиц и теории поля (cм. [4]), описывают колебания упругих стержней
и решеток связанных осцилляторов (см. [5]), а также определяют динамику доменных границ в
магнетиках (см. [6], [7]) и распространение ультракоротких световых импульсов (см. [8]). Значи-
тельная часть этих моделей основывается на дифференциальных уравнениях в частных произ-
водных с нелинейными и дисперсионными слагаемыми, баланс которых приводит к появлению
локализованных бегущих волн. Развитие областей физических приложений приводит к необхо-
димости изменения соответствующих математических моделей за счет усложнения вида нели-
нейных и дисперсионных слагаемых (см. [9]) и введения коэффициентов, зависящих от коорди-
нат и времени. Кроме прикладного значения, исследования возникающих уравнений дают вклад
в общую теорию дифференциальных уравнений и способствуют развитию соответствующих
аналитических и численных методов.

В данной работе рассматривается обобщение уравнения Кортевега–де Вриза (KdV)

(1)

на случай более общих зависимостей от решения нелинейных и дисперсионных слагаемых в виде

(1a)

При f1(u) = f2(u) = u уравнение (1) превращается в уравнение Розенау–Хаймана K(m, n), пред-
ложенное в [10]:

(2)
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Особенно подробно (см. [11]–[16]) для этого уравнения исследованы случаи m = n = 2 и m =
= n = 3, когда существуют аналитические компактонные решения:

(2a)

Уравнение (2) имеет четыре сохраняющиеся во времени величины: интегралы по простран-
ству от u(x, t), u(x, t)n, cos(u(x, t)) и sin(u(x, t)). Однопараметрическое решение (2а) зависит только
от скорости c. Основное отличие от солитонов уравнения KdV заключается в ограниченной про-
тяженности компактона в пространстве. Компактон на фронтах имеет разрыв производных.

В дальнейшем круг уравнений, содержащих компактонные решения, расширился и попол-
нился уравнением Розенау–Пиковского K(cos):

(3)

Оно не имеет аналитических решений, но в форме бегущей волны решения численно были
найдены с большой точностью в работах [17], [18]. Эти решения имеют сходство с компактонами.
Ограниченность нелинейности и дисперсии обусловливают существование у уравнения (3) кин-
ковые и антикинковые решения, сумма которых дает новые решения в виде коватонов – ком-
пактонов с ограниченной на уровне π амплитудой и с произвольной шириной.

В данной работе численно решается уравнение более общего вида:

(4)

при фиксированном m = 2 и n, равных 1, 2, 3. Функции f1(u) и f2(u) полагаются, в зависимости от
рассматриваемых частных случаев, равными либо решению u, либо функции F(u), которая опре-
деляется следующим образом: F(u) = sin(u) при |u| < π/2, F(u) = –1 при u < –π/2, F(u) = 1 при
u > π/2. Для малых значений решения уравнения (4) поведение f1(u) и f2(u) близки к линейным.
Поэтому для n = 1 решения уравнения (4) будут близки к решениям уравнения KdV, а при n = 2
к решениям уравнения Розенау–Хаймана K(2, 2). В случае уравнения KdV имеются аналитиче-
ские солитонные и многосолитонные решения, а для уравнения K(2, 2) – компактонные. При
значениях |u|, сравнимых с π/2, наличие ограничения функции F(u) приводит к различным ти-
пам решений в зависимости от того, в каком слагаемом присутствует функция F(u): в нелиней-
ном, дисперсионном или одновременно в обоих слагаемых. Результаты численных расчетов по-
казали, что если нет ограничений нелинейной части, то в решениях присутствуют только ком-
пактоны, но с ограниченной амплитудой. Коватоны появляются при наличии ограничений на
нелинейность при любой дисперсии. Обнаружено, что в зависимости от числа n решения приоб-
ретают вид, сочетающий характерные для компактонов и пиконов формы (пикокомпактоны).
Обнаружены компактоны, распространяющиеся по фону, близкому к нелинейной волне Рима-
на, являющейся решением уравнения KdV без дисперсии.

Для численного решения (4) применяется квазиспектральная схема Фурье с интегрировани-
ем по времени методом Рунге–Кутты четвертого порядка точности. Устойчивость схемы при
расчете решений компактонного типа достигалась введением демпфирования высокочастотных
гармоник в спектральное пространство за счет демпфирования разложения Фурье в области
больших волновых чисел. Большинство расчетов было выполнено в ограниченных диапазонах
параметров численной схемы, которые были заранее выбраны как оптимальные из серий тесто-
вых вариантов. При этом полезным оказался собственный опыт численного решения уравнений
K(m, n) и K(cos), а также содержащийся в цитируемых статьях. Из разнообразных решений для
иллюстраций приведены наиболее содержательные и характерные, что достигалось специаль-
ным выбором начальных условий.

При обсуждении результатов будут фигурировать пиконные решения уравнения Камассы–
Холма (см. [9]):

(5)
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Также будет использоваться солитонное решение уравнения KdV:

(7)

1. ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД

Численное моделирование компактонных (коватонных) решений осложнено наличием в них
разрывов производных, что ведет к появлению паразитных волновых пакетов, искажению фор-
мы компактонов и изменению их скорости. Если численно полученные одиночные компактоны
уравнений К(2, 2) и К(3, 3) можно сравнить с их аналитическими выражениями и оценить чис-
ленные погрешности, то для уравнений (4) подобные сравнения невозможны из-за отсутствия
аналитических решений. В этих случаях можно получить приближенные численные компактон-
ные решения из обыкновенных дифференциальных уравнений, следующих при подстановке X =
= x – ct в (4). Для решения этих уравнений существует много способов численного анализа, с по-
мощью которого могут быть получены эталонные численные решения с большой точностью.
По ним определяются погрешности при численном моделировании одиночных компактонов,
полученных иными численными методами. Однако такой способ не подходит для исследования
более сложных задач о взаимодействии компактонов, осцилляторных волн или об эволюции
сложных начальных распределений. Тогда при анализе полученных численных решений необ-
ходимо исходить из свойств схем, аппроксимирующих исходные уравнения в частных производ-
ных. Точность в этих случаях определяется по отклонениям решений при вариации внутренних
схемных параметров, количество которых может быть велико. Полезно также сравнение с дру-
гими численными подходами.

Сделаем краткий обзор основных методов численного моделирования рассматриваемых
уравнений. В  работе [19] для численного решения уравнения K(n, n) была использована
квазиспектральная схема с функцией, демпфирующей высокочастотные моды. Ее вид выбирал-
ся из требования минимизации амплитуд паразитных волновых пакетов, зарождающихся на
фронтах компактонов. В работе [20] развивался метод конечных разностей и адаптивный метод
линий высокого порядка точности – соответственно седьмого и пятого.

Авторами работ [21], [22] для решения уравнения K(n, n) применялись три варианта явной
численной схемы, использующие аппроксимацию Паде. Точность метода проверялась на анали-
тических решениях и выполнении законов сохранения, а также на воспроизведении формы вол-
нового решения, развивающегося после взаимодействия компактонов. В работе [23] представ-
лен метод частиц, а в [24], [25] подробно изложено описание и применение метода Галеркина с
использованием (см. [25]) разрывных функций для широкого класса уравнений с нелинейной
дисперсией и, в частности, для уравнения K(m, n). В работах [17], [18], [26] для численного реше-
ния предлагается метод конечных элементов четвертого порядка точности по координате, кото-
рым исследуются процессы генерации высокочастотных волн в численных компактонных реше-
ниях уравнения K(2, 2). Для устойчивости в уравнение добавлялось слагаемое ∂xxxxu, умноженное
на малую константу. Оно аппроксимировалось пятиточечной схемой со вторым порядком точ-
ности. Средние амплитуды паразитных волн на фронтах компактона составляли 10–5–10–7. С та-
кой же точностью сохранялся первый инвариант.

В данной работе численное решение уравнения (4) осуществляется квазиспектральным мето-
дом Фурье. Интегрирование по времени проводится в спектральном пространстве методом Рун-
ге–Кутты четвертого порядка. Функция, корректирующая коротковолновые возмущения, дей-
ствует в спектральном пространстве.

Приведем краткое описание применяемого метода. Пусть  будет сеточным аналогом функ-

ции u(x, t) в координатном пространстве, а  – в спектральном. Для всех спектральных компо-
нент k переход с временного слоя n на слой n + 1 для искомых функций  осуществляется со-
гласно сеточному аналогу уравнения (4):

где g( ) есть k-спектральная компонента всей правой части G(x, t) уравнения (4):

= −2 2 2, 6 sech – 12 .( ) [ ( )]s s s su x t a a x x a t
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Значения c1k, c2k находятся следующим образом. Пусть преобразование Фурье F+ осуществля-
ет переход из координатного представления искомой функции u(x, t) ≡ u в спектральное, а за об-
ратный переход отвечает преобразование F−. Тогда для определения c1k необходимо сначала вы-
числить u = F−( ) (i – мнимая единица). Затем надо найти f1(u)m и окончательно c1k =
= F+(f1(u)m)(ik). Аналогично c2k = F+(f2(u)n)(ik)3. Если вводится демпфирующая функция D(k), то
c1k и c2k умножаются на нее.

Для всех k переход с временного слоя n на слой n + 1 для искомых функций  происходит сле-
дующим образом:

Схемными параметрами являются следующие: число спектральных компонент Nk, общая
длина периодичности L, число координатных точек Nx = 2Nk и шаг по координате dx = L/Nx.
Условия устойчивости определялись в процессе конкретных расчетов. В качестве начальных
условий в вариантах расчетов, представленных в данной работе, служили функции, построенные
при помощи солитонных решений KdV или функций Гаусса. В работе [27] приведены результаты
применения аналогичного метода для расчета эволюционных уравнений со сложными нелиней-
ными и дисперсионными зависимостями, а в работе [28] для уравнения mKdV-SG. Численному
моделированию пиконных и k-солитонных решений уравнений Камассы–Холма и Холма–Хона
посвящена работа [29]. В этих случаях демпфирование коротковолновых колебаний не при-
менялось.

2. ТЕСТИРОВАНИЕ ЧИСЛЕННОГО МЕТОДА
Тестирование метода в исследуемых задачах может быть проведено в нескольких направлени-

ях. Тестирование на гладких решениях типа линейной волны (f1(u) = u, f2(u) = 0, m = 1), много-
солитонных решениях уравнений KdV (f1(u) = u, f2(u) = u, m = 2, n = 1) и mKdV (f1(u) = u, f2(u) = u,
m = 3, n = 1). Важное место занимает тестирование схем в случае решений с особенностями в ви-
де разрывов производных (компактоны, коватоны, пиконы), характерные для исследуемой
группы уравнений. Кстати, они содержат также разрывы самих решений и близкие к хаотиче-
ским, появляющиеся при взаимодействии компактонов разных полярностей. Во всех случаях
сравнительный анализ численных решений, полученных различными схемами, является очень
эффективным.

В тестовых расчетах для используемого метода были выбраны следующие диапазоны значе-
ний параметров: dt – от 0.00030 до 0.000075, dx – от 0.125 до 0.03125, число спектральных гармо-
ник Nk – от 1024 до 4096, число координатных точек Nx – от 2048 до 8192 (вся координатная об-
ласть L = 256). Аналитические компактонные решения (2а) уравнения K(n, n) позволяют прове-
рить применяемую схему и определить оптимальный вид корректирующей функции D(k),
обеспечивающей минимальные отклонения численного решения от точного. На фиг. 1а (кривая 1)
приведено численное компактонное решение, полученное из начального распределения (2а)
при m = n = 2 (x0 = 0) для амплитуды a = 2. Использовалась демпфирующая функция D(k) =
= exp[–A((k − k0)/Nk)S], A = 34, s = 9, k0 = 30, Nk = 1024. Осцилляции на фронтах компактона при
времени t = 27 (кривая 2) увеличены в 103 раз, во внутренней области компактона отклонения от
аналитического значения составляли 10–7, с такой же точностью 10–7 сохраняются все четыре ин-
теграла. Оптимальный вид функции D(k) зависит от решаемой задачи и параметров численной
схемы. Опытным путем было установлено, что для моделирования компактонных решений вы-
бранная в данном тестовом примере демпфирующая функция оказывается оптимальной. Такой
же вывод содержится в работах [9]–[11], в которых также использовалась квазиспектральная схе-

n
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ма. Поэтому данный вид функции D(k) был выбран в качестве основного в приводимых ниже
расчетах. В этой связи отметим работу [17], в которой методом конечных элементов Петрова–Га-
леркина четвертого порядка детально исследовались численные паразитные волны на компак-
тонных решениях и их эволюция при больших временах.

На фиг. 1б приведены фазовые кривые ux(u) компактона, пикона и солитона KdV, им соответ-
ствуют кривые 1, 3, 4. Они построены по аналитическим решениям (2а), (6), (7) для амплитуды
1.224. Симметричная часть, находящаяся в отрицательной области ux, не изображена. Представ-
ление в фазовой плоскости отчетливо выявляет различия данных решений. При одинаковой ам-
плитуде они существенно отличаются по форме, что не так наглядно представляется в коорди-
натном пространстве. Пикон (3) отличается от солитона (4) в области максимума, где пикон
имеет большие градиенты с их разрывом на вершине. Компактон (1) имеет существенные отли-
чия от солитона (4) при малых значениях, где у компактона также есть разрывы производных.
В дополнение к этому тесту были вычислены компактонные решения уравнения К(3, 3) при тех
же схемных параметрах, что и тестовый вариант, приведенный на фиг. 1а для компактона урав-
нения К(2, 2). В случае с компактоном К(3, 3) величина волновых пакетов возрастает в 5 раз, точ-
ность воспроизведения основной части профиля компактона не ухудшается. На фиг. 1 это чис-
ленное решение отмечено цифрой 2. Оно совпадает с кривой 1 всюду, исключая область в осно-
вании компактона, что в фазовом пространстве проявляется в незначительном возмущении на
расчетной кривой в области 0 < u < 0.2. Отметим, что изображения в фазовом пространстве ре-
шений рассматриваемых уравнений обладают преимуществами, но и рядом недостатков. Они
детально передают различия в форме одиночных солитонов. Но одновременно могут наклады-
ваться и искажения, обусловленные волновыми возмущениями, которые не обязательно непо-
средственно соседствуют в пространстве с солитонами.

Дополнительное тестирование используемой схемы было проведено на компактонных и ко-
ватонных решениях уравнения Розенау–Пиковского K(cos). В работах [16], [17] рассматрива-
лись разнообразные постановки задач для этого уравнения. При численном моделировании
применялась паде-аппроксимация четвертого порядка точности, а демпфирование осуществля-
лось путем введения в уравнение производной uxxxx с малым параметром. Для сравнения были
проведены расчеты совпадающих вариантов со столкновениями компактонов. Поскольку ре-
зультаты в работах [16], [17] представлены графически, то возможно было только визуальное
сравнение. Различия в поведении решений не наблюдались. Для определения степени действия
демпфирующей функции на гладкие решения были проведены сравнительные расчеты солито-
нов уравнений KdV и mKdV как с демпфирующей функцией, так и без нее. Отличия были поряд-
ка 10–4. Оценка влияния схемных параметров (числа гармоник, величины пространственного и
временного шагов) будет дана ниже при обсуждении конкретных задач.
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3. КОМПАКТОНЫ УРАВНЕНИЯ KdV С ОГРАНИЧЕННОЙ ДИСПЕРСИЕЙ

В этом разделе будут рассмотрены решения уравнения KdV с дисперсионным членом в виде
сглаженной ступеньки для степенных показателей n = 1 и n = 3.

1. Случай K(u2, F1)

Использовались начальные распределения в виде гауссовых функций или солитонов KdV.
Поскольку решаемое уравнение при малых значениях решения близко к уравнению KdV, то по-
является возможность непосредственной оценки влияния ограничения дисперсии на форму со-
литонов KdV. По мере увеличения их амплитуд начинает сказываться эффект ограничения дис-
персии. Параметры начальных данных подбирались так, чтобы в одном расчетном примере по-
являлись основные типы решений. Рассмотрим эволюцию начального распределения в виде
гауссоиды:

Результаты для dx = 0.0625 приведены на фиг. 2а. Начальное распределение (штриховая кри-
вая) ко времени t = 189 распадается на девять солитонов, наибольшие из которых имеют ампли-
туды 1.435, 1.307 и 1.195. На фиг. 2б дан фазовый портрет решения. Фазовые кривые показывают
изменения формы солитонов с ростом амплитуды. Чем она больше, тем больше производные.
Форма солитонов становится более заостренной, особенно вблизи максимума. Отметим, что в
расчетах отсутствовали решения с амплитудами, большими 1.5, а также коватонные решения.
Это можно объяснить тем, что при значениях u > π/2 в выбранной модели дисперсия становится
равной константе и исчезает член с третьей производной в уравнении (4). В связи с этим можно
сравнить полученные солитоны с предельными амплитудами с пиконными решениями ряда не-
линейных дисперсионных уравнений (например, Камассы–Холма, Холма–Хона), которые в
фазовой плоскости представляются двумя наклонными прямыми и в экстремуме имеют разрыв
производной (см. фиг. 1, кривая 3). Условимся называть солитоны с амплитудами, близкими к
предельным, пикосолитонами. Вывод по данным решениям следующий. При малых значениях
амплитуд солитоны похожи на солитоны KdV. При приближении их амплитуд к предельным
значениям π/2, когда ограничения дисперсии существенны и нелинейность начинает преобла-
дать, солитоны обостряются и приобретают форму пиконов.

В данном варианте было проведено тестирование численной схемы путем решения этой зада-
чи при вдвое большем шаге dx = 0.125, что достигалось уменьшением вдвое числа гармоник при
сохранении размера расчетной области. В этом случае амплитуды максимальных солитонов при-
нимали значения 1.459, 1.326 и 1.189.
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Для получения дополнительных данных для сравнения с солитонами KdV был рассмотрен ва-
риант с начальными условиями предыдущего варианта, но при K = 0.25. Решалось уравнение
KdV. Результат представлен на фиг. 3 при t = 87. Образуется цепочка солитонов, наибольший из
которых имеет амплитуду 1.506. Хотя и применяется демпфирование гармоник, но солитоны по-
сле разделения сохраняют максимальные значения до пятого знака. Фон между солитонами 10–7.
В данном варианте демпфирование коротковолновой части спектра не влияет на гладкое соли-
тонное решение. В правой части этой фигуры приведен вид решения в фазовой плоскости. Срав-
нение этих кривых с представленными на фиг. 2 дает возможность оценить влияние ограниче-
ния дисперсии на формы солитонов.

В этом разделе будет показано влияние ограничения нелинейной дисперсии при показателе
степени n = 3. Для исследования использовались начальные данные в виде односолитонного ре-
шения KdV. Предположим

Расчетами установлено (см. фиг. 4), что ко времени t = 87 из одиночного солитона KdV при
ограничении нелинейной дисперсии образуется ряд компактонных решений, шесть из которых
изображены на фиг. 4 в координатном и в фазовом пространствах. Они имеют амплитуды 1.495,
1.342, 1.233, 1.076, 0.933, 0.788. С ростом амплитуды форма их меняется. Если при малых ампли-
тудах (кривые 5, 6) они близки к компактонам уравнения Розенау–Хаймана К(2, 3), то с увели-
чением амплитуды поведение их становится ближе к пиконным решениям, на что указывает уве-
личение градиентов вблизи максимума (кривые 1–4). Этот тип решений можно назвать пико-
компактоном.

В данном варианте увеличение координатного шага интегрирования в два раза, достигаемое
за счет двукратного уменьшения числа спектральных гармоник, привело (без изменения демп-
фирующей функции) к следующим значениям амплитуд: 1.412, 1.365, 1.267, 1.127, 0.9676, 0.8121.

Процесс генерации солитонов различных форм весьма разнообразен и в некоторых случаях
приводит к интересным решениям. В качестве примера приведем вариант с начальными услови-
ями отрицательной полярности
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Результат расчетов дан на фиг. 5а для времени t = 54 и на фиг. 5б при t = 324. В начальные мо-
менты времени образуются осцилляторная волна и примыкающая к ней линейная волна отри-
цательной полярности, правая граница которой неподвижна и находится при xs = 105. Левая граница
движется в отрицательном направлении. В этой области находится быстро осциллирующий волно-
вой пакет, который со временем распадается на ряд компактонов, распространяющихся по профи-
лю линейной части решения в положительном направлении. На фиг. 5 компактоны пиконного
типа имеют амплитуды соответственно 0.2959, 0.2093, 0.1221. Расчет с вдвое большим координат-
ным шагом dx = 0.0625, Nk = 2098, Nx = 4096, L = 256 дает близкие значения этих амплитуд при
неизменном законе демпфирования, а именно: 0.3019, 0.2186, 0.1264.

Данный вариант указывает на возможность существования компактонных решений, распро-
страняющихся по линейному профилю, относительно медленно уменьшающему свой наклон.
Аналогичные решения были получены ранее (см. [29]) в рамках уравнения Камассы–Холма для
пиконных решений, где была также решена задача о парных взаимодействиях пиконов, распро-
страняющихся по линейному профилю.
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4. СВОЙСТВА КОМПАКТОНОВ С ОГРАНИЧЕННОЙ НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ
1. Случай K(F2, F3)

В этом разделе будут рассмотрены решения, соответствующие ограниченной нелинейности и
ограниченной или неограниченной дисперсии. В этих случаях наряду с компактонными реше-
ниями появляются коватонные решения. Начальные данные формировались с помощью функ-
ции Гаусса.

Рассмотрим решения, получающиеся из начальных данных в виде

На фиг. 6 представлено решение при t = 54, состоящее из нескольких компактонов малой ам-
плитуды и компактона с предельной амплитудой (1.450) (x = 40), отличительной чертой которого
является большая полуширина (теоретически любая) и наличие плато на вершине.
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2. Случай K(F2, u3)
Снятие ограничения на величину дисперсии (при фиксированном n = 3) приводит к резуль-

татам, представленным на фиг. 7 при t = 270 для варианта с начальными данными

Данное решение имеет черты сходства с изображенными на фиг. 5 и фиг. 6 решениями. В пер-
вом случае оба решения имеют линейный отрицательный профиль с находящимися на нем ком-
пактонами и имеющими положительную скорость. Отличие состоит в том, что наибольший
компактон на фиг. 7 приобретает форму коватона с амплитудой 1.394 и полушириной около
50 единиц. Если сравнить решения на фиг. 6 и фиг. 7, то они качественно похожи, но решение
на фиг. 6 не имеет линейной волны.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Работа посвящена исследованию форм компактонных решений уравнения KdV c нелиней-

ными и дисперсионными членами, которые являются ограниченными функциями от решения в
форме “сглаженной ступеньки”. В уравнениях Розенау–Хаймана (2) и Розенау–Пиковского (3)
ранее рассматривались случаи зависимости обоих слагаемых или только от решения u, или толь-
ко от cos(u). Входящие в эти уравнения показатели степени n, m на свойства ограниченности не
влияют, но определяют четность. В данной работе рассмотрены другие случаи, когда нелинейное
слагаемое неограниченное, а дисперсионное ограниченное при двух показателях степени (n = 1
и n = 3). Численные расчеты показали, что в случае n = 1 решения представляют собой солитоны
пикообразной формы. Если показатель n = 3, то решения являются компактонами пикообраз-
ной формы. Хотя амплитуды этих решений не превышают π/2, но коватонные решения не были
обнаружены. Коватоны появляются (см. разд. 4) в случае наложения ограничений на нелиней-
ное слагаемое при дисперсии как ограниченной, так и неограниченной. В этих случаях найдены
компактоны, распространяющиеся по линейному нестационарному профилю, т.е. реализуются
решения с разными значениями на переднем и заднем фронтах – несимметричные нестацио-
нарные компактоны.

В работе большое внимание уделяется тестированию численной схемы на аналитических со-
литонных и компактонных решениях. Это связано с наличием у новых найденных решений осо-
бенностей не только вблизи нуля, но и особенность пиконного типа в максимуме. Поскольку в
данном случае аналитические решения отсутствуют, то все обоснования вида данных решений
основаны на возможностях схемы, которая, в свою очередь, имеет до четырех определяющих ее
параметров. Особое внимание заслуживает выбор демпфирующей функции и накопленный
опыт может быть полезен при численном моделировании уравнений, имеющих решения с осо-
бенностями. Например, негатонные и позитонные решения уравнения mKdV (см. [30]).
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