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В настоящей работе представлен аналитико-численный подход к изучению движущихся
фронтов в сингулярно возмущенных моделях типа реакция–диффузия–адвекция. Предло-
жен метод генерации динамически адаптированной сетки для эффективного численного ре-
шения задач данного класса. Метод основан на априорной информации о движении и свой-
ствах фронта, полученной в результате строгого асимптотического анализа сингулярно воз-
мущенной параболической задачи. В частности, существенными параметрами, которые
учитываются при построении сетки, являются оценки местоположения переходного слоя,
его ширина и структура. Предлагаемый аналитико-численный подход позволяет значительно
сэкономить вычислительные ресурсы, сократить время счета и повысить стабильность рабо-
ты вычислительного процесса по сравнению с классическими подходами. Рассмотрен при-
мер, демонстрирующий основные идеи и методику применения предлагаемого подхода.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Решения сингулярно возмущенных параболических задач часто содержат характерные узкие

пограничные и внутренние слои (стационарные или движущиеся фронты.) Численное исследо-
вание таких задач с помощью разностных схем требует использования сеток с очень большим ко-
личеством узлов. Это приводит в некоторых случаях к значительным вычислительным затратам,
а также к неустойчивости численных алгоритмов. Для преодоления обеих проблем мы предлага-
ем асимптотико-численный подход к решению задач с движущимися внутренними слоями в не-
линейных моделях типа реакция–диффузия–адвекция. Основная идея подхода базируется на
следующем: чем меньше параметр  в сингулярно возмущенной задаче, тем более грубым и не-
устойчивым получается его численное решение; в то же время, тем более точную априорную ин-
формацию о решении возможно получить с помощью асимптотического анализа. Соответству-
ющее сочетание асимптотического подхода и вычислительных методов позволяет повысить эф-
фективность численных расчетов.

Эта идея была использована в последнее время многими авторами для задач со стационарны-
ми пограничными и внутренними слоями, например [1]–[10], где были предложены методы по-
строения специальных сеток, учитывающих особенности решения. В случае движущихся внут-
ренних слоев ряд разностных схем описан в работах [11]–[15], а также в работах [16] и [17], где
были рассмотрены примеры периодических задач для сингулярно возмущенных параболиче-
ских уравнений.

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 18-11-00042).
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В данной работе представлен эффективный аналитико-численный подход для исследования
периодических по времени задач типа реакция–диффузия–адвекция, решения которых содер-
жат движущиеся внутренние слои (движущиеся фронты). Предложен метод построения дина-
мически адаптированной сетки, основанный на априорной информации о решении, получен-
ной в результате строгого асимптотического анализа задачи, развитого в [18]. Указанный подход
позволяет cэкономить вычислительные ресурсы и увеличить скорость построения решения с
приемлемой точностью, что особенно важно, например, при решении обратных задач для син-
гулярно возмущенных уравнений. Оптимизация решения обратной задачи для уравнения реак-
ция–диффузия–адвекция с использованием динамически адаптированной сетки реализована
авторами в [19].

Численное исследование периодических по времени задач порождает ряд специфических
особенностей. Одна из них заключается в том, что отсутствует информация о локализации внут-
реннего слоя в начальный момент времени. Для определения начальных условий, необходимых
для дальнейших численных расчетов с динамически адаптированной сеткой, также использует-
ся асимптотический анализ задачи [18].

Альтернативным подходом к численному решению периодических задач может служить ис-
пользование метода счета на установление. Однако в этом случае необходимо доказывать устой-
чивость решения и исследовать область влияния устойчивого решения для правильного выбора
начального приближения. Проверка устойчивости и связанные с этим оценки также могут быть
получены с использованием асимптотического анализа периодической задачи методами, разра-
ботанными в [18].

Заметим, что в примере, рассмотренном в разд. 4, вырожденное уравнение, а также задачи для
определения локализации внутреннего слоя разрешимы в явном виде. В более общих случаях эти
задачи также требуют численного решения. Также следует отметить, что в одном из подходов,
представленных в данной работе, число узлов сетки вне области слоя растет при уменьшении па-
раметра . Это не является необходимым требованием, но данный вариант выбора сетки имеет
некоторые преимущества для численных расчетов в практических задачах с фиксированным 
ввиду более простой реализации процедуры выполнения апостериорных асимптотически точ-
ных оценок погрешности. В работе также представлен альтернативный подход с использованием

-независимой сетки.
Статья имеет следующую структуру. В разд. 2 кратко описан асимптотический алгоритм, поз-

воляющий получить априорную информацию, которая используется в дальнейшем для постро-
ения динамически адаптированной сетки. В разд. 3 кратко описаны основные идеи построения
сетки. Наконец, в разд. 4 представлен численный эксперимент, обсуждаются его результаты и
некоторые нюансы построения сетки в рассматриваемом примере.

2. АСИМПТОТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ
Основные идеи предлагаемого подхода продемонстрируем на примере следующей задачи:

(1)

где  – малый параметр , а функции , ,  и  – достаточно
гладкие и -периодические по переменной .

Известно (см. [18]), что при определенных условиях сформулированная задача допускает ре-
шение вида движущегося фронта: на интервале (–1, 1) существует точка , движущаяся по
периодическому во времени закону, в окрестности которой наблюдается узкий внутренний пе-
реходный слой. А именно, слева от указанной точки (при ) решение близко к не-
которому уровню , а справа (при ) – к уровню  для всех . Ос-
новной целью настоящей работы является развитие метода построения динамически адаптиро-
ванной сетки для эффективного численного решения задач подобного типа с использованием
априорной информации о локализации, ширине и структуре движущегося фронта, полученной
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путем строгого асимптотического анализа задачи (1), выполненного в работе [18]. Ниже мы крат-
ко опишем основные идеи получения асимптотического приближения решения задачи (1) и ис-
пользуем ряд результатов и формул из [18].

Следуя [18], сформулируем основные условия.
Положив  в (1), получаем вырожденное уравнение

(2)

где  играет роль параметра. Определим в области  две функции  и

 как решения следующих задач:

(3)

Условие 1. Пусть для всех  существуют -периодические по переменной  решения
 и  задач (3), причем для всех  выполнены неравенства

(4)

Определим следующую функцию в виде

(5)

Условие 2. Пусть уравнение

(6)

имеет -периодическое решение , причем для всех  имеем

(7)

Условие 3. Пусть на решении  уравнения (6) выполнено неравенство

(8)

Положение переходного слоя (фронта) будем описывать функцией , которую предста-
вим в виде ряда по параметру 

(9)

где , , суть -периодические функции, определяемые в процессе построения
асимптотического приближения.

В дальнейшем использованы следующие обозначения:
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Асимптотика решения задачи (1) в областях  и  строится в виде

(10)

Здесь  – регулярные функции, описывающие решение вдали от точки перехода 
в областях  и ; функции  описывают переходный слой (движущийся фронт) и су-
щественны вблизи точки ; , причем  для функций с индексом  и

 для функций с индексом .

Решения  и  в областях  и  гладко сшиваются в точке , и члены ря-
да (10) определяются путем применения асимптотической процедуры, описанной в [18].

Функции  и  суть решения вырожденного уравнения (2) при
 и  соответственно. Далее, , , находятся из линейных

уравнений [18] и при каждом  могут быть получены в явном виде.
Главный член асимптотики внутреннего переходного слоя (движущегося фронта) определя-

ется из задачи

(11)

где

(12)

Требование условия 1 обеспечивает существование единственного решения задачи (11). Кро-
ме того, имеют место экспоненциальные оценки

(13)

где  и  – положительные константы.

Функции , , определяются из линейных задач, могут быть выписаны в яв-
ном виде и удовлетворяют экспоненциальным оценкам

(14)

где  и  – положительные константы.

Уравнение для определения нулевого приближения  положения движущегося фронта
имеет вид

(15)

Требование условия 2 гарантирует существование -периодического решения 
задачи (15).

Для  и ,  – следующих членов ряда (9), описывающего положение движу-
щегося фронта, – получаются линейные уравнения
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где  – известные достаточно гладкие -периодические функции. В частности, явное выра-
жение для  приведено в [18]. Условие 3 обеспечивает существование -периодических ре-
шений  задач (16) для всех .

Основной результат асимптотического анализа задачи (1) содержится в следующей теореме
из [18].

Теорема 1. Пусть выполнены условия 1–3. Тогда при достаточно малых  существует -перио-
дическое по переменной  решение  задачи (1) с внутренним переходным слоем, локализован-
ным в окрестности точки , а именно

причем

где положительная постоянная C не зависит от ε, а

(17)

В формуле (17) функции  – частичные суммы ряда (10), где  заменено на 

Подводя итог, сформулируем основные результаты асимптотического анализа задачи (1), ко-
торые будут использованы в дальнейшем при построении динамически адаптированной сетки
для численного решения.

Положение и скорость движения фронта. Два главных члена асимптотики по  локализации
фронта  определены в (15) и (16) (скорость движения фронта есть производная этих
функций).

Оценка ширины переходного слоя может быть получена из (13) и (14). Ввиду экспоненциаль-
ного характера примыкания функций, описывающих переходный слой, к уровням  при

, в качестве оценки ширины слоя можно использовать

(18)

Ширина области, где должно быть произведено сгущение сетки, зависит также от параметра 
из (13). При заданных функциях  и  и граничных условиях , ) этот па-
раметр может быть оценен. Для примера, который рассмотрен ниже в разд. 4 статьи, можно по-
лучить, что .

Структура внутреннего переходного слоя определяется видом решения задачи (11) и оценка-
ми (13), (14).

В разд. 4 предлагаемый подход построения динамически адаптированной сетки проиллю-
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Для данного примера из (3) получим

(19)

(20)

Условие 1 выполнено, так как для всех  имеет место

a) 

б) 

Функция , определенная в (5), имеет вид

и решение уравнения (15), определяющего главный член асимптотики положения фронта, есть

(21)

Нетрудно проверить, что условия 2 и 3 для  выполнены.
В следующем приближении из уравнения (16) с учетом явного выражения для  из [18] по-

лучаем

(22)

где

и

3. ПОСТРОЕНИЕ ДИНАМИЧЕСКИ АДАПТИРОВАННОЙ СЕТКИ
В этом разделе описан алгоритм построения динамически адаптированной сетки, область

сгущения которой определяется на основе априорной информации о параметрах движущегося
фронта. Важнейшим условием реализации предлагаемого алгоритма является возможность по-
лучения соответствующей априорной информации (положение, скорость, ширина переходного
слоя), выполнение которого было продемонстрировано выше на основе строгого асимптотиче-
ского анализа, проведенного в [18].

Сформулируем основные этапы предлагаемого подхода. Вначале строится равномерная
сетка  только по переменной  с числом узлов  (что эквивалентно  интервалам сетки):

. Также возможно использование квазиравномерных
сеток, описанных в [21], без каких-либо изменений в дальнейшем алгоритме. Заметим, что вы-
бор правильного шага по времени  в случае равномерной сетки очень важен. В про-
цессе построения динамически адаптированной сетки возможно возникновение ситуации, ко-
гда область локального сгущения сетки на очередном временном слое не имеет пересечения (или
данное пересечение слишком мало) с областью локального сгущения на предыдущем слое по
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времени. Во избежание указанной проблемы при переходе на новый слой нужно проверять усло-
вие на максимальный шаг по времени , а именно, фронт не должен покидать текущую область
локального сгущения сетки в пределах одного шага по времени:

(23)

Таким образом,  или , что означает, что сетка будет являться -за-
висимой по пространственной переменной.

Идея построения динамически адаптированной сетки по переменной  заключается в следу-
ющем. Зная оценку ширины переходного слоя, вводим базовую равномерную сетку по перемен-
ной  с интервалами, величина каждого и которых равна ширине переходного слоя. Затем сгу-
щаем сетку в пределах двух ближайших к точке перехода базовых интервала (см. фиг. 1а). Далее,
положение переходного слоя известно, для каждого шага по времени проверяем, находится ли
фронт в пределах этих интервалов или нет. Если фронт начинает покидать один из этих интер-
валов, сгущаем сетку в пределах следующего или предыдущего базового интервала и выполняем
интерполяцию функции в добавленных узлах (см. фиг. 1б). Для соответствующей интерполяции
используется информация о структуре переходного слоя. В дальнейших расчетах узлы сгущен-
ного интервала, наиболее удаленного от текущего положения точки перехода, исключаются из
последующих вычислений. В результате выполнения описанной процедуры мы снова имеем сгу-
щенную сетку только в пределах двух базовых интервалов (см. фиг. 1в, г).

Далее, уточним некоторые детали процесса построения динамически адаптированной сетки
, , для слоя  сетки .
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Фиг. 1. Динамически адаптированная сетка.
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1. Вначале вводится базовая равномерная сетка  по переменной  с шагом

 и  узлами (т.е.  интервалами): .

Число узлов  выбирается на основе априорной информации о ширине переходного слоя и мо-
жет быть получено с использованием оценки (18):

2. Затем строится семейство кусочно-равномерных сеток , , где -й и

-й интервалы базовой сетки дополнительно разбиты на  интервалов. Таким образом,

суммарное число интервалов теперь равно :

Заметим, что для выполнения апостериорных асимптотически точных оценок погрешностей

удобно, чтобы базовая сетка  была равномерной. В этом случае для оценки погрешности до-

статочно использовать только те узлы базовой сетки, которые совпадают на каждой сетке семей-

ства .  
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Фиг. 2. Построение динамически адаптированной сетки:  – узлы, используемые при вычислениях; o – узлы,

в которых производится интерполяция;  – узлы, исключенные из рассмотрения на последующих шагах.
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3. Используя формулы (21) и (22) (или, в общем случае, уравнения (15) и (16)), получаем оцен-
ку положения точки перехода

(24)

Важно, что в соответствии с результатом теоремы 1, для аппроксимации решения с точностью

, необходимо использовать два первых слагаемых ряда (22) для , описывающего поло-
жение движущегося фронта. В противном случае положение точки перехода может быть потеря-
но в процессе численных расчетов.

Имея оценку локализации фронта, фиксируем интервал базовой сетки, который содержит

точку . Не ограничивая общности, можно считать, что  находится на -м интерва-

ле  сетки . Если , то используем сетку  и пола-

гаем ; в противном случае  и .Считаем, что .

4. Далее, положим . Если , то используем

сетку . Если , то для дальнейших вычислений использу-

ем сетку . В этом случае мы исключаем из процесса значения сеточной функции

 на -м интервале базовой сетки  и интерполируем ее на сгущенный -й ин-

тервал базовой сетки. Для правильной интерполяции используется априорная информация (см.

(13)) об экспоненциальном характере стремления интерполируемой функции к уровням 

и . В случае  для дальнейших вычислений используется сетка

. Из процесса исключаются значения сеточной функции  на -м интервале

базовой сетки  и аналогичным образом производится интерполяция на сгущенный -й

базовый интервал. Затем полагаем .

Как было отмечено выше, для интерполяции используется априорная информация (13) об

экспоненциальном характере стремления интерполируемой функции к уровням  и .

Записав этот факт в виде формулы  ( ) (или в эквивалентном виде

) для пары интерполируемых точек , можно получить коэффициен-

ты  и  интерполирующей функции  и .

5. Если , то процесс завершается. В противном случае, переходим к п. 4.

3.1. Динамически адаптированная -независимая сетка

Заметим, что динамически адаптированная сетка, процесс построения которой описан выше,
является -зависимой по переменной , т.е число узлов сетки растет, если  стремится к нулю.
Однако этот выбор сетки имеет ряд преимуществ для численных расчетов в практических зада-
чах с фиксированным . Во-первых, используя асимптотическую информацию о положении
фронта, мы уточняем только два интервала базовой сетки, что в любом случае обеспечивает бо-
лее экономичные численные расчеты по сравнению с равномерной сеткой. Во-вторых, узлы ба-
зовой грубой сетки фиксированы, следовательно, базовая сетка такого типа позволяет упростить
процедуру интерполяции для вновь вводимых узлов нестационарной сгущенной сетки: не нужно
вычислять значения сеточной функции во всех узлах, а необходимо лишь выполнить интерполя-
цию в двух вновь вводимых сгущенных интервалах сетки. Это дает возможность также упростить
процедуру апостериорного контроля точности с помощью экстраполяции Ричардсона, выпол-
ненной только на базовой сетке.

Теперь рассмотрим другой подход к построению динамически адаптированной сетки, -не-
зависимой по пространственной переменной . Эта сетка в каждый момент времени имеет оди-
наковое (или пропорциональное) количество узлов внутри и вне области локализации внутрен-
него слоя, причем их число не зависит от малого параметра .
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Для каждого временного слоя  сетки  вводим кусочно-равномерную сетку  по пере-

менной , с равномерным сгущением в -окрестности точки перехода :

где  – управляющий параметр, который определяет число интервалов внутри области переход-

ного слоя. При этом интервалы вне области фронта нормируются так, что :

Здесь  – управляющий параметр, позволяющий регулировать ширину области сгущения

(по умолчанию );  – управляющий параметр, задающий относительную плотность сгуще-

ния в области внутреннего переходного слоя (по умолчанию ).

В результате получаем динамически адаптированную сетку  (см. фиг. 3), которая на каж-

дом слое по времени  имеет фиксированное число интервалов .

4. ЧИСЛЕННЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ

В данном разделе предложенный метод проиллюстрирован на примере уравнения Бюргерса с

периодическими коэффициентами

(25)
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где

(26)

Как было показано в конце разд. 2, все условия применимости процедуры асимптотического
анализа [18] для данного примера выполнены.

Зададим начальное условие  как решение стационарной задачи (см. фиг. 4):

Для численного решения уравнения (25) применяется жесткий метод прямых (SMOL), т.е.
уравнение в частных производных сводится к системе обыкновенных дифференциальных урав-
нений, которая может быть решена по схеме Розенброка с комплексными коэффициентами [20]:

Данная система может быть переписана в виде

(27)

где ,  and .

Численное решение системы (27) строится по схеме Розенброка с комплексным коэффици-
ентом (CROS1), которая является монотонной, устойчивой и обеспечивает порядок точности

 [20]:
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где  – решение системы линейных алгебраических уравнений

 – единичная матрица, а  – матрица Якоби.

В численной схеме (28) используются значения сеточной функции , вычисленные на сет-

ке . После применения схемы (28) необходимо интерполировать сеточную функцию 

на сетку . Заметим, что процедуры указанной интерполяции различны для разных подхо-
дов построения динамически адаптированной сетки, предложенных выше: в первом случае ( -
зависимая сетка) выполняется только локальная интерполяция с использованием информации
о структуре внутреннего переходного слоя; во втором случае ( -независимая сетка) необходимо
производить полную интерполяцию.

Пример результатов численных расчетов представлен на фиг. 5.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Использование численных методов для решения сингулярно возмущенных задач, как прави-

ло, сталкивается с проблемами, связанными с наличием малого параметра: чем меньше пара-

метр, тем менее точным и менее устойчивым получается численное решение. С другой стороны,

чем меньше параметр, более точную априорную информацию о решении можно получить на ос-

нове асимптотического анализа. Этот факт дает возможность для продуктивного сочетания

асимптотического и численного подходов с целью существенного повышения эффективности

вычислительного эксперимента.

На основе этих идей предложен аналитико-численный метод для решения некоторых классов

сингулярно возмущенных уравнений типа реакция–диффузия–адвекция, позволяющий суще-

ственно повысить устойчивость и скорость численных расчетов по сравнению с классическими

подходами. Разработанный алгоритм с использованием динамически адаптированных сеток был
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применен авторами и показал высокую эффективность для решения систем с малыми парамет-

рами (см. [14]), а также оптимизации решения обратных задач для сингулярно возмущенных

уравнений типа реакция–диффузия–адвекция (см. [19]).
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