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Рассматривается задача о вероятности неразорения для коллективной модели пенсионного
страхования (так называемой дуальной модели риска) в условиях инвестирования всего ре-
зерва страховой компании (или фиксированной его доли) в рисковый актив, моделируемый
геометрическим броуновским движением. Типичный договор страхования в данной модели
предполагает пожизненное обеспечение страхователя в обмен на передачу права наследова-
ния его собственности в пользу страховой компании. Модель рассматривается как дуальная
по отношению к классической модели Крамера–Лундберга. В структуре процесса страхового
риска это выражается наличием положительных случайных скачков (составного пуассонов-
ского процесса) и линейно убывающей детерминированной составляющей, отвечающей вы-
плате пенсий. Для случая экспоненциального распределения размеров скачков показано, что
вероятность неразорения как функция начального капитала, определенная на неотрицатель-
ной вещественной полуоси, является решением сингулярной краевой задачи для интегро-
дифференциального уравнения c невольтерровым интегральным оператором. Приводится
доказательство существования и единственности решения этой задачи, получены асимпто-
тические представления для вероятности неразорения при малых и больших значениях на-
чального капитала, предложен эффективный алгоритм численного нахождения решения,
проведены расчеты и дана их экономическая интерпретация: показано, что в пенсионном
страховании вложение средств в рисковые активы играет важную роль для увеличения плате-
жеспособности компании при малых значениях начального капитала. Библ. 30. Фиг. 6.
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ВВЕДЕНИЕ
В работе проводятся исследования влияния инвестиций на вероятность разорения (ВР) стра-

ховой компании (СК) в модели, наиболее известной под названием дуальной модели риска (см.,
например, [1, ch. VI, 2]). Она рассматривается как дуальная по отношению к классической моде-
ли коллективного риска – модели Крамера–Лундберга (КЛ), называемой также составной пуас-
соновской моделью [1]. Дуальная модель риска (ДМР) получается из модели КЛ заменой знаков
на противоположные у составляющих случайного процесса, описывающего динамику рисково-
го резерва (процесса риска). В модели КЛ указанный процесс включает детерминированную со-
ставляющую – линейно растущую функцию, отвечающую накоплению страховых премий, кото-
рые поступают с постоянной интенсивностью в СК от страхователей, и случайную составляю-
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щую – взятый с отрицательным знаком составной пуассоновский процесс, определяющий
сумму страховых выплат. В результате замены знаков детерминированная составляющая в ДМР
приобретает отрицательный знак, что соответствует непрерывному постоянному убыванию про-
цесса риска, а составной пуассоновский процесс входит в уравнение динамики капитала с поло-
жительным знаком, давая тем самым положительные скачки.

Положительные скачки в суммарном процессе риска могут рассматриваться как отрицатель-
ный риск, что объясняет еще одно название ДМР – модель страхования с отрицательными рис-
ковыми суммами (negative risk sums, см., например, [2]); в [1] она также называется составной
пуассоновской моделью с отрицательными требованиями (compound Poisson model with negative
claims).

С содержательной точки зрения ДМР может иметь различную интерпретацию. В [3] она пред-
ставлена как коллективная модель страхования жизни, или модель пенсионного страхования
(далее придерживаемся именно этой интерпретации, первоначально используемой Крамером в
[4]). В [1] указывается, что ДМР может также описывать общий доход некоей венчурной компа-
нии, несущей постоянные расходы с фиксированной интенсивностью и получающей случайные
доходы от инноваций, и, наконец, она может иметь применение как модель  в теории мас-
сового обслуживания.

Важнейшим показателем качества работы как СК, так и пенсионного фонда является вероят-
ность неразорения (ВНР), являющаяся традиционной характеристикой платежеспособности.
Это вероятность того, что значение капитала компании не станет отрицательным, и СК будет
способна выполнять свои обязательства по выплате страховых возмещений или пенсий (вероят-
ностью дополнительного события и является ВР, о проблеме вычисления и оценки которой см.,
например, [1], [5] и библиографию там).

В современных условиях СК, пенсионные и другие фонды являются активными участниками
финансового рынка, инвестируя свой капитал в различного вида активы. При этом возникает
необходимость учета этого факта в модели динамики капитала (см., например, [6]), что ведет к
усложнению проблемы оценки ВР. Первый результат в этом направлении для модели КЛ при
условии вложения всего текущего капитала (ТК) или его постоянной доли в рисковый актив, мо-
делируемый геометрическим броуновским движением, получен в [7] (в случае более общего вида
премий как детерминированной функции времени – в [8]), где показано, что в случае экспонен-
циального распределения страховых требований и “надежного портфеля активов” (смысл этого
термина уточним позже) ВР убывает как степенная функция при стремлении начального капи-
тала (НК) к бесконечности; при “ненадежном портфеле” инвестиций разорение происходит с
вероятностью единица. Аналогичный результат получен в [2] для ДМР (для более общей модели
динамики цены рискового актива и других моделей см., например, [9] и цитируемую там литера-
туру).

Содержательный вывод, полученный из результатов указанных исследований, объявлен в за-
головках статей [2], [7]: “в страховом бизнесе инвестиции в рисковые активы опасны”. Он сде-
лан на основании того, что данные асимптотические представления, характеризующие убыва-
ние ВР с ростом НК, являются намного более медленными по сравнению с экспоненциальным
убыванием в моделях без инвестиций.

В то же время в [10], [11] начаты исследования проблемы оптимального управления инвести-
циями в модели КЛ (см. также [12], [13]), в результате которых показано, что именно использо-
вание рисковых активов позволяет минимизировать ВР при малых значениях НК. Оптимальная
стратегия в этой и подобных моделях является функцией решения нелинейного уравнения, ко-
торому удовлетворяет функция Беллмана. Тогда возникают вопросы: каково влияние на ВР рис-
ковых инвестиций при простых для реализации стратегиях (т.е. при полном вложении ТК или
его постоянной доли в акции) при малых значениях НК и каким образом соответствующая веро-
ятность может быть корректно вычислена как функция НК на всей неотрицательной веществен-
ной полуоси.

Для модели КЛ (а также ее модификации со стохастическими премиями, в том числе в “вы-
рожденном” случае полного отсутствия премий – модели благотворительного фонда) полный
ответ на эти вопросы получен в [14]–[18]. Как уже отмечено выше, в [7] получена асимптотика
ВР при больших значениях НК, что сделано на основе асимптотического анализа решения ин-
тегродифференциального уравнения (ИДУ), которому ВНР (в модели с вложением постоянной
доли резерва в рисковый актив) должна удовлетворять в предположении ее дважды непрерывной
дифференцируемости. Последнее свойство, характеризующее гладкость ВНР, доказано в [19],
но при дополнительных искусственных ограничениях на параметры модели. Для обоснования
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справедливости асимптотики в [7] также использовались верхние и нижние оценки для ВР, по-
лученные с помощью теории восстановления. Подход, применяемый в [14]–[18], позволяет про-
вести полный анализ ВНР как решения соответствующей сингулярной задачи для ИДУ с дока-
зательством существования решения, исследованием его глобальных свойств и асимптотиче-
ских представлений как при больших, так и при малых значениях НК, не нуждаясь при этом в
априорном доказательстве гладкости ВНР и получении каких-либо ее оценок. Данный подход
основан на принципе достаточности [20], связанном с доказательством теорем, утверждающих,
что полученное решение определяет ВНР в рассматриваемой модели. В результате такого иссле-
дования сделан вывод о положительном влиянии простых инвестиций, использующих риско-
вый актив, на ВНР при малых значениях НК. Причем это влияние оказывается тем больше, чем
меньше так называемая нагрузка безопасности в исходной модели риска (которая может быть и
отрицательной, когда в модели без инвестиций разорение неминуемо).

Основной целью данной работы является изучение ВНР как функции НК на всей неотрица-
тельной вещественной полуоси его возможных значений в ДМР при условии применения про-
стых инвестиционных стратегий, определяемых постоянной долей рискового актива в резерве в
каждый момент времени (при этом предполагается, что оставшаяся доля инвестируется в безри-
сковый актив с постоянной положительной процентной ставкой). Для данного исследования
применяется описанный выше подход. При этом не используется знание уже доказанного в [2]
для этой модели факта дважды непрерывной дифференцируемости ВНР: при указанном подходе
этот факт будет доказан независимо – косвенным путем, как и ранее для модели КЛ. Как резуль-
тат исследования, предлагаются также теоретически обоснованные алгоритмы корректного вы-
числения ВНР. Представлены результаты численных экспериментов, которые, в частности, поз-
воляют сделать выводы о влиянии рисковых инвестиций при малых значениях НК в данной мо-
дели. Некоторые результаты в этом направлении частично отражены в кратких публикациях
[21], [22].

Заметим при этом, что в моделях с инвестициями оказывается невозможным применение
описанного в [1] метода, основанного на дуальности модели КЛ и составной пуассоновской мо-
дели с отрицательными требованиями, для вывода оценок ВР во второй модели на основе из-
вестных результатов для первой. Таким образом, задача требует отдельного рассмотрения. Соот-
ветствующая сингулярная краевая задача (КрЗ) для ИДУ представляется здесь более сложной в
силу наличия в ИДУ невольтеррова интегрального оператора.

Работа организована следующим образом. В разд. 1 даются описание модели и постановка за-
дачи, а также приводятся некоторые предварительные сведения и утверждения. В разд. 2 форму-
лируется некоторая вспомогательная сингулярная КрЗ для ИДУ и проводятся ее предваритель-
ные исследования. В частности, устанавливается связь между решением ИДУ, удовлетворяю-
щим некоторым предельным условиям в нуле и на бесконечности, и решением исходной задачи
вычисления ВНР в изучаемой модели. Далее в этом разделе приводится формулировка сингу-
лярной задачи для обыкновенного дифференциального уравнения (ОДУ) и доказывается экви-
валентность задач для ИДУ и ОДУ. Вопросы существования, единственности и асимптотиче-
ских представлений решения сингулярной задачи для ОДУ исследуются в разд. 3. В разд. 4 фор-
мулируется окончательное утверждение о ВНР как решения сингулярной КрЗ для ИДУ и
приводится алгоритм ее определения через решение сингулярной КрЗ для ОДУ. В разд. 5 приво-
дятся результаты численных экспериментов и их интерпретация.

Работа является итоговой по дуальной модели риска с простыми рисковыми стратегиями ин-
вестиций.

Далее, в частности, используются обозначения:  – вероятность события ;  – матема-
тическое ожидание случайной величины . Остальные обозначения и сокращения будут вво-
диться по мере необходимости.

1. ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ ПЕНСИОННОГО СТРАХОВАНИЯ С ПРОСТЫМИ 
СТРАТЕГИЯМИ ИНВЕСТИЦИЙ И ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1.1. Исходный процесс риска для модели без инвестиций
Рассмотрим коллективную модель пенсионного страхования с непрерывным временем, в ко-

торой типичный договор устроен по принципу пожизненной ренты. Точнее, будем считать, что
согласно договору страхователь предоставляет СК право наследования его собственности в об-
мен на пожизненное содержание. Тот факт, что модель носит коллективный характер, означает,
как обычно, что каждый такой договор в отдельности не анализируется, но при этом описывает-
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ся динамика суммарного капитала по всему портфелю однотипных договоров на некотором вре-
менном интервале – конечном или бесконечном. Будем также предполагать, что модель являет-
ся однородной во времени: суммарные выплаты (пенсий) осуществляются с постоянной скоро-
стью, а процесс поступления “премий” (увеличения капитала в моменты перехода к СК права
распоряжаться имуществом клиента) – сложный пуассоновский с постоянной интенсивностью
и одинаково распределенными скачками.

При таких предположениях динамика капитала СК (по данному портфелю договоров) опи-
сывается процессом риска вида

(1.1)

Здесь  – размер капитала в момент времени , ;  – размер НК,  – размер затрат на
выплату пенсий в единицу времени,  – однородный пуассоновский процесс с интенсивно-
стью  ( , ), описывающий количество поступивших премий к моменту
времени ; , , – размеры премий – независимые одинаково распределенные неотри-
цательные случайные величины (СВ), не зависящие от процесса  и имеющие функцию рас-
пределения (ФР)  такую, что

(1.2)

Таким образом модель без инвестиций описывается процессом риска (1.1), где , ,  – положи-
тельные числа. По аналогии с классическим определением относительной “нагрузки безопасно-
сти” вводим

Определение 1. Относительной нагрузкой (коэффициентом) безопасности для процесса риска (1.1)
называется величина

(1.3)
а условие

(1.4)
(положительности нагрузки безопасности) отвечает положительности чистого ожидаемого дохода.

Положим , тогда  определяет ВНР для процесса (1.1) на бес-
конечном интервале времени.

Приведенные далее утверждения для модели без инвестиций являются, в частности, след-
ствиями результатов для более общих моделей с инвестициями, что будет ясно из дальнейшего
(естественно, они могут быть доказаны независимо).

В случае положительности нагрузки безопасности, т.е. при выполнении условия (1.4) (ожида-
емые поступления средств в единицу времени больше выплат за то же время), процесс (1.1) имеет
положительный снос, и можно показать для соответствующей ВНР , что, как и в классиче-
ской модели КЛ (при замене неравенства (1.4) на противоположное, см., например, [3], [5]),
имеет место предельное условие

(1.5)

Кроме того, для данной модели выполняется условие (см. далее лемму 1)

(1.6)

Нетрудно показать, что, как и в классической модели, ВНР  является дифференцируемой
функцией, она удовлетворяет ИДУ

(1.7)

т.е. является решением сингулярной КрЗ (1.7), (1.5), (1.6) для ИДУ. Более того, в случае экспо-
ненциального распределения размеров поступлений, т.е. когда

(1.8)
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ВНР  является решением эквивалентной сингулярной КрЗ для ОДУ:

(1.9)

Эта задача имеет точный ответ:

(1.10)

Отсюда, в частности, имеем следующие свойства ВНР :

(1.11)

При нарушении условия (1.4) будет , .
Мы вернемся к обоснованию приведенных формул и утверждений в дальнейшем тексте.

1.2. Модель с инвестициями
1.2.1. Описание процесса риска при простых стратегиях инвестирования. Пусть весь капитал

фонда непрерывно инвестируется в рисковый актив (акции), динамика цен которого моделиру-
ется процессом геометрического броуновского движения

(1.12)

где  – цена акции в момент времени ,  – ожидаемая доходность,  – волатильность,  – стан-
дартное броуновское движение. В этом случае ТК компании  удовлетворяет стохастическому
дифференциальному уравнению (СДУ)

(1.13)

с начальным условием . Положим , тогда  определяет
ВНР на бесконечном интервале времени.

Рассматриваемая модель охватывает и более общую ситуацию, когда СК с процессом риска (1.1)
непрерывно инвестирует некоторую постоянную долю  ( ) своего ТК в акции, измене-
ние цены которых описывается СДУ (1.12), а оставшаяся доля ТК инвестируется в безрисковый
актив – банковский счет при постоянной процентной ставке  ( ), эволюция которого
описывается ОДУ

где  – величина банковского счета в момент времени . Тогда динамика капитала (результиру-
ющий процесс риска) описывается начальной задачей для СДУ:

(1.14)

СДУ в (1.14) при линейной замене параметров

(1.15)

можно рассматривать как уравнение динамики ТК, полностью инвестируемого в акции с ожи-
даемой доходностью  и волатильностью , т.е.

(1.16)

Процесс (1.16) может рассматриваться и при . В этом случае , ,
что приводит к СДУ для динамики капитала в случае инвестирования всех средств в безриско-
вый актив: , , . Случай  коротко рассмотрен в [22], [23].

1.2.2. Предварительные утверждения о вероятности неразорения.
Лемма 1. Пусть функция  – ВНР процесса (1.16), где  определено в (1.1), параметры ,

,  – положительные числа,  и  – любые числа.
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Тогда  удовлетворяет условию

(1.17)

т.е. при нулевом начальном состоянии разорение неминуемо (как в случае простой стратегии, так и
при отсутствии инвестиций).

Доказательство. Действительно, для процесса (1.16) справедливо равенство (аналог для СДУ
формулы Коши для решений линейных неоднородных ОДУ)

(1.18)

где

(1.19)

а  – момент -го скачка процесса . Знак выражения в правой части (1.18) полностью опре-
деляется знаком выражения в квадратных скобках. Поэтому при любом фиксированном  и

 для ВНР имеем

(последнее неравенство выполнено в силу строгой положительности подынтегральной функции
в интеграле). Тогда

откуда следует, что для ВНР процесса (1.16) имеет место равенство (1.17). Лемма доказана.
Нетрудно понять, что ВНР является неубывающей функцией НК. О ее предельном значении

на бесконечности ( ) первоначально можно судить в соответствии с утвержде-
нием следующей леммы, доказанной в более общем случае в [24].

Лемма 2. Пусть выполнены условия леммы 1. Тогда для процесса (1.16) имеет место одно из двух
соотношений: или , или .

Далее в работе проводятся исследования поведения ВНР (как функции НК  на всей неотри-
цательной вещественной полуоси его возможных значений) для процесса (1.16) при  в
случае экспоненциального распределения скачков процесса (1.1). В частности, целью работы яв-
ляется получение асимптотических представлений ВНР не только при больших, но и при ма-
лых значениях НК, а также разработка алгоритма вычислений и проведение численных экс-
периментов.

В качестве средства решения указанной задачи используются корректная постановка и иссле-
дование сингулярной КрЗ для ИДУ, которой, как будет показано, удовлетворяет ВНР.

1.2.3. Инфинитезимальный оператор для процесса риска и предварительные утверждения о свой-
ствах решений соответствующего ИДУ. Рассмотрим формально инфинитезимальный оператор,
соответствующий однородному марковскому процессу , удовлетворяющему (1.16) (о по-
нятии инфинитезимального оператора см., например, [25]). Этот оператор в данном случае име-
ет вид

(1.20)

где функции  принадлежат некоторому классу в пространстве  дважды непрерывно
дифференцируемых на  функций, а ,  определены в (1.15). При априорном предполо-
жении, что ВНР  принадлежит этому классу, используя некоторые эвристические соображе-
ния, основанные на формуле Ито и формуле полной вероятности, для  можно записать ра-
венство , .
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Тогда для ВНР как функции НК имеем линейное ИДУ:

(1.21)

Для процесса (1.16) в случае экспоненциального распределения скачков вопросы дифферен-
цируемости функции ВНР  (а следовательно, и выполнения для нее ИДУ (1.21) при  вида
(1.8)) и справедливости (при определенных условиях) предельного соотношения 
разрешаются в данной работе косвенным путем – через постановку и исследование некоторой
априорно сформулированной сингулярной КрЗ для указанного ИДУ. Доказательство существо-
вания решения этой задачи и установление некоторых его свойств позволяют утверждать (с по-
мощью теоремы достаточности, аналогичной доказанной в [20] для других моделей), что именно
это решение определяет ВНР как функцию НК . Исследование свойств этого решения и его
численное нахождение дают возможность судить о поведении  на всей положительной полу-
оси и, в частности, о влиянии рассматриваемой стратегии инвестиций на ВНР.

Определение 2. Под  будем понимать класс функций , принадлежащих  и удовле-
творяющих условиям

(1.22)

Справедливы следующие утверждения (в этом разделе считаем, как и при описании модели
риска, что  – ФР неотрицательной (невырожденной) С.В. с конечным математическим ожи-
данием; см. (1.2)).

Лемма 3. Пусть все числовые параметры в (1.20) (за исключением, быть может, ) строго по-
ложительны, и пусть ИДУ

(1.23)

имеет решение .
Тогда: 1) это решение единственно в ; 2) решение  удовлетворяет ограничениям

(1.24)

3) если, кроме того, топологическим носителем распределения, определяемого ФР , является
, а для функции  выполнены условия

(1.25)

то справедливо неравенство

(1.26)

Доказательство. 1. Предположим противное, т.е. в классе  существует еще решение
 ИДУ (1.23). Рассмотрим разность . Очевидно,  удовлетворяет

ИДУ (1.23) с условиями . Это означает, что существует точка макси-
мума  функции  (либо минимума, но в этом случае вместо  можно рассмотреть

). Пусть также  – максимальная из всех точек максимума . Тогда выполняются условия
, . Но из ИДУ (1.23) получаем

(1.27)

что ведет к противоречию. (Заметим, что неравенство в (1.27) строгое в силу условия невырож-
денности распределения в нуле, что обеспечивается соотношениями (1.2).) Утверждение 1 дока-
зано.

2. Покажем, что  для всех . Предположим противное: существует  такое, что
. Тогда, так как  удовлетворяет условиям (1.22), то существует точка минимума

∞
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, в которой выполняются условия  и . Пусть  – максимальная из всех
таких точек минимума . Тогда из (1.23) получаем

что ведет к противоречию. (Для обоснования того, что здесь неравенство также строгое, исполь-
зуется то же пояснение, что и к доказательству неравенства (1.27).) Аналогично от противного
показывается, что  для всех  (в противном случае, при условиях (1.22), она имеет
точку максимума на ). Утверждение 2 доказано.

3. Покажем теперь, что, по крайней мере при выполнении дополнительных требований (1.25),
для производной решения выполнено неравенство (1.26). Действительно, для решения ИДУ
(1.23) в классе , удовлетворяющего также (1.25), выполнено соотношение

(1.28)

Отсюда с учетом доказанного свойства неотрицательности функции  с выполнением усло-
вий (1.22) для нее как функции из класса , условия на носитель меры и положительности  за-
ключаем, что . Лемма доказана.

Докажем еще две леммы, в которых  – некоторая функция, вообще говоря, не связанная
с рассматриваемым ИДУ. Сначала заметим, что невольтерров интегральный оператор в (1.20)
может быть переписан в виде

(1.29)

Лемма 4. Пусть  – ФР с условиями (1.2), функция  непрерывно дифференцируема на  и
удовлетворяет условиям

(1.30)

Тогда выполняется предельное условие

(1.31)

Доказательство. Рассмотрим левую часть выражения (1.31):

(1.32)

где . Для интеграла под знаком предела в правой части (1.32) имеем

(1.33)

Напомним, что последнее равенство в (1.33) доказывается с помощью следующих рассуждений
с использованием интегрирования по частям и соотношения (1.2):
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(здесь, в свою очередь, использовались конечность интеграла в (1.2) и соотношения

Из (1.30) следует, что , откуда и из (1.32), (1.33) получаем справедливость (1.31).
Лемма доказана.

Лемма 5. Пусть , ,  – фиксированные положительные числа, и пусть функция  принадле-
жит классу . Тогда соотношение (1.28) эквивалентно нелокальному соотношению

(1.34)

где .
Доказательство. Указанная эквивалентность легко проверяется интегрированием по частям

в (1.28) с учетом условий (1.22).
1.2.4. Утверждение о связи вероятности неразорения с решением сингулярной задачи для ИДУ

(проверочная теорема).
Теорема 1. Пусть выполнены условия леммы 3 и справедливо соотношение

(1.35)

Тогда для любого  значение  функции, определенной в лемме 3, является ВНР для про-
цесса (1.16), т.е. .

Доказательство аналогично доказательству теоремы 3.1 в [20] и здесь не приводится. (Кроме
того, доказательство соответствующего утверждения при  приведено в [23], причем оно яв-
ляется немного более сложным в силу возможной негладкости ВНР при безрисковых инвести-
циях в дуальной модели риска.)

Напомним, что утверждения такого типа, как теорема 1, мы называем также теоремами доста-
точности [20]; они сводят задачу исследования ВНР (в частности, проблемы ее дифференцируе-
мости) к проблеме существования решения некоторых корректно поставленных задач для ИДУ
и исследования свойств решений этих задач.

Условие (1.35), обеспечивающее положительный снос процесса (1.19), в дальнейшем будем
называть условием надежности портфеля активов, или надежности акций.

2. СИНГУЛЯРНАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ИДУ, СООТВЕТСТВУЮЩАЯ 
ИНФИНИТЕЗИМАЛЬНОМУ ОПЕРАТОРУ ПРОЦЕССА РИСКА В СЛУЧАЕ 

ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СКАЧКОВ
В этом разделе и последующих разд. 3, 4 опущен индекс  в обозначениях СДУ (1.16) и ИДУ

(1.21), (1.23).

2.1. Формулировка сингулярной задачи для ИДУ второго порядка
При  вида (1.8) преобразование (1.29) невольтеррова интегрального оператора в (1.20)

приводит его к виду сингулярного вольтеррова оператора из бесконечности:

(2.1)

С учетом (1.20), (1.8), (2.1) сформулируем (пока формально) сингулярную КрЗ для ИДУ (1.23):

(2.2)

(2.3)

(2.4)

∞ ∞

→∞ →∞
≤ ≤ = . 0 lim ( ) lim ( ) 0)

z z
z z
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∞
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0
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∞
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(2.5)

(2.6)

Здесь все параметры вещественны, а следствием (2.2)–(2.4) является нелокальное соотношение

(2.7)

являющееся частным случаем соотношения (1.28). Для функций из класса  соотношение (2.7)
эквивалентно нелокальному соотношению

(2.8)

где  (в общем случае см. (1.34)).

2.2. Эквивалентная сингулярная задача для ОДУ третьего порядка

Лемма 6. Пусть в ИДУ (2.2) все параметры , , , ,  – фиксированные положительные числа.
Тогда сингулярная КрЗ (2.2)–(2.6) для ИДУ второго порядка эквивалентна следующей сингуляр-

ной КрЗ для ОДУ третьего порядка:

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

Доказательство. Пусть функция  удовлетворяет ИДУ (2.2). Покажем, что она удовлетворяет
также ОДУ (2.9).

Нетрудно подсчитать, что для оператора, введенного в (2.1), имеет место соотношение

(2.14)

Дифференцируя исходное ИДУ (2.2) с учетом (2.14), получаем

(2.15)

Взяв очевидную линейную комбинацию ИДУ (2.2) и ИДУ (2.15), приводящую к исключению ин-
тегрального слагаемого , получим ОДУ (2.9).

Обратно, пусть функция  удовлетворяет ОДУ (2.9) и условиям (2.12), (2.13) (или (2.5),
(2.6), что то же). Покажем, что она удовлетворяет также ИДУ (2.2). Обозначим левую часть ИДУ
(2.2) с функцией  через . Имеем

(2.16)

Следовательно,

→∞
= ,lim ( ) 1

u
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откуда получаем

(2.17)

так как  – решение ОДУ (2.9). Решение ОДУ (2.17) имеет вид

(2.18)

где  – произвольная постоянная.

В силу условий (2.12), (2.13) для функции  выполнены условия леммы 4 в случае экспо-
ненциальной ФР, и, следовательно, имеет место соотношение

(2.19)

С учетом формулы (2.16) для , условий (2.12), (2.13) и соотношения (2.19) заключаем, что
справедливо предельное равенство . Следовательно, в силу положительности ,
константа  в (2.18) равна нулю, т.е. . Тогда из (2.16) получаем, что  является решени-
ем ИДУ (2.2).

Осталось заметить, что весь набор условий в рассматриваемых сингулярных задачах один и
тот же, что завершает доказательство леммы.

Замечание 1. Заметим, что приведенное ранее ОДУ в (1.9) для модели без инвестиций является частным

случаем ОДУ (2.9) при .

3.3. Теорема о представлении решения сингулярной задачи для ИДУ через решение сингулярной задачи 
для ОДУ второго порядка

Теорема 2. Пусть в ИДУ (2.2) все параметры , , , ,  – фиксированные положительные чис-
ла, и пусть функция  является решением сингулярной задачи для ИДУ (2.2)–(2.6). Тогда

(2.20)

где  есть решение сингулярной задачи для ОДУ

(2.21)

(2.22)

(2.23)

с условием нормировки

(2.24)

Обратно: если функция  есть решение сингулярной задачи для ОДУ (2.21)–(2.23) с условием нор-
мировки (2.24), то функция (2.20) есть решение сингулярной задачи для ИДУ (2.2)–(2.6).

Доказательство. Очевидно, представление (2.20) соответствует связи , а при условии
нормировки (2.24) обеспечивает также выполнение условий (2.3) и (2.5); ОДУ (2.21) – это ОДУ
(2.9), переписанное в терминах , то же относится к условиям (2.22), (2.23) по сравнению с усло-
виями (2.11), (2.13) (они же (2.4), (2.6)). Тогда, с учетом леммы 6, получаем требуемое утвержде-
ние.

Замечание 2. ОДУ (2.21) обладает иррегулярной (сильной) особенностью в нуле ранга  (по поводу клас-
сификации особых точек типа полюса для систем линейных ОДУ см., например, монографии [26]–[28],
дополняющие друг друга). Ниже мы увидим, что сингулярная задача (2.21), (2.22) без начальных данных
имеет двухпараметрическое семейство решений, т.е. все решения ОДУ (2.21) удовлетворяют условиям (2.22).
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Кроме того, для решений этой задачи из требования вырождения ОДУ (2.21) при  вытекает соот-
ношение

(2.25)

из которого следует, что  на самом деле является ограниченной в нуле функцией.

3. АНАЛИЗ СИНГУЛЯРНОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ОДУ ВТОРОГО ПОРЯДКА

В этом разделе доказываются существование и единственность решения сингулярной задачи
(2.21)–(2.24), а также исследуется асимптотическое поведение решения при малых и больших
значениях аргумента. Для этих целей прежде всего изучаются сингулярные задачи в окрестно-
стях особых точек: в окрестности точки  – сингулярная задача без начальных данных (2.21),
(2.22); в окрестности бесконечно удаленной точки – сингулярная задача Коши (ЗК) (2.21), (2.23).
Для достаточно больших значений аргумента (в окрестности бесконечно удаленной точки) ис-
пользуются обозначения типа ,  ( , ).

3.1. Поведение решений при малых значениях аргумента

Для исследования асимптотического поведения решений ОДУ (2.21) при  задачу (2.21),
(2.22) перепишем в параметризованном виде, введя также новые обозначения:

(3.1)

(3.2)

где  – параметр ( ),

(3.3)

Используя методы и подходы [28], [29] к изучению ОДУ с иррегулярными особыми точками,
докажем справедливость следующего утверждения.

Лемма 7. Пусть в ОДУ (3.1), где величины , , определены в (3.3), все параметры , , ,

,  – фиксированные положительные числа. Тогда при каждом фиксированном значении  сингу-
лярная ЗК (3.1), (3.2) обладает однопараметрическим семейством решений , и при малых

 справедливо представление

(3.4)

где  – параметр ( ),  при , а функция  представима асимптотическим
рядом

(3.5)

в котором коэффициенты определяются по рекуррентным формулам:

(3.6)

(3.7)

(3.8)

Доказательство. Введем обозначения:
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(здесь и далее индекс  вверху означает транспонирование). Тогда ЗК (3.1), (3.2) с задаваемым
параметром  переписывается в векторном виде:

(3.10)

где

Замены переменных

приводят (3.10) к ЗК на бесконечности:

(3.11)

В силу наличия у матрицы  нулевого собственного значения (СЗ), поведение решений за-
дачи (3.11) при больших значениях  определяется двумя матрицами  и , как это следует из
общей теории ОДУ с иррегулярными особенностями. Тогда для изучения этого поведения доста-
точно осуществить асимптотическую диагонализацию матрицы  с помощью преобразования
переменных

(3.12)

где ,  – единичная -матрица,  есть -матрица, элементы ко-
торой будут определены ниже. Для  из (3.11) получим ЗК на бесконечности:

(3.13)

(3.14)

Далее, выберем матрицу  так, чтобы выполнялось соотношение

(3.15)

где  – диагональная матрица,

а  – матричная функция, которая имеет конечный предел при  (величина этого преде-
ла определится ниже).

Приравнивая в (3.15) коэффициенты при , получаем соотношение

(3.16)
которое равносильно равенству

(3.17)

Из (3.17) с учетом (3.3) получаем

а  и  – произвольные числа, которые удобно положить нулями: . Тогда оконча-
тельно матрица  в преобразовании (3.12) приобретает вид

(3.18)
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Кроме того, из (3.15) с учетом (3.16) получаем

откуда  при больших  представима сходящимся рядом по целым степеням , и справедли-
во предельное равенство

Теперь задачу (3.13), (3.14) можно переписать в виде

(3.19)

(3.20)

На основании теоремы 8 из [26, гл. II] получаем, что при больших  система (3.19) асимптоти-
чески эквивалентна системе

(3.21)
которая распадается на два уравнения:

(3.22)
Очевидно, что при условии (3.20) для  система (3.22) имеет однопараметрическое семейство
точных решений:

где  – параметр. Тогда, с учетом соотношения (3.12), где матрица  определена в (3.18), и
асимптотической эквивалентности систем (3.19) и (3.21), для решений ЗК (3.11) имеем при боль-
ших τ представление:

а для решений задачи (3.10) при малых  соответственно получаем

Следовательно, учитывая обозначения (3.9), для семейства решений сингулярной ЗК (3.1),
(3.2) получаем асимптотическое представление (3.4), где  при . Для того чтобы
проверить, что  представляется в виде (3.5), достаточно произвести непосредственную под-
становку ряда (3.5) в ОДУ (3.1) и убедиться, что все его коэффициенты определяются в соответ-
ствии с формулами (3.6)–(3.8). Это также следует из общей теории линейных ОДУ с иррегуляр-
ными особыми точками, которая, кроме того, позволяет уточнить и поведение  при малых

: следствием поведения  в (3.19) при больших  является представление  в (3.4) в виде
асимптотического ряда по целым степеням  при малых . Лемма доказана.

Напомним, что параметр  выбирался произвольно, так что получаем, что ОДУ (2.21) (оно
же (3.1)) обладает двухпараметрическим семейством решений, удовлетворяющих условиям (3.2),
т.е. все решения этого ОДУ ограничены при  и имеют интегрируемые в нуле производ-
ные. Более того, из (3.4) и доказательства леммы 7 точнее получаем, что производные этого се-
мейства в нуле ограничены (см. также замечание 2).

3.2. Поведение решений при больших значениях аргумента
Для исследования асимптотического поведения на бесконечности решений ОДУ (2.21) (или,

что то же, ОДУ (3.1)) перепишем (3.1) в виде

(3.23)

ОДУ (3.23) обладает на бесконечности иррегулярной особенностью ранга , так что подход к его
изучению аналогичен изложенному в доказательстве леммы 7.
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Для упрощения дальнейших выкладок условия (2.23) заменим более слабыми:

(3.24)

Будем изучать ЗК (3.23), (3.24) и покажем, что при ограничении (1.35) существует однопара-
метрическое семейство решений этой задачи, причем все решения этого семейства (и только
они) удовлетворяют условиям (2.23), так что они интегрируемы на бесконечности вместе с про-
изводными.

Лемма 8. Пусть в ОДУ (3.23), где величины , , определены в (3.3), все параметры , ,

, ,  – фиксированные положительные числа, и пусть выполняется условие

(3.25)

Тогда существует однопараметрическое семейство  решений ЗК (3.23), (3.24), где  – пара-
метр ( ), причем при больших  справедливо асимптотическое представление

(3.26)

Доказательство. Введем обозначения: , , . Получим
из (3.23) для  ОДУ:

(3.27)

где

(3.28)

Введем преобразование

(3.29)

где -матрица  – “диагонализатор” матрицы ,  – единичная -матрица,
,  есть -матрица, элементы которой будут определены ниже.

Тогда

В силу (3.29) имеем из (3.27) ОДУ для :

(3.30)

Учитывая (3.28), где величины , , определены в (3.3), введем обозначения:

Тогда получим ОДУ (3.30) в виде

(3.31)

Выберем  так, чтобы выполнялось равенство

(3.32)
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где ,

а  имеет конечный предел при . Равенство свободных членов выполняется автомати-
чески. Найдем элементы матрицы  из равенства коэффициентов при . Из (3.32) получаем

что равносильно равенству

Тогда , , а остальные элементы матрицы  произвольны, их удобно выбрать
нулями: .

Окончательно матрица  имеет вид

Для  из равенства (3.32) получаем

откуда, в частности, справедливо

и  представимо сходящимся рядом по целым степеням  при больших . Тогда система
ОДУ (3.31) приобретает вид

Эта система при больших  асимптотически эквивалентна системе

которая распадается на два ОДУ

с точными решениями

где ,  – произвольные постоянные.
Учитывая введенные обозначения и преобразование (3.29), для решений системы ОДУ (3.27)

при больших  получаем

Отсюда при больших  получаем асимптотические представления для однопараметрического се-
мейства решений ЗК (3.23), (3.24):

(3.33)

Здесь более точно  может быть заменено асимптотическим рядом по целым степеням .
Лемма доказана.
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Следствие 1. В предположениях леммы 8 сингулярные ЗК (2.21), (2.23) и (3.23), (3.24) эквива-
лентны, так что существует однопараметрическое семейство  решений ЗК (2.21), (2.23),
причем для решений этого семейства справедливы асимптотические представления (3.33).

3.3. Существование и единственность решения исходной сингулярной задачи для ОДУ и его гладкость
Следствием приведенных утверждений является
Теорема 3. Пусть выполнены условия леммы 8. Тогда существует единственное решение  син-

гулярной задачи (2.21)–(2.24); это решение является бесконечно дифференцируемой функцией на 
и принадлежит однопараметрическому семейству  решений ЗК (2.21), (2.23), где постоянная 
однозначно определяется из условия нормировки (2.24); в окрестности нуля это решение  имеет
представление (3.4), где постоянные  и , вообще говоря, не могут быть найдены методами ло-
кального анализа.

Бесконечная дифференцируемость решения  сингулярной задачи (2.21)–(2.24) следует из
его поведения в окрестностях особых точек  и  и бесконечной дифференцируемости
ОДУ (2.21) на любом конечном интервале , где , . Для дальнейшего доста-
точно непрерывной дифференцируемости на  функции .

4. ОКОНЧАТЕЛЬНОЕ УТВЕРЖДЕНИЕ О ВЕРОЯТНОСТИ НЕРАЗОРЕНИЯ В СЛУЧАЕ 
ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СКАЧКОВ КАК РЕШЕНИЯ 

СИНГУЛЯРНОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ИДУ И МЕТОД ЕГО ЧИСЛЕННОГО НАХОЖДЕНИЯ
4.1. Основная теорема для вероятности неразорения

Пусть выполнены условия теоремы 3, и пусть  есть решение сингулярной задачи (2.21)–(2.24)
для ОДУ. Тогда по теореме 2 функция , определенная формулой (2.20), является решением
сингулярной задачи (2.2)–(2.26) для ИДУ. Следовательно, для этой функции выполнены усло-
вия леммы 3, в соответствии с которой, в частности, справедливо ограничение (1.24), а по теоре-
ме 1 для любого  значение  определяет ВНР для процесса , описываемого СДУ
(1.13) с начальным условием , т.е. . При этом, в силу утверждения 1 леммы 3 о един-
ственности соответствующего решения в классе , эта вероятность как функция  с необходи-
мостью удовлетворяет условиям (2.4) и (2.6); кроме того, выполнено неравенство , а с
учетом замечания 2, получаем, что величина  имеет тот же знак, что и выражение

.
Таким образом, получаем, что справедлива следующая основная

Теорема 4. Пусть , все параметры , , , ,  – фиксированные положи-
тельные числа, и пусть выполнено условие “надежности акций” (3.25).

Тогда следующие утверждения справедливы:
(I) ВНР  процесса (1.13) с начальным условием  принадлежит классу  и является ре-

шением сингулярной КрЗ для ИДУ (2.2), (2.3), (2.5);
(II) это решение существует и единственно в классе , оно удовлетворяет условиям (2.4), (2.6)

и соотношениям

(III) при малых  для  справедливо асимптотическое представление

где , а коэффициенты ,  определяются по рекуррентным формулам (3.6), (3.8);
(IV) при больших  для ВНР  справедливо асимптотическое представление

(4.1)

где  – постоянная величина;

, 2( )g u C

( )g u
+�

( ), 2g u C 2C
( )g u

1D 1C

( )g u
= 0u → ∞u

∞≤ ≤0u u u >0 0u ∞ < ∞u
� ( )g u

( )g u
( )f u

+∈ �u ( )f u ( )tX u
=0X u ≡ ϕf

_ u
ϕ + >'( 0) 0

ϕ +''( 0)
μ − λ + /c m

= − −( ) 1 exp( / )F z z m μ σ2 c m λ

ϕ( )u =0X u _

_

+ →+
≤ ϕ ≤ , ∈ , < ϕ < ∞;�

0
0 ( ) 1 0 lim '( )

u
u u u

> 0u ϕ( )u
∞

=

 
ϕ + , + , 

 
∼ ∼1

2
( ) / 0k

k
k

u D u D u k u

= ϕ + >1 '( 0) 0D 2D , …3D
u ϕ( )u

( )− μ/σϕ = − + , → ∞,
21 2( ) 1 1 (1)u Ku o u

<0 K



1990

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 59  № 11  2019

БЕЛКИНА и др.

(V) при  поведение производных решения зависит от соотношения между параметрами, в
частности, от знака величины : 1) если , то , и решение 
вогнуто на ; 2) если , то , решение  выпукло в некоторой окрестности
нуля и имеет точку перегиба на ;

(VI) ВНР  может быть найдена по формуле

(4.2)

где  – решение сингулярной задачи (2.21)–(2.24) для ОДУ.

4.2. Численный метод нахождения вероятности неразорения

Проведенные математические исследования позволяют привести достаточно простой алго-
ритм численного нахождения ВНР в исходной модели. Для этого достаточно решить сингуляр-
ную ЗК из бесконечности (2.21), (2.23) с условием нормировки (2.24) и воспользоваться соотно-
шением (2.20). Для практического решения сингулярной ЗК (2.21), (2.23) надо предварительно
осуществить перенос предельных условий (2.23) из бесконечности в конечную точку, воспользо-
вавшись приведенным ниже утверждением (для его обоснования см. [30]).

При этом для удобства изложения будем использовать запись ОДУ (2.21) в виде (3.23), а вме-
сто (2.23) используем условия (3.24) (см. следствие 1 об эквивалентности ЗК (2.21), (2.23) и (3.23),
(3.24)).

Утверждение 1. Пусть в ОДУ (3.23) величины , , определены по формулам (3.3), где все

параметры , , , ,  – фиксированные положительные числа, и пусть выполнено условие (3.25).
Тогда предельные граничные условия (3.24) для решений ОДУ (3.23) для достаточно больших 

( ) эквивалентны линейному соотношению

(4.3)

Здесь  есть решение сингулярной нелинейной ЗК на бесконечности:

(4.4)

(4.5)

Решение сингулярной ЗК (4.4), (4.5) существует для достаточно больших , единственно и предста-
вимо асимптотическим рядом

(4.6)

где коэффициенты  при  определяются из (4.4) формальной подстановкой разложения (4.6),
что приводит к рекуррентным формулам:

(4.7)

(4.8)
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Приведем алгоритм численного нахождения ВНР.

АЛГОРИТМ

Шаг 1. Выбираем большое значение , , и малое положительное значение ,
.

Шаг 2. Приближенно вычисляем , используя разложение (4.6) и рекуррентные фор-

мулы (4.7)–(4.9). Учитывая соотношение (4.3), обозначим .
Шаг 3. От точки  до близкой к нулю точки  численно решаем справа налево

ЗК: ОДУ (3.23) с начальными условиями

(4.10)

Шаг 4. Находим ВНР  по формуле

(4.11)

При этом интеграл  в (4.11) приближенно находим, добавив к ЗК (3.23), (4.10) связанную с
ней ЗК

где приближенно полагаем

(4.12)

Здесь под интегралом используется главный член асимптотического представления (3.26), а 

находится из соотношения , что окончательно дает (4.12).
Шаг 5. Чтобы в (4.11) точнее вычислить , не прибегая к формулам экстраполяции, исхо-

дим из соотношения  и вычисляем величину . Для этого
используем (3.4) для представления  в главном при :

Для  используем разложение (3.5)–(3.8), что влечет

где  – положительное целое число.

5. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ ИССЛЕДОВАНИЙ ВЕРОЯТНОСТИ НЕРАЗОРЕНИЯ
КАК ФУНКЦИИ НАЧАЛЬНОГО КАПИТАЛА

По аналогии с [18], приведем замечание о размерности параметров модели и способе их
“обезразмеривания” для последующих вычислений.

Замечание 3. В ИДУ (2.2) параметр  – безразмерный (при безразмерных переменных  и ), а каждый

из параметров , ,  и , вообще говоря, имеет размерность , где  – размерность времени. Чтобы
перейти к безразмерным величинам, достаточно разделить ИДУ (2.2) на какую-либо характерную поло-
жительную постоянную той же размерности: такое деление приводит задачу (2.2)–(2.6) к задаче того же
вида с новыми параметрами , ,  и . В частности, удобно в (2.2)–(2.6) в качестве параметра “обезраз-
меривания” выбрать : если положить , то остальные параметры будут измеряться в долях  и при
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необходимости их можно пересчитать в размерном виде простым умножением на величину . В ре-
зультате, оставляя  в формулах, как это принято в литературе, полагаем всюду в расчетах .

Далее для моделей с рисковыми инвестициями приводятся графики  зависимостей ВНР
от НК при разных наборах значений параметров , , , , которые указываются в безразмер-
ном виде (параметр  изначально является безразмерным), что достигается за счет фиксирован-
ного значения  (при сохранении  в формулах; см. замечание 3). Для всех примеров расче-
тов выполняется условие надежности акций: ; при  дается сравнение результатов

расчетов с аналитическим решением  в модели без инвестиций (см. (1.10); для  и 
см. соотношения (1.11)).

Следующие графики иллюстрируют утверждения теоремы 4. На численных примерах также
показывается, каким образом изменение параметров рискового актива влияет на глобальное по-
ведение ВНР.

Для всех примеров расчетов зафиксированы значения , . Напомним, что под на-
грузкой безопасности понимается величина , определенная формулой (1.3).

Данные к графикам на фиг. 1:  ( ), . Для фиг. 1а , ,
; для фиг. 1б , ,  для графика 1 и ,

,  для графика 2 (модель без инвестиций).
Графики на фиг. 1б демонстрируют, в частности, повышение платежеспособности СК за счет

рисковых инвестиций при значениях НК в примерном диапазоне .
Данные к графикам на фиг. 2 (один график в разных масштабах):  ( ), ,

, , .

λ > 0
λ λ = 1

ϕ( )u
μ σ2 c λ

m
λ = 1 λ

μ σ >22 / 1 λ >m c

ϕ0( )u ϕ0' (0) ϕ0''(0)

λ = 1 = 2m
ρ

= 1c λ − = 1m c μ = .0 2 σ = .2 0 265 ϕ = .'(0) 0 458
ϕ = − .''(0) 0 186 σ = .2 0 22 ϕ = .'(0) 0 504 ϕ = − .''(0) 0 2 μ = σ = 0

ϕ = .0' (0) 0 5 ϕ = − .0(0) 0 25''

< <0 40u
= 4c λ − = −2m c μ = .0 2

σ = .2 0 23 ϕ = .'(0) 0 00449 ϕ = .''(0) 0 001224

Фиг. 1. ВНР как функция НК в случае положительной нагрузки безопасности.
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Фиг. 2. ВНР как функция НК в случае отрицательной нагрузки безопасности.
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Графики демонстрируют, в частности, что ВНР становится положительной при всех  за
счет рисковых инвестиций (напомним, что в случае отсутствия инвестиций при отрицательной
нагрузке безопасности ВНР нулевая).

Данные к графикам на фиг. 3 с разными значениями :  ( ), ;
 для графиков 1, 2, 3 соответственно со значениями производных в нуле:

, .
Данные к графикам на фиг. 4 (на фиг. 4а, 4б одни и те же графики в разных масштабах) со зна-

чениями  разных знаков ( ;  меняется за счет изменения значений ): 
( ), ;  ( ),  ( ),  ( ) для графиков 1,
2, 3 соответственно со значениями производных в нуле: ,

.
Графики на фиг. 3 и 4 демонстрируют, в частности, повышение платежеспособности страхо-

вой компании за счет рисковых инвестиций при увеличении доходности акций.
Данные к графикам на фиг. 5 (графики на фиг. 5а, 5б, в одни и те же в разных масштабах) с

отрицательным значением  и разными значениями :  ( ); 
( );  и ,  для графиков 1, 2 соот-

ветственно;  для графика 3 – графика функции  в модели без инвестиций,

, .
Данные к графикам на фиг. 6 (графики на фиг. 6а, 6б, 6в одни и те же в разных масштабах) с

положительным значением  и разными значениями :  ( );  ( );

> 0u

μ = 4c λ − = −2m c σ = .2 0 265
μ = . ; . ; .0 2 0 3 0 4
ϕ ≈ . ; . ; .'(0) 0 002495 0 009 0 014 ϕ ≈ . ; . ; .''(0) 0 0010 0 0039 0 0067
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μ = σ =2 0 ϕ0( )u
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ri σ2 = .1 5c λ − = .0 5m c μ = .0 2 = .0 1ri

Фиг. 3. ВНР как функция НК в случае отрицательной нагрузки безопасности.
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Фиг. 4. ВНР как функция НК в случае положительной нагрузки безопасности.
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Фиг. 5. ВНР как функция НК в случае положительной нагрузки безопасности.
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Фиг. 6. ВНР как функция НК в случае положительной нагрузки безопасности.
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 и ,  для графиков 1, 2 соответственно;

 для графика 3 – графика функции  в модели без инвестиций, ,

.
Графики на фиг. 5, 6 демонстрируют, в частности, понижение платежеспособности СК при

увеличении волатильности акций, причем, начиная с некоторого порога волатильности риско-
вые инвестиции дают отрицательный результат, т.е. уменьшают ВНР при всех начальных значе-
ниях капитала. Нужно также отметить, что наблюдается следующая закономерность: чем мень-
ше нагрузка безопасности в исходной модели риска, тем больше порог волатильности, в преде-
лах которого соответствующие рисковые инвестиции будут полезны с точки зрения увеличения
ВНР при малых значениях начального капитала. Так, на фиг. 6 при нагрузке безопасности 
этот порог находится между значениями  и , а на фиг. 5 при нагрузке безопасности 
этот порог – между  и .

ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ВЫВОДЫ
В заключение отметим, что в данной работе полностью решена проблема оценки влияния на

ВР рисковых инвестиций при простых для реализации стратегиях (т.е. при полном вложении ТК
или его постоянной доли в акции) в дуальной модели риска. Результаты численных эксперимен-
тов позволяют дополнить выводы, следующие из теоретических исследований данной модели,
при этом сами численные эксперименты основаны на строго теоретически обоснованных алго-
ритмах вычисления ВНР как функция НК на всей неотрицательной вещественной полуоси.
В частности, при положительной нагрузке безопасности (1.3) в исходной модели страхового рис-
ка в каждом конкретном случае может быть численно определен тот порог значений НК, начи-
ная с которого рисковые инвестиции дают уменьшение значений ВНР по сравнению с ВНР в
случае отсутствия каких-либо инвестиций.

В то же время применение “надежных” рисковых инвестиционных портфелей дает положи-
тельные значения ВНР при любом значении НК и произвольной нагрузке безопасности, в том
числе отрицательной. Численные эксперименты показывают, что применение рисковых инве-
стиций (при “надежном” портфеле) может повышать ВНР в области малых значений НК, и осо-
бенно ощутимо это преимущество при отрицательной нагрузке безопасности, когда в отсутствие
инвестиций наступает разорение с вероятностью единица.

Параметры , , использовавшиеся как в теоретических исследованиях разд. 2–4, так и в чис-
ленных расчетах, могут интерпретироваться не только как параметры акций в модели с полным
вложением резерва в этот вид актива, но и как параметры ожидаемой доходности и волатильно-
сти инвестиционного портфеля, включающего также безрисковый актив с доходностью  (на-
помним, что, начиная с разд. 3, индекс , обозначающий долю акций в портфеле, опущен в силу
эквивалентности рассматриваемых задач для всех ). При сохранении индекса  в обо-
значениях (1.15) условие надежности портфеля имеет вид (1.35). Ясно, что при любых параметрах
акций , , даже если сами они не удовлетворяют требованию надежности (3.25), условие надеж-
ности портфеля (1.35) всегда может быть обеспечено за счет понижения доли  акций в этом
портфеле; результатом этого является и снижение его волатильности, а также ожидаемой доход-
ности (при естественном предположении ). Применение инвестиционных портфелей, удо-
влетворяющих требованию надежности, может приводить к качественно разным результатам
двух типов: в первом случае такое применение повышает ВНР в области малых значений НК, во
втором (если волатильность портфеля достаточно велика при фиксированной ожидаемой доход-
ности) отсутствие инвестиций дает лучший результат. Таким образом, при заданных параметрах
активов и процесса страхового риска, возможность выбора подходящего инвестиционного порт-
феля, с помощью которого можно повысить в достаточной мере ВНР в области небольших зна-
чений НК, определяется с помощью теоретически обоснованных численных расчетов, описан-
ных в данной работе.

Для более полного исследования роли рисковых инвестиций в повышении платежеспособно-
сти необходимо провести сравнение ВНР, получаемой в результате применения рисковых инве-
стиционных портфелей, с ВНР, соответствующей применению безрисковой стратегии (т.е.
с ВНР в случае, когда доля рисковых инвестиций в портфеле нулевая). Последний случай при-
водит к сингулярным задачам для ИДУ качественно другого вида и требует отдельного рассмот-
рения.
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Окончательный ответ на вопрос о том, какую роль рисковые активы могут играть в увеличе-
нии ВНР, должно дать изучение задачи оптимального динамического управления портфелем ак-
тивов (в предположении, что доля рискового актива может меняться со временем и зависеть,
возможно, от величины резерва в текущий момент). Эта задача связана с исследованием нели-
нейных ИДУ и также выходит за рамки данной работы.

Авторы выражают благодарность рецензенту за внимательное отношение к работе и полезные
замечания, которые способствовали улучшению статьи.
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