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1. ВВЕДЕНИЕ
Исходя из классического действия Максвелла–Эйнштейна–Гильберта [1]–[3] можно едино-

образным способом получить уравнения Власова–Максвелла–Эйнштейна и их нерелятивист-
ские и слаборелятивистские аналоги. При этом вначале варьируем траектории частиц, получая
уравнения движения, а потом, переходя к функции распределения, вводим уравнение Лиувилля.
После этого варьируем поля, для чего предварительно переписываем действия через функции
распределения (именно так получаются уравнения типа Власова при выводе их из классических
лагранжианов). Мы иллюстрируем это в более простых ситуациях нерелятивизма и слабого ре-
лятивизма. При таком выводе мы получаем возможность анализа -члена в уравнениях общей
теории относительности (ОТО), получая выражения, которые приводят к таким же математиче-
ским выводам, как при эмпирическом введении А. Эйнштейном в полевые уравнения этого чле-
на (использующегося для объяснения темной энергии [4], [5]). Отсюда делается вывод о совпа-
дении: 1) темной энергии с космической плазмой, 2) “антигравитации” как атрибута темной
энергии, с электростатическим отталкиванием (любое другое дальнодействующее отталкивание
“фантомных полей” былo бы уже обнаруженo).

В разд. 2 настоящей статьи обсуждается модель Милна–МакKри – нерелятивистский аналог
решения Фридмана, и возможность ее получения с помощью уравнения Власова–Пуассона; в
разд. 3 выводится уравнение движения релятивистской частицы и уравнение Лиувилля (соглас-
но [27]); в разд. 4 рассматривается общее релятивистское действие полей и частиц, действие для
частиц переписывается через функцию распределения. Это позволяет математическую анало-
гию -члена с другими слагаемыми действия. Выводятся уравнения Власова–Максвелла–Эйн-
штейна, следуя [27]. В разд. 5 предлагается нерелятивистский аналог действия, из которого по-
лучается уравнение Власова–Пуассона–Пуассона (первый Пуассон имеет отношение к элек-

1)Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки РФ по программе повышения конкурентоспособно-
сти РУДН 5-100 среди ведущих мировых научно-образовательных центров на 2016–2020 гг. и при поддержке про-
граммы Президиума РАН № 01 “Фундаментальная математика и ее приложения”, грант PRAS-18-01 (В.В. Веденя-
пин), при поддержке Программы Президиума РАН № 28 “Космос: исследования фундаментальных процессов и их
взаимосвязей” (В.М. Чечеткин).
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тростатике, второй – к гравитации) для гравитации и электростатики (здесь мы следуем [7], [10],
[12], [25], [27]). В разд. 6 получаем нерелятивистский предел действия Эйнштейна–Гильберта и
уравнение Власова–Пуассона с космологическим -членом. В разд. 7 учитывается электромаг-
нетизм, при этом выписываются выражения, которые имеют с точки зрения математики то же
происхождение, что и -член.

2. РАСШИРЯЮЩАЯСЯ ВСЕЛЕННАЯ И МОДЕЛЬ МИЛНА–МАККРИ

Понятие “расширяющейся Вселенной” появилось после того, как в 1922 г. А.А. Фридман на-
шел точные нестационарное решения уравнений общей теории относительности А. Эйнштейна,
а Э. Хаббл в 1929 г. в результате анализа астрономических наблюдений обнаружил красное сме-
щение в спектрах галактик, подтверждающее физическую правомерность этих решений [3].
Представляется желательным обсудить результаты А.А. Фридмана с различных точек зрения и
обобщить их.

Нерелятивистский аналог данных решений – самогравитирующий шар или модель Милна–
МакКри [6]. В то же время они могут быть получены как точные решения уравнений Власова–
Пуассона для тяготения, что мы и используем в дальнейшем для обобщений. Уравнения Власо-
ва–Пуассона для однокомпонентной системы частиц (массой ) имеют вид

(1)

Здесь  – функция распределения гравитирующих объектов (например, звездных скопле-
ний, ионов космической плазмы и т.п.) по импульсам  в точке пространства  в мо-
мент времени . Первое уравнение в системе (1) – это уравнение сдвига функции распреде-
ления (по характеристикам) в силовом поле , a второе – уравнение Пуассона, показы-
вающее, что сила гравитации  caма зависит от функции распределения . Решения типа
Милна–МакКри могут быть найдены cледующей подстановкой (использующей лагранжевы ко-
ординаты ) [7]:

(2)

Такая функция  является решением системы (1), если  удовлетворяют соответствующим
гамильтоновым уравнениям “континуума тел”:

(3)

Рассматриваемые решения Милна–МакКри сферически симметричны, т.e. ,
где . Скорости частиц направлены вдоль радиус–векторов частиц, и тоже зависят только от
величин  и . Фактически, переменная  идентифицирует сферические слои, которым принад-
лежат частицы с координатой . Воспользуемся тем, что однородный сферический слой действу-
ет на точку во внутренней области с нулевой силой, а на точку во внешней области – аналогично
точке с массой, равной массе слоя, и расположенной в геометрическом центре слоя. Получаем
следующие уравнения:

(4)

где  – масса шара с лагранжевой координатой, меньшей . Интегрируя это уравнение, по-
лучаем интеграл энергии

(5)
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Случай  соответствует открытой модели Вселенной (бесконечное расширение), случай
 отвечает закрытой модели (в которой расширение на определенном этапе сменяется сжа-

тием). Преобразуем уравнение (5), разделив его на , следуя [6]:

Величина  называется постоянной Хаббла, она характеризует скорость разбегания га-
лактик. Первое слагаемое в правой части пропорционально плотности  (посколь-
ку величина  есть текущий объем шара радиуса ). Случай  соответствует критиче-
ской плотности . Плотность, большая критической, дает закрытую модель, мень-
шая – открытую. Эта модель типа Фридмана будет давать хорошую иллюстрацию и с лямбда-
членом.

3. УРАВНЕНИЕ ДВИЖЕНИЯ ЧАСТИЦ В ГРАВИТАЦИОННОМ
И ЭЛЕКТРОМАГНИТНОМ ПОЛЕ И УРАВНЕНИЕ ЛИУВИЛЛЯ

Общерелятивистское действие для движущейся заряженной (c зарядом ) частицы массы  в
присутствии гравитационного и электромагнитного поля может быть записан в следующем виде:

где:  – фундаментальный тензор 4-мерного пространства–времени ( ),
 – 4-потенциал электромагнитного поля,  – лагранжев параметр частицы;

переменная  – произвольный параметр.
Введем в рассмотрение также действие с модифицированным первым членом

В литературе (cм., например, [1]–[3], [8]) подобная операция (переход к новой форме действия)
производится без электромагнитного поля (второго слагаемого в действиях), и обосновывает-
ся тем, что уравнения движения частицы в гравитационном поле будут одинаковыми в обоих
случаях (т.e. при использовании действий  и  с заменой параметра  на “натуральный” па-
раметр  или собственное время ).

Поставим вопрос обоснования эквивалентности действий по признаку совпадения уравне-
ний Эйлера–Лагранжа. Рассмотрим два типа действий c ядрами–лагранжианами следующей об-
щей формы:

где  – некоторая (гладкая) произвольная функция своего аргумента. Сравним уравнения
Эйлера–Лагранжа, получаемые из действий  и .

Лемма (об эквивалентности действий  и ). Достаточные условия для эквивалентности, то
есть совпадения уравнений Эйлера–Лагранжа, действий  и  таковы:

1) лагранжиан  должен быть интегралом движения для действия ;

2) коэффициент  в определении  должен совпадать с производной функции  из определения
действия : . Если лагранжиан не равен нулю, то коэффициент  определяется един-
ственным образом.
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Доказательство получается прямым варьированием действия , генерирующего уравнения
Эйлера–Лагранжа [1]–[12], [8]:

и сравнением получающихся уравнений с соответствующими уравнениями движения для дей-
ствия :

Cледствием из данной Леммы является тот факт, что ранее введенные действия  и  экви-
валентны в смысле Леммы, то есть обладают одинаковыми уравнениями движения. Действи-
тельно, для этих действий имеем

Условие 1) леммы выполнено по теореме Эйлера об однородных функциях: функция Гамильто-
на (интеграл движения!) для действия , получаемая применением преобразования Лежандра,
пропорциональна лагранжиану , и лагранжиан  – 1-й cтепени по “скоростной”
переменной ; условие 2) выполнено, поскольку коэффициент  в  равен в точности произ-
водной функции  из :  (это соотношение проясняет физический
смысл величины , т.е. она численно равна сохраняющейся величине лагранжиана  и пропор-
циональна соответствующему ему гамильтониану).

Выпишем уравнения Эйлера–Лагранжа для действий  или  – в соответствии с леммой,
они идентичны (в отличие от обычной процедуры [1]–[3] при варьировании  величину интер-
вала полагаем равной не единице, а ):

(6)

Отсюда видно, что при отсутствии электромагнитного взаимодействия между частицами ве-
личинa  cокращается, и уравнения движения могут быть равносильным образом записаны
с использованием как параметра , так и параметра собственного интервала . Однако учет элек-
тромагнитного взаимодействия приводит при использовании различных параметров к различа-
ющимся уравнениям. Хотя, как можно видеть из уравнения (6), можно в принципе перейти к аф-
финному параметру , выразив  через  и : .

В многочастичных системах такая возможность отсутствует. Рассмотрим действиe, аналогич-
ное , но для системы многих частиц с различающимися массами  и зарядами  ( ):

Снова переходим к лагранжиану, квадратичному по скоростям, и получаем эквивалентное дей-
ствие:

Отметим здесь появление индекса , нумерующего частицы, у интеграла : величины этих ин-
тегралов, обозначающих величину интервала разных частиц, не обязательно одинаковы. Этим
мы синхронизовали собственное время разных частиц  в следующем смысле: 1) уста-
новили, что невозможность синхронизации самих интервалов  связана с различными величи-
нами интегралов ; 2) показали, как различные собственные времена связаны между собой: па-
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раметр  для всех частиц один и тот же. Отметим, что интегралы  зависят от параметризации,
но их отношение не зависит ( , ).

Для описания динамики многочастичной системы, ассоциированной с действиями  или
, можно ввести стандартным образом канонические (“длинные”) [1–3] импульсы:

Очевидным образом можно получить явное выражение скоростей через длинные импульсы:

Соответственно второе уравнение гамильтоновой пары уравнений, ассоциированной с канони-
чески сопряженными переменными :

При этом соответствующая этим уравнениям функция Гамильтона имеет вид

Здесь интегралы  осуществляют синхронизацию времен, приводя к дифференцированию по
одному и тому же параметру : соотношение  показывает, что получаются уравнения,
где можно перейти к собственным (вообще говоря, различающимся) временам. Введем (парци-
альную, для типа  частиц) функцию распределения  над расширенным 9-мерным фа-
зовым пространством (в соответствии с [9]–[12] индексы  переместились от координат и им-
пульсов к функции распределения ). Соответствующее уравнение Лиувилля для  принимает
следующую форму:

(7)

Уравнения зависят от индекса  через массы , заряды  и интеграл . Выпишем -стационар-
ную форму этого уравнения, когда  не зависит от параметра  (именно так обычно записывают
уравнение Власова–Эйнштейна, хотя и в более упрощенном случае отсутствия электромагнит-
ного взаимодействия [9], [13], [14]):

Можно сравнить выписанные выше кинетические уравнения с уравнениями Лиувилля, где
используются неканонические (“короткие”) импульсы с нулевыми электромагнитными полями
действия : . Получаемые при этом уравнения негамильтоновы, но
бездивергентные:

(8)
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Отметим, что и здесь такая ситуация с синхронизацией времен: собственные времена все разли-
чаются, как показывает та же формула .

Выпишем уравнение Лиувилля, вводя парциальные функции распределения  частиц
с массами  и зарядами  над 9-мерным фазовым -пространством:

Это уравнение можно переписать в форме, исключающей параметр , заменяя его на собствен-
ный интервал фиксированной -й частицы ( ) согласно формуле :

При этом, как уже было отмечено выше, отношение  не зависит от  (а является только
функцией переменной ).

Приведем -стационарную форму уравнения Лиувилля, когда , т.e. не зависит от
параметрической переменной  (при этом сокращаются множители  в левой части
уравнения):

(поскольку , последнее уравнение в общем случае -нестационарно). B известной авто-
рам литературе подобная форма (для гравитирующих заряженных частиц для функции распре-
деления, зависящей от “короткого” импульса) уравнения Лиувилля отсутствует; c использова-
нием канонических импульсов уравнение Лиувилля выписано – отметим, на уровне интуитив-
ных рассуждений – в некоторых работах, см., например, [13], [14]). Для нейтральных массивных
частиц одинаковой массы  над фазовым –пространством уравнение Лиувилля записано в
работах [14], [15] в следующем виде:

то есть с точностью до переобозначений совпадает с введенным нами -независимым уравнени-
ем Лиувилля (без электромагнетизма). Следует, однако, указать на то, что в большинстве публи-
каций, посвященных уравнению Власова–Эйнштейна, приводится другая форма общереляти-
вистского уравнения Лиувилля, использующая функцию распределения, зависящую от -скоро-
стей (cм., например, [16], [17]):

(практически идентичная данной форма уравнения Лиувилля рассматривается также в работах
[18]–[20]).

 Пример 1. Рассмотрим частный случай уравнения (6), когда метрика  и компоненты век-
торного потенциала  не зависят от временной координаты. Тогда правая часть равенства (6)
при индексе  аннулируется, и возможно аналитически проинтегрировать левую часть (ин-
декс  опускаем):
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Cмысл получающегося интеграла можно выяснить, взяв постгалилееву метрику

где U – ньютоновcкий гравитационный потенциал (cм., например, [3]). Тогда последнее соотно-
шение преобразуется к форме

(9)

а остальные уравнения Эйлера–Лагранжа системы (6) приобретают вид

Заменяя параметр  из уравнения (9) на время , получаем уравнения движения заряженной
частицы в электростатическом поле и в гравитационном потенциале :

где

есть эффективная масса частицы при суперпозиции полей.
Пример 2. Разберем случай полностью однородной Вселенной: метрика, гравитационное и

электромагнитное поля зависят только от времени. В этом случае уравнения (6) интегрируются
из общих соображений гамильтоновой механики, но интересно проследить и конкретные дета-
ли. Имеем три интеграла движения (для простоты индекс  не вводится):

(10)

Вместо соотношения для нулевой компоненты циклического импульса воспользуемся интегра-
лом энергии . Следовательно, пространственные компоненты “короткого” импуль-
са определяются как функции времени из формулы (9): , a нулевая (“времен-

ная”) компонента определяется как функция времени из определения : . Мы
пришли к известному соотношению (так называемому условию массовой поверхности [17]), ко-
торое ведет к методу Гамильтона–Якоби [3], [8].

Итак, мы получаем следующие уравнения для определения всех координат:

Исключая отсюда параметр  путем деления трех уравнений (10) (для ) на уравнение для
, получаем

Мы получили уравнения с заданными функциями только временной компоненты, которые про-
сто интегрируются. Такие уравнения можно будет применить к вопросу о темной энергии и тем-
ной материи. Эти решения обобщают Вселенную де Ситтера и другие Вселенные [28].

4. ОБЩЕРЕЛЯТИВИСТСКОЕ СУММАРНОЕ ДЕЙСТВИЕ
ДЛЯ СИСТЕМЫ ЧАСТИЦ С УЧЕТОМ ПОЛЕВЫХ ДЕЙСТВИЙ

Рассмотрим общее действие для материи с электромагнитным полем в гравитационном поле,
представляющee собой сумму действия  ( ), действия Максвелла  для электромагни-
того поля (  oт ) c учетом взаимодействия c частицами  ( ) и действия 
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( ) Эйнштейна–Гильберта [1]–[3]) (по повторяющимся верхним и нижним индексам идет
суммирование):

(11)

где:  – индекс сорта частиц с массой  и зарядом , , лагранжев параметрический
индекс  идентифицирует частицы (числом ) внутри сорта ,  – 4-мерная координата

-частицы сорта  ( ), ;  есть 4-мерный потенциал,
 – тензор напряженности электромагнитного поля:

где  – метрический тензор ( ),  – cкаляр Риччи.

Дальнейшее рассмотрение структуры действия  может проводиться на основании двух под-
ходов: если исключить из рассмотрения параметр  и пытаться исследовать соответствующие
уравнения движения и кинетические уравнения, производя при необходимости определенные
упрощения, и, в качестве альтернативы, принять в качестве основы 9-мерное расширенное фа-
зовое пространство и развивать надлежащий формализм для получения уравнений типа Лиувил-
ля и Власова.

В настоящей статье мы будем действовать в основном в соответствии с первой методикой, по-
скольку априори специальное внимание мы полагали уделить постньютоновскому приближе-
нию, в котором можно перейти от параметра  к переменной единого для всей системы вре-
мени . Перепишем действие , заменяя скорости  в первом и втором слагаемых правой
части определения (11), в соответствии с результатами разд. 3 (cм. формулу (8)):

Тогда действие  приобретает следующий вид:

(12)

Перейдем к континуальному пределу при суммировании по , заменяя сумму интегралом с плот-
ностью в виде функции распределения :

(13)

(В  верхний индекс  означает эйлерово представление, а в ранее введенном  индекс  –
лагранжево представление.) Обратный переход от действия (13) к действию (12) производится
подстановкой

что по сути является проверкой метода.
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Отметим, что подстановка функции распределения в виде суммы дельта–функций хорошо
известна в теории уравнения Власова, так как она приводит к точным уравнениям движения си-
стемы  тел (для любого ), что показывает фундаментальность уравнений типа Власова, а так-
же является основой метода частиц [7], [24].

Обратимся к рассмотрению -члена. В последнее время он вновь находится под при-
стальным вниманием специалистов по космологии в связи с новыми экспериментальными
данными по ускоренному расширению Вселенной и попытками это хоть как-то объяснить
[4], [5], [34], [36].

Cравним лагранжиан, определяемый действием , с действием, включающим в качестве
подынтегральной функции лагранжиан Гильберта–Эйнштейна с -членом:

(14)

Из сравнения формул (13) и (14) видно, что в качестве формального аналога -члена могут вы-
ступать первые три слагаемых в правой части формулы (13):

Подобным же образом можно учитывать вклады любых других полей. Мы получаем шанс не вво-
дить -член априори, а получить его аналог по математике воздействия на материю из класси-
ческих лагранжианов. Отметим, что в (13) интегрирование при  дает бесконечность
(что отмечалось многими исследователями), в то время как выражение с  вполне может быть
конечным.

Уравнения Власова–Максвелла–Эйнштейна для метрики и электромагнитных полей по-
лучаются варьированием (13) по ним. Варьируем метрику, получаем полевые уравнения
Эйнштейна

Варьируем электромагнитные потенциалы и получаем уравнения Максвелла в гравитационном
поле:

Далее мы рассмотрим аналогию с -членом для каждого из слагаемых (13) в нерелятивист-
ском и слаборелятивистском пределах.

5. ВЫВОД УРАВНЕНИЯ ВЛАСОВА–ПУАССОНА–ПУАССОНА
В НЕРЕЛЯТИВИСТСКОМ СЛУЧАЕ

Рассмотрим, следуя [25], нерелятивистское действие, соответствующее предельному перехо-
ду в действии (11)  (скорость света стремится к бесконечности), для электростатики с гра-
витацией (в лагранжевых 3-мерных координатах, причем параметр  заменяется на , поскольку
он является переменной интегрирования и инвариантен относительно замены):
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Оно легко может быть получено из  (индекс  означает принадлежность к лагранжеву подхо-
ду), если в первом слагаемом правой части произвести предельный переход ,

 (остальные компоненты метрического тензора аннулируются). Это приближение слабо-
го релятивизма для действия (11):

и исключить из рассмотрения постоянную .

Покажем, что из действия  получаются правильные уравнения динамики и полей. Варьи-
руя координаты частиц в первых трех слагаемых, получаем уравнение движения

(второй закон Ньютона для частицы массы  c учетом гравитационного и электромагнитного
взаимодействия).

Чтобы получить уравнение для функции распределения (в фазовом пространстве), перепи-
шем уравнение движения в гамильтоновом виде:

На их основании можно выписать уравнение Лиувилля для функции распределения :

(15)

Чтобы написать уравнения для полей, перепишем, следуя [7], [9]–[13], действие  через
функцию распределения во втором и третьем слагаемых. Этот переход можно символически вы-
разить, заменяя суммы интегралами, переходя от лагранжевых координат к эйлеровым:

Получаем в эйлеровом представлении:

(индекс  в обозначении  означает эйлеровость). Переход от действия  к исходному 
получаем формально подстановкой функции распределения  во второе и третье слагае-
мое правой части определения  в виде суммы произведений дельта-функций:

так мы контролируем эквивалентность действий в эйлеровом и лагранжевом представлениях.

Варьируя действие  по  и , получаем уравнения Пуассона для гравитационного и элек-
тромагнитного полей:

(16)

Cистему уравнений (15), (16), рассматриваемых совместно, можно назвать системой Власова–
Пуассона–Пуассона [25], [12]. Этот вывод уравнения типа Власова является, видимо, самым
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простым и наглядным – например, его можно сравнить с более сложными выводами И. Хуанчу-
на и Ф. Моррисона [31]. A в сложных ситуациях простые выводы предпочтительны.

В работе [15] было введено понятие “критической массы”  г (  – масса
электрона,  – первая “большая” константа Дирака), связанной с доминированием во взаимо-
действии сил гравитации или электростатических сил. При  преобладает гравитация, при

 – преобладает, соответственно, электростатика. Из этого следует, что темная энергия
должна быть связана с заряженными объектами (частицами, системами частиц) с массой

, а заряженные объекты с  и все электронейтральные объекты дают вклад только
в материю (обычную или темную).

6. СЛАБОРЕЛЯТИВИСТСКИЙ ПРЕДЕЛ УРАВНЕНИЙ ЭЙНШТЕЙНА
И УЧЕТ КОСМОЛОГИЧЕСКОГО ЧЛЕНА

Помимо нерелятивистского приближения, при выписывании действия для материи с элек-
тромагнитным и гравитационным полями значительный интерес представляет собой первое
постньютоновское (иначе слаборелятивистское) приближение, в котором компоненты фунда-
ментального метрического тензора раскладываются по степеням величины . Предположим,
следуя [1]–[3], что ненулевые компоненты метрического тензора имеют вид

Если следовать методике слабого релятивизма, принятой в [3], то получаем

Действительно, первое слагаемое под знаком интеграла при разложении корня

 равно нулю: , a второе слагаемое  преобразу-
ем интегрированием по частям к форме

после чего окончательно имеем

Cравнивая полученное выражение с последним членом правой части  (cм. разд. 5), получаем
, откуда  (этот вывод соответствует [1]–[3]).

Теперь исследуем cлучай учета -члена в действии Эйнштейна–Гильберта в том же прибли-
жении:

Укажем, что  второе слагаемое в правой части стремится к бесконечности, так что
правомерно предполагать, что эта величина действительно достаточно быстро убывающая
функция пространственно-временных координат.

Действие для гравитации в приближении слабого релятивизма с -членом имеет следующий
вид (в лагранжевом представлении):
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Bарьируем по частицам и получаем уравнение движения в постньютоновском приближении, со-
ответствующее вышеприведенному действию:

(оно оказывается совпадающим по форме с уравнением классической динамики). Перепишем
действие  в эйлеровом представлении, вводя классическую функцию распределения (на 7-мерном
расширенном фазовом пространстве):

Oбратнoe преобразование к лагранжеву представлению может быть произведено путем подста-
новки

Проварьируем  по U и получим уравнение Пуассона с -членом:

(17)

Что дает второе слагаемое в правой части? Наличие “эффективного” внешнего поля: решение
уравнения  можно выбрать в простейшем виде как

что приводит к “расталкиванию” частиц. Что дает нам это в решении типа Милна–МакКри?
Из уравнения Пуассона получаем

Мы воспользовались тем, что решение неоднородного линейного уравнения (17) есть сумма
частного решения и общего решения однородного уравнения, т.е. гармонической функции.
Наш выбор частного решения однозначно диктуется требованием изотропности (инвариантно-
сти относительно вращений) решения Фридмана и Милна–МакКри.

Уравнение модели Милна (4) заменяется на

Интегрируя последнее уравнение, получаем

Эффективный потенциал

имеет вид выпуклой (перевернутой) псевдопараболы с точкой максимума

Интересно сравнить два графика с  (фиг. 1а) и  (фиг. 1б). Интерес к -члену вновь
возрос в связи с общим признанием начиная с 1990-х годов понятий темной энергии и темной
материи и особенно в связи с обнаружением ускоренного разбегания галактик в результате соот-
ветствующих наблюдений за космическим микроволновым фоном, интерпретация которых от-
мечена в 2011 г. Нобелевской премией. Наша задача – проанализировать вполне классический
лагранжиан и предложить модель, рационально объясняющую действие формального -члена в
уравнениях Эйнштейна.
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Приведем соответствующее “уравнение Власова–Пуассона с -членом” (для сорта частиц ):

Итак, мы теперь видим не только в лагранжианах, но и в уравнениях динамики, где искать
аналоги -члена.

Из приведенного выше выражения для  вытекает математическая аналогия  и “космоло-
гического параметра”  в постньютоновском приближении (в нем присутствует зависимость от
координат и времени), причем интеграл в  c  конечен:

7. УРАВНЕНИЕ ВЛАСОВА–МАКСВЕЛЛА–ЭЙНШТЕЙНА
В СЛАБОРЕЛЯТИВИСТСКОМ ПО ГРАВИТАЦИИ СЛУЧАЕ

Перейдем к анализу в слаборелятивистском приближении общего действия  (c дополни-
тельным учетом космологического -члена), для чего перепишем формулу (12) (а впоследствии
и (13)), заменяя члены, содержащие компоненты метрического тензора  и  их при-
ближенными постньютоновскими выражениями, как сделано выше:

Здесь мы взяли слаборелятивистскую метрику “по Фоку” [2]. Она отличается от слабореляти-
вистской метрики “по Ландау” [1], [3]: , где .
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Варьируя по координатам частиц, получаем уравнения движения (3-мерной динамики) в за-
данных полях (c точностью до ):

Переходя к функции распределения, получаем соответствующую систему уравнений Власо-
ва–Максвелла–Эйнштейна в постньютоновском (по гравитации) приближении:

(18)

Чтобы выписать уравнение для полей, перепишем действие , переходя к эйлеровскому
представлению для второго и пятого слагаемых правой части формулы, определяющей данное
действие (то есть для членов, которые могут выражаться через функцию распределения частиц):

Отсюда непосредственно можно получить выражение для “космологического параметра” 
в используемом приближении:

Отметим, что в вышеприведенных формулах мы использовали выражение скорости через им-

пульсы в виде , где ,  – упрощенный лагранжи-
ан, приводящий к тем же геодезическим, что и исходный  (фактически, здесь использована
возможность введения для системы частиц в постньютоновском приближении единого време-
ни). При варьировании по  получаем:

(19)

Уравнение Власова (18) следует рассматривать совместно с уравнением (19) для  и уравне-
ниями Максвелла для полей:

Это и есть система уравнений Власова–Максвелла–Эйнштейна в слаборелятивистском при-
ближении. Особый интерес представляет уравнение (19): первое слагаемое в правой части, оче-
видно, представляет собой величину плотности вещества, состоящего из частиц сортов , второе
слагаемое – классический -член, который в настоящее время олицетворяет темную энергию,
третье слагаемое – электромагнитная энергия (которая может быть переписана в виде, пропор-
циональном ).

Итак, мы получили выражения, аналогичные -члену, из принципа наименьшего действия,
как в самих действиях, так и в уравнениях.
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8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Мы предложили способ вывода уравнений Власова–Максвелла–Эйнштейна и сравнили эти

уравнения с нерелятивистскими и слаборелятивистскими аналогами, находя и проверяя кон-
станты как для действий, так и для уравнений, а также проверяя сами уравнения. Уравнения
Власова–Эйнштейна ранее выписывались в разных формах [15], [23], [31], [35], поэтому их вы-
вод из классических действий совершенно необходим. При этом выводе автоматически получа-
лись выражения, похожие на -член. Анализ этих выражений, как количественный, так и каче-
ственный, представляет значительный интерес в связи с природой темной материи и темной
энергии [4], [5], [49], [50]. При этом здесь должны помочь частные решения уравнений типа Вла-
сова – стационарные, гидродинамического типа и микроканонические [29], [46]. Особый
интерес представляет вопрос о росте энтропии и о совпадении временных средних и экстре-
малей Больцмана для уравнений типа Власова, как это имеет место для уравнений Лиувилля
[15], [46], [48].

Мы также в настоящей статье рассмотрели способ вывода уравнений типа Власова в слаборе-
лятивистской форме, где такие слагаемые, отвечающие за темную материю и темную энергию,
обретают явную форму. Дальнейшее исследование требует изучения частных решений, которые
могут быть аналогичны рассмотренным в работах [7], [48].

Здесь представляет интерес исследовать модели фридмановского типа однородной вселенной
[1], [7], стационарные [25]–[30], микроскопические [7]–[28] и гидродинамические [7], [28], [43],
[45] решения. Интерес представляет вопрос об агрегации материи [42] во Вселенной, насколько
эти процессы влияют на формирование темной энергии и темной материи. Интерес представля-
ют работы по изучению автомодельных решений – насколько именно такие решения соответ-
ствуют крупномасштабным процессам во Вселенной [49], [50]. Мы предложили выражение для

-члена, анализ которого дает представление как о темной энергии, так и о темной материи: за-
ряженные частицы с массой, меньшей , дают вклад в темную энергию (  – масса электро-
на,  – первая большая константа Дирака).
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