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Показано, что ядро Пуассона для уравнения Ламе в круге можно интерпретировать как дву-
листное отображение проекции эллиптического конуса на проекцию поверхности вращения
гиперболы. Соответствующее отображение  этих поверхностей оказывается взаимно одно-
значным. Такая интерпретация проливает свет на природу известного специального свойства
решений эллиптических систем на плоскости, состоящего в том, что эти решения могут отоб-
ражать точки в кривые и наоборот. В частности, особую точку изучаемого ядра можно рас-
сматривать как проекцию образующей конуса так, что рассматриваемое отображение  по-
верхностей вполне регулярно в том смысле, что эта образующая взаимно однозначно отобра-
жается в кривую. Библ. 20. Фиг. 8.
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1. ВВЕДЕНИЕ

1.1. Уравнение Ламе в трехмерном пространстве  имеет вид

(1.1)

где  – оператор Лапласа,  – коэффициент Пуассона, а  – вектор перемещений (см. [1]).
В случае плоской деформации третья компонента вектора  равна нулю, а первые две, в дальней-
шем обозначаемые через  и , зависят только от двух (декартовых) координат , ; тогда вектор-
ное уравнение (1.1) записывается в виде системы

Складывая первое уравнение со вторым, умноженным на мнимую единицу , получаем ком-
плексный вид плоского уравнения Ламе

(1.2)

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (код проекта 18-01-00764) и Минобрнауки РФ, проект
1.3843.2017/4.6.
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относительно функции  переменного  с параметром ; отметим,
что такой вид уравнения Ламе указывался, в частности, в [2], [3]. В формуле (1.2) используются
известные операторы Коши–Римана

Поскольку коэффициент Пуассона , как известно, удовлетворяет неравенству , то в
уравнении (1.2) параметр  принимает значения из интервала .

Уравнение (1.2) или соответствующая ему система относится к эллиптическому типу при всех
вещественных значениях , а при  оно является к тому же сильно эллиптическим
(см. терминологию в [2]–[5]). Далее рассматривается именно этот последний случай, к которому
относится и уравнение Ламе при всех допустимых значениях коэффициента Пуассона .

1.2. Для решений уравнения (1.2) имеет место следующее интегральное представление типа
Пуассона в единичном круге  (см. [2], [6]):

где функция  непрерывна в замкнутом круге . Настоящая работа посвящена изуче-
нию геометрических свойств соответствующего ядра Пуассона (без множителя )

(1.3)

с особенностью в точке .
Отметим, что при  уравнение (1.2) превращается в уравнение Лапласа, для которого ядро

Пуассона  в круге является вещественнозначной функцией. В отличие от случая , при
других значениях параметра  из интервала (–1, 1) ядро , в соответствии с (1.3), является ком-
плекснозначной функцией. Поэтому везде в дальнейшем, за исключением специально огово-
ренных случаев, будем предполагать, что .

1.3. Дадим краткое описание основных результатов, развернутые формулировки которых
приведены в разд. 2, а доказательства – в разд. 3–6.

В разд. 3 показано, что функция  осуществляет двулистное отображение единичного круга
 (см. фиг. 1) на некоторое множество . Для выяснения его структуры заметим, что яко-

биан отображения, осуществляемого функцией , обращается в нуль на лемнискате Бута . При
 ее ветви  и  расположены симметрично друг другу относительно вещественной прямой

(фиг. 1а), так же, как и их образы  и , пересекающиеся в начале координат. При  ветви
лемнискаты  симметричны друг другу относительно прямой , причем только левая ветвь
пересекается с кругом , см. фиг. 1б, 1в. Эта ветвь состоит из двух дуг  и , симметричных
друг другу относительно оси ; образы  и  этих дуг пересекаются при  в начале ко-
ординат (фиг. 1б), а при  в точке, лежащей на вещественной оси левее начала коор-
динат (фиг. 1в). Лемниската  при  делит круг  на две области  и , которые отоб-
ражаются в области  и , причем вторая накрывает первую (фиг. 1в), а при  она де-
лит круг на три области , , , которые отображаются в , , , причем последняя
накрывает две первые (фиг. 1а, 1б). В областях  якобиан знакопостоянен, а отображение од-
нолистно.

В разд. 4 единичный круг  рассматривается как проекция части подходящего эллиптическо-
го конуса на плоскость, перпендикулярную к одной из его образующих. Этот конус, изображен-
ный на фиг. 2в, задается уравнением , где , а проецируемая об-
ласть  состоит из всех его точек, заключенных между плоскостью  и плоскостью , пер-
пендикулярной к образующей  и расположенной на расстоянии  от начала
координат. Функция , задающая ортогональное проецирование конической области  на
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плоскость , взаимно однозначно отображает эту область без отрезка  на единичный круг .
При этом плоскости, параллельные , отсекают на поверхности  окружности , которые
отображаются функцией  в окружности , касающиеся единичной в точке , являющейся
особой для ядра Пуассона , см. фиг. 2а. Кроме того, интервалы  образующих конуса, лежа-
щие в области , отображаются в интервалы  полупрямых, исходящих из точки . Нако-
нец, отрезок  отображается в точку .

В разд. 5 множество  значений функции , в свою очередь, представлено как проекция не-
которой поверхности . Эта поверхность, изображенная на фиг. 2г, образована путем вращения
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Фиг. 1. Области однолистности ядра Пуассона для уравнения Ламе и их образы.
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дуги гиперболы, проходящей через начало координат, вокруг оси, не являющейся ее осью сим-
метрии, см. фиг. 5. Отображение  осуществляется следующим образом. Поверхность
вращения  нарезается на окружности  и каждая такая окружность поворачивается на 90° от-
носительно своей вертикальной оси симметрии, переходя в окружность  на плоскости  (фиг. 2б,
2г). Такое отображение, в отличие от , не является взаимно однозначным.

В разд. 6 получено отображение , которое соответствует ядру Пуассона  в том
смысле, что справедливо представление . При этом функция  осуществляет
взаимно однозначное отображение поверхностей, в отличие от функции , которая, как было
указано выше, осуществляет неоднолистное отображение множеств на плоскости. В частности,
окружности  на конической области  гомеоморфно переводятся функцией  в окружно-
сти  на поверхности вращения , а интервалы  образующих конуса – в дуги гипербол ,
см. фиг. 2в, 2г.

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Перейдем к введению нужных определений и подробному формулированию описанных во
Введении результатов.

Определение 1 (единичный круг). Обозначим через
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ров: , , , .

y
B1

Iϕ

$

DD1

T1

TK

0

E

E1

(a) (б)

(в) (г)
F

#1

#K

E1

A1

A

X

Lπ/2

0

B
B1

hom

fσ

Y

D1

Z

E

_ G

V

0

U

A

B

H2ϕ

W
2ϕλ

D

#λ

E *

Hπ

D Lϕ

hom

Pσ

umin

ϕ
1 0

D

E

γ−
0vwz

A

B

γ+

h2ϕ

7λ

hπ
uλ

Rλx

A, A1

B

σ = − .0 5 = . −0 5( 5 1)a κ = 5/8 ϕ = π/8



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 59  № 12  2019

О ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ СВОЙСТВАХ ЯДРА 2137

круг единичного радиуса с центром в начале координат. Положим ,  и
введем гиперболическую лемнискату Бута

Лепестки этой лемнискаты расположены вертикально при  (фиг. 3а) и горизонтально при
 (фиг. 3б). Обозначим через

значение параметра  из интервала , отвечающее точке , и определим две ветви лем-
нискаты :

а) при  верхнюю ветвь  и нижнюю , см. фиг. 3а;

б) при  левую ветвь  и правую ; левую ветвь, в свою
очередь, разделим на две дуги  и , симметричные друг другу относи-
тельно вещественной оси (фиг. 3б).  

Отметим, что при  будет  и лемниската , утолщаясь и удлиняясь, выродится

в пару перпендикулярных друг другу прямых . Если же , то она, напротив,
сужается и укорачивается, вырождаясь в одну точку .

При  лемниската  пересекается с единичной окружностью в точках с полярными ко-
ординатами , где

В частности, при  лемниската касается единичной окружности  в точке . В за-
висимости от значения параметра  она делит круг  на две или три области:

а) при  – это изображенные на фиг. 1а области

где  – внутренность замкнутой кривой , а  – замыкание области  при ;
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Фиг. 3. Гиперболическая лемниската Бута.
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б) при  – изображенные на фиг. 1б области

где  – верхняя полуплоскость;
в) при  – изображенные на фиг. 1в области

Определение 2 (множество значений ядра Пуассона). Пусть

где последняя величина вводится при . При  будет , а при , наоборот,
. Зададим кривые  и  параметрическими уравнениями

со следующими интервалами изменения параметра :
а) при  положим  и , см. фиг. 1а;
б) при  положим  и , см. фиг. 1б;
в) при  положим  и , см. фиг. 1в.
Построенные таким образом кривые  и  симметричны друг другу относительно веще-

ственной оси  и имеют общую предельную точку  при  или
 при .

Далее, при  обозначим через  и  области, заключенные между положительной
вещественной полупрямой ,  и кривой  и  соответственно,
см. фиг. 1а, 1б. Кроме того, введем область  и множество .

При  введем область , ограниченную кривыми  и  и разрезом по замкнутой по-
лупрямой , а также область , см. фиг. 1в. Наконец, обозначим

.
Предложение 1. Функция  осуществляет двулистное отображение единичного круга  на мно-

жество . Ее якобиан обращается в этом круге в нуль на лемнискате Бута , которая делит его
при  на три области , , , а при  на две области , , отображаемые
функцией  однолистно, причем

Кроме того, в случае 

а в случае 

Определение 3 (коническая область). Для произвольного числа  положим
 и зададим область

состоящую из всех точек поверхности эллиптического конуса , распо-
ложенных между плоскостями  и , где
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есть плоскость, перпендикулярная образующей  этого конуса и отдаленная от начала ко-
ординат на расстояние  (см. фиг. 1в). Сечение конической области  каждой такой плоско-
стью представляет собой окружность , а сечение плоскостью

составляющей угол  с плоскостями , дает интервал образующей конуса .
Определение 4 (поверхность вращения гиперболы). Введем поверхность

выбирая верхние знаки при , а нижние при . Эта поверхность образована вращением
дуги гиперболы

лежащей в плоскости , вокруг оси , которая не является ее осью симметрии (см. фиг. 5,
на которой жирной линией обозначена вращающаяся дуга). Каждая поперечная плоскость

отсекает на  окружность , а полуплоскость

составляющая с осью  угол , отсчитываемый при  от ее положительного, а при  от
отрицательного направления – дугу гиперболы  (см. фиг. 6, 7 соответственно).

Определение 5 (отображение конуса на поверхность вращения гиперболы). Зададим функцию
, ставящую в соответствие точке  точку  по следующим формулам:
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Фиг. 4. Образующая гипербола.
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Предложение 2. Функция  осуществляет взаимно однозначное отображение конической обла-
сти  на поверхность вращения гиперболы , в частности,

и

то есть каждая окружность  гомеоморфно переводится в окружность , а образую-
щие конуса , лежащие в его сечении плоскостью  под углом  относительно плоскости , пере-
ходят в гиперболы , отсекаемые на поверхности  полуплоскостями , составляющими удво-
енный угол  с осью .

Определение 6 (кривые в единичном круге). Введем обозначения

для окружности радиуса  с центром в точке  и

для лежащего в единичном круге  интервала прямой, проходящей через точку  под углом  от-
носительно отрицательного направления вещественной оси (фиг. 2а).

Определение 7 (отображение конуса на круг). Введем в плоскости  декартову систему коор-
динат  с началом в точке , являющейся центром окружности . Ось абсцисс  направим

σf
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−
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Фиг. 5. Отображение поверхности вращения гиперболы  на множество  значений ядра Пуассона при .
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от точки  к точке , в которой плоскость  пересекается с образующей , а ось ор-
динат  – перпендикулярно оси  в сторону положительных значений пространственной коор-
динаты . Затем ортогонально спроецируем конус  на плоскость  с помощью отображения

и отождествим  с плоскостью комплексного переменного .

Предложение 3. Функция  осуществляет отображение  замыкания 
области  на замкнутый круг , причем , в частности,
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Фиг. 6. Отображение поверхности вращения гиперболы  на множество  значений ядра Пуассона при .
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и

Кроме того, , однако,  отображает образующую  в точку , так что
на  нарушается взаимная однозначность.

Определение 8 (кривые на множестве значений ядра Пуассона). Примем обозначение
(см. фиг. 5, 6)

для окружности с центром в точке  и радиусом

а также обозначение  для дуги гиперболы

идущей от начала координат к асимптоте

при .
Определение 9 (отображение поверхности вращения гиперболы на множество значений ядра

Пуассона). Отобразим поверхность  на плоскость комплексного переменного  с по-
мощью функции

Суть такого отображения состоит в том, что каждая окружность , расположенная в попе-
речном сечении поверхности , поворачивается на 90° вокруг прямой , , являющей-
ся ее осью симметрии (фиг. 5, 6). Иначе говоря, поверхность , нарезанная на окружности 
плоскостями , “раскладывается” на плоскости , которую мы отождествляем с плоско-
стью переменного .

Предложение 4. Функция  отображает замкнутую поверхность  на множество
, причем

Предложение 5. Ядро Пуассона  для уравнения Ламе (1.2) при  в круге  представля-
ется как композиция функций:

и осуществляет следующее отображение кривых:

и

Ядро Пуассона для уравнения Ламе обладает одним из необычных свойств, встречающихся
среди решений эллиптических систем второго порядка на плоскости, которое состоит в отобра-
жении точки в кривую и наоборот. Это свойство составляет одно из ярких отличий таких функ-
ций от голоморфных, являющихся решениями системы Коши–Римана, т.е. системы уравнений
первого порядка. Особенно хорошо данное свойство известно на примере гармонических функ-
ций, см. [7]. Ядро Пуассона и его производные – характерный пример.

( )ϕ ϕ
π π⎯⎯→ , ϕ ∈ − , .hom:
2 2

F L I

⎯⎯→#
hom

1 1 1: \ {1}\F A T F π/2L = 1z
π/2L

λ λ= = + − λ + = , λ ∈ , ∞ ,v v7
2 2 2{ : ( ) } [0 )w u i u R

λ

λ
 = σ + σ λ + − σ − − σ λ + − σ + σ ,
 

21 sgn( ) (1 )( 1 ) (1 ) ( 1 ) 4
2

R

ψh

σ ψ ⋅ − + σ + σ ψ ψ ⋅ + + ψ + σ ψ +
+ σ − σ ψ ⋅ − − σ + σ + σ ψ ψ ⋅ = ,

v v

v

2 2 2

2 2

sin (1 2 cos )sin (1 cos )(1 cos )

2 (1 ) sin (1 )(1 2 cos )sin 0

u u

u

σ ψ ⋅ + − σ=
+ σ ψ

v
sin ( 1 )

1 cos
u

→ ∞u

* = + vw u i

= + , = .v:G u U W V

λ#

* = λW = 0U
* λ#

λΠ� = 0U
w

G = ∪* * {0}
= ∪0 0 {0}

λ λ ψ ψ→ , λ ∈ , ∞ , → , ψ ∈ −π, π .# 7: [0 ) ( ]G H h

σP < σ <0 1 $

−
σ σ= ,� �

1P G f F

−
σ κ λ→ , λ = κ − + σκ , κ ∈ , ,7

1: ( 1)(1 ) (0 1)P T

( )σ ϕ ϕ
π π→ , ϕ ∈ − , .2:
2 2

P I h



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 59  № 12  2019

О ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ СВОЙСТВАХ ЯДРА 2143

Описанные в настоящей работе геометрические построения дают наглядное объяснение ука-
занному явлению. Ядро Пуассона  для системы Ламе отображает точку  в вещественную
полупрямую  в смысле всевозможных пределов изнутри единичного круга , поскольку

 при  по любой некасательной кривой, а пределы по всевозможным кривым, ка-
сающимся единичной окружности в точке , образуют множество . Круг  является об-
разом конической области  при отображении , а множество  значений ядра Пуассона в
круге – образом поверхности  при отображении , так что отображению  ставится
в соответствие отображение поверхностей  такое, что . При этом точ-
ке  соответствует образующая  эллиптического конуса  (фиг. 2а, 2в), а стремление точ-
ки  под любым углом к единичной окружности, отличным от нулевого или развернутого,
соответствует стремлению образа  этой точки по конической поверхности  к началу ко-
ординат. В свою очередь, начало координат в результате последовательного применения отобра-
жений  и  отображается в бесконечно удаленную точку, и, таким образом, все некасательные
пределы ядра Пуассона при  оказываются равными бесконечности. Если же  по кри-
вой, касающейся единичной окружности, то образ  точки  на конусе стремится к некото-
рой точке его образующей , отличной от нуля, а эта точка после применения функций  и 
отображается в некоторую конечную точку множества , так что касательные пределы ядра
Пуассона  оказываются конечными. Только касательные пределы и могут быть конечными,
поскольку невозможно, двигаясь по поверхности эллиптического конуса , попасть в отличную
от начала координат точку на его образующей  под углом, отличным от нулевого или развер-
нутого – это определяется геометрией конуса.

Важным вопросом в теории отображения решениями эллиптических систем на плоскости яв-
ляется проблема однолистности. Она состоит в определении условий на две области и на функ-
цию, задающую гомеоморфизм между их границами, при которых решение заданной в одной из
этих областей системы уравнений, совпадающее с этой функцией на границе, осуществляет го-
меоморфизм областей. Классическим результатом является теорема Радо–Кнезера–Шоке [8],
[9] о взаимной однозначности гармонического отображения ограниченной жордановой области
на выпуклую область при условии выполнения гомеоморфизма границ. В целом отображения
комплекснозначными гармоническими функциями являются, пожалуй, наиболее хорошо
изученными среди всех решений эллиптических систем второго порядка, см. [10]–[13]. Это на-
правление активно развивается и сегодня, см. [14]–[16]. Вместе с тем в последние десятилетия
растет интерес к изучению отображений решениями эллиптических систем, отличных от систе-
мы уравнений Лапласа, и проблема однолистности занимает здесь заметное место. Так, в [17] по-
казано, что теорема Радо–Кнезера–Шоке неверна для решения некоторых систем, отличных от
системы Лапласа. В работах [18], [19] даны достаточные условия, которым должно удовлетворять
отображение границ, чтобы соответствующее ему непрерывное продолжение до решения косо-
симметричной сильно эллиптической системы с постоянными коэффициентами было одно-
листным.

Вместе с тем не исключено, что неоднолистные решения систем могут оказаться не только бо-
лее характерными, но и в некоторых отношениях более содержательными, чем однолистные, на
что указывает приводимый здесь пример ядра Пуассона для системы Ламе, которое естествен-
ным образом отождествляется со взаимно однозначным отображением поверхностей.

Тот факт, что ядро Пуассона  для уравнения Ламе соответствует взаимно однозначному
отображению поверхностей, а не плоских областей, по-видимому, связан с двумя обстоятель-
ствами: во-первых,  является комплекснозначной функцией, а во-вторых, решением диффе-
ренциального уравнения второго порядка. Напротив, ядро Пуассона для гармонических функ-
ций в круге хотя тоже является решением уравнения второго порядка, однако вещественнознач-
но и отображает круг на полупрямую. Это ядро является, как известно, вещественной частью
ядра Шварца, которое комплекснозначно, но удовлетворяет системе уравнений Коши–Римана,
имеющей первый порядок. Ядро Шварца связано с отображением плоских областей: оно одно-
листно отображает круг на полуплоскость. Таким образом, комплекснозначность решения эл-
липтического уравнения второго порядка может приводить к новым геометрическим эффектам,
связанным с отображением поверхностей.
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3. ОТОБРАЖЕНИЕ КРУГА НА ПЛОСКОСТЬ
Исследуем отображение единичного круга  с помощью ядра Пуассона (1.3). Чтобы выяснить

структуру множества значений этого ядра, понадобится найти образ единичной окружности
 и кривой, на которой якобиан рассматриваемого отображения обращается в нуль. Для вы-

числений удобно ввести полярные координаты ,  по формулам

(3.1)

в этих координатах функция  записывается в виде

(3.2)

где .

3.1. Линия нуля якобиана и ее образ
С помощью формул (3.2) находим якобиан

(3.3)

отображения . Этот якобиан обращается в нуль при выполнении равенства

(3.4)
которое задает гиперболическую лемнискату Бута  (см. сведения о них в [20, стр. 144]). Лепест-
ки этой лемнискаты расположены вертикально при  (см. фиг. 1а) и горизонтально при

 (фиг. 1б). Она пересекает единичную окружность  в точке , отвечающей значе-
нию угла

а при  еще и в точках, отвечающих значениям , где

это можно получить подстановкой уравнения окружности  в уравнение лемниска-
ты (3.4).

Выразим в (3.4) величину  через  и подставим в уравнения (3.2), задающие функцию .
Введя обозначения

получим параметрические уравнения

задающие образ лемнискаты . Обозначим через  и  образы двух дуг лемнискаты , лежащих
в единичном круге , отвечающие следующим значениям параметра :

а) при  положим  и , см. фиг. 1а;

б) при  положим  и , см. фиг. 1б;

в) при  положим  и , см. фиг. 1в.

Построенные таким образом кривые  и  симметричны друг другу относительно ве-
щественной оси  и имеют общую предельную точку  при  или

 при .
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Отметим, что якобиан функции , рассматриваемой на всей комплексной плоскости, обра-
щается в нуль также при , см. (3.3), что соответствует двум окружностям  и

, расположенным симметрично друг другу относительно прямой . Ввиду такой
симметрии мы ограничиваемся рассмотрением функции  только в круге .

3.2. Образ единичной окружности

Найдем образ единичной окружности  при отображении функцией . Из выражения (1.3)
для функции  видно, что  при , . Нетрудно проверить, что при  по нека-
сательным кривым будет . Пусть, например,  вдоль интервала

прямой, составляющей угол  с отрицательным направлением оси . Тогда при  имеем
 и , так что из (3.2) получаем .

Конечными могут быть только пределы по кривым, касающимся единичной окружности.
Чтобы вычислить их, заметим, что

поэтому предел  конечен только если . Таким образом, достаточно рас-
смотреть пределы функции  вдоль окружностей

(3.5)

Считая  и , из (3.2) находим пределы

которые при  образуют полупрямую . Таким образом, единичная окружность
 отображается функцией  на полупрямую  в смысле всевозможных пределов вдоль

кривых, лежащих в замкнутом круге .

3.3. Отображение кривых

Найдем образы окружностей  и интервалов  при отображении функцией , см. фиг. 2а, 2б.
В случае окружности  выразим  и, подставляя в (3.2), получаем

(3.6)

Это параметрические уравнения окружности

с центром в точке  и радиусом , которая является образом
окружности , причем соответствие между точками этих окружностей взаимно однозначное.
Отметим, что абсциссы  центров окружностей  и радиусы  монотонно возрастают при
уменьшении радиуса  окружности . Выражая  через , получаем

(3.7)

Из параметрических уравнений (3.6) окружности  видно, что если точка  на окружности 
имеет угловую координату , то образ этой точки  на окружности  имеет относитель-
но центра этой окружности угловую координату , которая отсчитывается от положительного
направления вещественной оси , при  против, а при  по часовой стрелке. Следова-
тельно, образ интервала , содержащего точки, имеющие угловую координату , состоит из
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всех точек, каждая из которых имеет на проходящей через нее окружности  угловую коорди-
нату . Уравнение образа интервала  можно вывести из (3.2), считая . Разделим второе
уравнение на первое и выразим , а затем подставим во второе уравнение и получим

где . Записанное уравнение задает гиперболу с асимптотами

(3.8)

пересекающимися в точке , . Дуга  этой гиперболы, идущая от начала коорди-
нат ко второй из асимптот (3.8) при , является образом интервала .

3.4. Области однолистности

Лемниската , на которой обращается в нуль якобиан функции , делит единичный круг 
при  на три, а при  на две области. Эти области  взаимно однозначно отобра-
жаются в области , ограниченные полупрямой , являющейся образом единичной окруж-
ности, и двумя кривыми  и , являющимися образами двух ветвей  и  лемнискаты ,
см. фиг. 1. Кривые  и  являются огибающими для семейства окружностей , являющихся
образами тех окружностей , которые пересекаются с кривой . Две точки, в которых окруж-
ность  касается кривых  и  и точка  на вещественной оси, являющаяся пре-
дельной при стремлении  вдоль прообраза , делят окружность  на три дуги, каждая из
которых принадлежит одной из областей .

4. СООТВЕТСТВИЕ МЕЖДУ КРУГОМ И ЭЛЛИПТИЧЕСКИМ КОНУСОМ
4.1. Плоские сечения конуса

Рассмотрим эллиптический конус

(4.1)

На его образующей
(4.2)

выберем точку  на расстоянии  от начала координат. Проведем через эту точку плоскость

(4.3)

перпендикулярную к образующей (4.2). Выясним, в каком случае сечение конуса (4.1) этой плос-
костью является окружностью.

Радиус-вектор точки  равен

а радиус-вектор точки , в которой противоположная образующая
(4.4)

пересекает плоскость , есть
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Точка , являющаяся серединой отрезка , имеет радиус-вектор

(4.5)

Выберем на кривой, являющейся сечением конуса (4.1) плоскостью , произвольную точку 
с радиус-вектором

Эта кривая является окружностью, если для любой ее точки  справедливо , то есть

(4.6)
Из уравнения плоскости (4.3), которой принадлежит точка , выразим

а из уравнения конуса (4.1) с учетом последнего равенства выразим

Подставляя полученные выражения в (4.6), запишем

Раскрывая здесь скобки и приравнивая к нулю множители при  и , получаем два одинако-
вых равенства

Таким образом, уравнение конуса (4.1) принимает вид

(4.7)

Сечение полученного конуса (4.7) плоскостью  представляет собой окружность с центром в
точке , имеющей координаты (4.5), и радиусом

(4.8)

4.2. Отображение конуса на круг

Окружность единичного радиуса возникает при сечении конуса (4.7) плоскостью  с пара-
метром , где

(4.9)

Центром этой окружности служит точка  с координатами

(4.10)

В дальнейшем нам удобно использовать обозначение , где .
Спроецириуем конус на плоскость , а в ней введем декартову систему координат с центром

в точке ; ось абсцисс  направим по вектору , где

(4.11)
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а ось ординат  – по перпендикулярному к нему вектору , где  – точка на окружности с по-
ложительным значением координаты . Координаты точки  находятся как решение системы,
составленной из уравнения плоскости (4.3), конуса (4.7) и условия перпендикулярности

, в котором, согласно (4.10) и (4.11),

(4.12)

Решая эту систему уравнений, находим

и

(4.13)

Спроецируем часть конуса (4.7), заключенную между плоскостями  и , на эту послед-
нюю плоскость и поставим в соответствие каждой проецируемой точке конуса декартовы коор-
динаты  ее проекции.

Плоские координаты ,  точки конуса  вычисляются по формулам

(4.14)

где точка  – это проекция точки  на плоскость , или , в которой лежит точка . Проек-
ция  находится как точка пересечения этой плоскости с прямой, проходящей через точку  па-
раллельно образующей (4.2). Нетрудно получить

Запишем , где , и с помощью формул (4.14) с учетом (4.12) и (4.13)
найдем

(4.15)

Эти формулы задают отображение  области  конуса (4.7), заключенной между плоскостями
 и , на круг . Такое отображение является взаимно однозначным на . Действи-

тельно, при заданных значениях ,  из (4.15) и уравнения конуса (4.7) однозначно определяются
координаты

и тем самым задается обратное отображение . При этом на образующей  взаимная одно-
значность теряется:  отображается функцией  в точку , в которой обратная функция

 имеет различные пределы вдоль различных кривых.

4.3. Соответствие кривых

Как было установлено в п. 3.1, сечение конуса (4.7) плоскостью  при  проецируется
на плоскость  в виде окружности

или, с учетом формулы (4.9) для  и соотношения ,

Все такие сечения содержат по одной точке образующей (4.2), что соответствует тому, что их
проекции (4.3) проходят через точку , , см. фиг. 2в.
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Рассмотрим в плоскости  интервал прямой

(4.16)

проходящей через точку  под углом  относительно отрицательного направле-
ния вещественной оси . Выражая ,  c помощью (4.15) и подставляя в (4.16), находим, что
образом интервала  на конусе (4.7) служит интервал  его образующей, являющейся линией
пересечения конуса с плоскостью

5. СООТВЕТСТВИЕ МЕЖДУ МНОЖЕСТВОМ ЗНАЧЕНИЙ ЯДРА ПУАССОНА
И ПОВЕРХНОСТЬЮ ВРАЩЕНИЯ ГИПЕРБОЛЫ

5.1. Отображение круга на поверхность

Как было установлено в разд. 3, каждая окружность  радиуса , касающаяся единич-
ной окружности в точке , отображается ядром Пуассона  в окружность  с центром и ра-
диусом

(5.1)

Повернем каждую окружность  вокруг ее вертикальной оси симметрии  на 90°. Такое
преобразование соответствует отображению единичного круга  на поверхность , которое осу-
ществляется следующим образом. Для произвольной точки  определяем ее полярные коор-
динаты  и  и находим радиус  окружности , проходящей через эту точку. Затем
точке  ставим в соответствие точку

(5.2)

где , а  находим из (5.1). В результате получим отображение

(5.3)

которое является взаимно однозначным. В самом деле, предположим, что существуют две раз-
личные точки  и , которые отображаются в одну точку . Пусть эти точки лежат на
окружностях  с радиусами  и  cоответственно, а образами этих окружностей при отображе-
нии  являются окружности  с абсциссами центров  и . Из равенства координат 
их образов следует, что , а поскольку числа  и  сопоставлены взаимно однозначно, то

, то есть точки  и  лежат на одной окружности . Но каждая такая окружность с помо-
щью отображения (5.3) взаимно однозначно переводится в окружность на поверхности:  го-
меоморфно отображается в окружность , которая затем поворачивается на 90°. Полученное
противоречие доказывает взаимную однозначность отображения (5.3).

Из (5.2) сложением первого равенства с последним получаем формулы
(5.4)

задающие отображение  поверхности  на плоскость . Это отображение не является взаимно
однозначным.

Выведем неявное уравнение поверхности . Воспользуемся равенством (4.8), в котором по-
ложим  и запишем

(5.5)
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Поскольку , то . Подставляя сюда (5.5) и рассматривая отдельно
случаи  и , придем к неявному уравнению поверхности

(5.6)

в котором верхний знак берется при , а нижний при .

5.2. Образующая гипербола

Структура поверхности  определяется тем, что она образована, как это видно из (5.6), вра-
щением вокруг оси  гиперболы

(5.7)

возникающей при сечении плоскостью , см. фиг. 5. Приведем уравнение (5.7) к канониче-
скому виду с помощью ортогонального преобразования

где

суть собственные значения квадратичной формы (5.7), причем , и

В новых переменных ,  уравнение гиперболы записывается в виде

где

и

Рассматриваемая гипербола имеет асимптоты

пересекающиеся в точке , . Отметим, что ось вращения  не совпадает с осью
симметрии гиперболы (5.7).

5.3. Отображение кривых

Из результатов п. 3.3 следует, что отображение  переводит каждую окружность  при
 в окружность , а дугу гиперболы  в дугу гиперболы . Семейство кривых  вклю-

чает образующую гиперболу (5.7), которая соответствует значению угла  при  и
 при .
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5.4. Предельные значения параметра 
Рассмотрим три выделяющихся значения параметра : это ,  и , причем последние два от-

носятся к уравнению (1.2), не являющемуся эллиптическим.
При , как уже было отмечено во введении, функция  – это ядро Пуассона для уравне-

ния Лапласа. Эта функция является вещественнозначной, поэтому ее якобиан обращается в нуль
во всем единичном круге. При этом каждая окружность , касающаяся единичной в
точке , отображается точку . Таким образом, поверхность  при , сужаясь,
вырождается в полупрямую . Образующая гипербола (5.7) в этом случае вырождается в пару
прямых.

При  из (5.6) получаем , так что поверхностью вращения является конус.
Наконец, при  уравнение (5.7) приобретает вид

задающий гиперболу, у которой одна из вершин расположена в начале координат. Следователь-
но, поверхностью вращения ее правой ветви вокруг оси  является половина двухполостно-
го гиперболоида, ограничивающая одну его полость.

Заметим, что при значениях параметра  линия нуля якобиана вырождается в одну точку
 и соответствующее отображение  становится однолистным.

6. ОТОБРАЖЕНИЕ КОНУСА НА ПОВЕРХНОСТЬ ВРАЩЕНИЯ ГИПЕРБОЛЫ
6.1. Отображение поверхностей

Отобразим коническую область  с помощью функции , заданной формулами (4.15), на
единичный круг , а его, в свою очередь, на поверхность вращения гиперболы  с помощью
(5.3). В результате получим взаимно однозначное отображение , которое задается по
формулам

(6.1)

и продолжается на замыкание области , причем , где , .

6.2. Отображение кривых

Найдем образы окружностей , , и образующих конуса , , на поверх-
ности .

Окружность  является сечением поверхности  плоскостью , на которой выполняется
соотношение

Подставляя его в последнее равенство из (6.1), получаем , где . Но сече-
ние поверхности вращения  плоскостью , заданной равенством , представляет собой
окружность
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радиус которой можно найти с помощью (5.5):

При  имеем  и, следовательно, , так что окружность  отображается в начало ко-
ординат, см. фиг. 7, 8.

Образующая  конуса  отображается функцией  по формулам (4.15) на интервал прямой ,
для которого . Найдем образ такого интервала на поверхности . Из (5.3), учитывая, что

, получаем соотношения

которые задают полуплоскость , дающую при сечении поверхности  дугу гиперболы .
Полуплоскость  составляет угол  при  с положительным, а при  с отрицательным
направлением оси , отсчитываемый от соответствующего направления этой оси, см. фиг. 7, 8
соответственно. В обоих случаях угол между плоскостями, в которых лежат гиперболы  и ,
отсчитываемый от первой ко второй, равен , т.е. вдвое больше, чем угол между плоскостя-
ми, содержащими прообразы этих гипербол на конической области . Поскольку

= σ + σ λ + − σ − − σ λ + − σ + σ .21 sgn( )[(1 )( 1 ) (1 ) ( 1 ) 4 ]
2

R

κ = 1 λ = 0 = 0R #1

ϕL _ F ϕI
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< ρ < θ0 2 cos
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Фиг. 7. Отображение конической области  на поверхность вращения гиперболы  при .
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, то угол  пробегает значения от  до , так что гиперболы, возникающие в
плоских сечениях, осуществляют полный оборот вокруг оси .

Автор выражает большую благодарность В.И. Власову за плодотворные обсуждения и ценные
советы при подготовке статьи.
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