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В статье рассматривается линейное гиперсингулярное интегральное уравнение на поверхно-
сти (замкнутой или разомкнутой с краем), возникающее при решении краевой задачи Ней-
мана для уравнения Лапласа методом граничных интегральных уравнений, если представить
решение в виде потенциала двойного слоя. Для такого уравнения строится численная схема,
основанная на триангуляции поверхности, аппроксимации решения кусочно-линейной
функцией и применении метода коллокации в вершинах треугольников, аппроксимирую-
щих поверхность. В результате возникает система линейных уравнений, коэффициенты ко-
торой выражаются через интегралы по ячейками разбиения, содержащие произведения ба-
зисных функций на ядро с сильной особенностью. В статье получены аналитические форму-
лы для нахождения этих коэффициентов. Это потребовало вычисления указанных
интегралов, выполнив для каждого интеграла обход окрестности особой точки так, чтобы в
результате система линейных уравнений аппроксимировала интегралы от неизвестной функ-
ции в точках коллокации в смысле конечного значения по Адамару. Проведено тестирование
метода на модельных задачах. Библ. 17. Фиг. 9.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В статье рассматривается линейное гиперсингулярное интегральное уравнение на поверхно-
сти (замкнутой или разомкнутой с краем), возникающее при решении краевой задачи Неймана
для уравнения Лапласа методом граничных интегральных уравнений, если представить решение
в виде потенциала двойного слоя. Такое представление решения позволяет решать как внешнюю
или внутреннюю задачу в области, границей которой является замкнутая поверхность, так и за-
дачу на экране. В обоих случаях возникает интегральное уравнение с одним и тем же ядром, ко-
торое имеет сильную особенность, интеграл понимается в смысле конечного значения по Ада-
мару.

Численные методы, основанные на решении такого уравнения, возникают, в частности, при
решении задач аэродинамики панельными (вихревыми) методами. В так называемом методе
“вихревых рамок”, возникшем первоначально из эмпирических соображений, при учете гра-
ничного условия по существу решается рассматриваемое интегральное уравнение на границе те-
чения с применением кусочно-постоянной аппроксимации неизвестной функции и принципа
коллокации ([1], [2, c. 473–477]). В дальнейшем методы такого типа были распространены на
другие классы задач математической физики, в которых возникают аналогичные гиперсингу-
лярные интегральные уравнения на граничной поверхности с сильной особенностью, раскрыва-
емой в смысле конечного значения по Адамару (см. [3]–[5]).
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Ряд результатов по сходимости метода кусочно-постоянных аппроксимаций и коллокаций
для гиперсингулярных интегральных уравнений рассматриваемого типа был получен в работах
[6], [7], однако только для случая, когда уравнение решается на плоском экране и используется
равномерное разбиение на прямоугольные ячейки.

В работах [8], [9] для рассматриваемого интегрального уравнения построена и обоснована
численная схема на основе кусочно-постоянной аппроксимации неизвестной функции с регу-
ляризацией путем аппроксимации неизвестной функции константой в окрестности особой точ-
ки. Такая схема применима для достаточно произвольных разбиений поверхности. Однако ра-
диус указанной окрестности особой точки должен быть много больше диаметра разбиения. Это
обстоятельство, обеспечивая формальную сходимость метода, приводит к сильному снижению
его точности при реальных вычислениях [10].

В работе [11] для одномерного гиперсингулярного интегрального уравнения на отрезке по-
строена численная схема, основанная на кусочно-линейной аппроксимации неизвестной функ-
ции и методе коллокаций. При этом также осуществляется аппроксимация неизвестной функ-
ции константой в окрестности особой точки, однако здесь радиус данной окрестности выбира-
ется независимо от шага разбиения (может быть меньше шага разбиения). Для этой схемы в [11]
доказана равномерная сходимость численных решений к точному на сетке при одновременном
стремлении к нулю шага сетки и радиуса области регуляризации. В работе [12] данный подход
был распространен на случай интегрального уравнения на замкнутой поверхности. Для гипер-
сингулярного уравнения на замкнутой поверхности была теоретически исследована численная
схема, в основе которой лежат триангуляция поверхности и кусочно-линейная аппроксимация
неизвестной функции на каждом треугольнике с применением метода коллокаций в вершинах
треугольников. В результате возникает система линейных уравнений, коэффициенты которой
выражаются через некоторые интегралы по ячейкам разбиения, в том числе с сильной особен-
ностью. Получено теоретическое доказательство сходимости приближенных решений к точному
в равномерной метрике при диаметре разбиения, стремящемся к нулю.

Однако вопросы конструктивной реализации разработанного метода в работе [12] не рассмат-
ривались. Этим вопросам посвящена настоящая статья. Ниже получены аналитические форму-
лы для коэффициентов возникающей системы линейных уравнений. Эти коэффициенты выра-
жаются через интегралы по ячейками разбиения, содержащие произведения базисных функций
на ядро с сильной особенностью. При этом каждый интеграл вычисляется с обходом окрестно-
сти особой точки так, чтобы в результате система линейных уравнений аппроксимировала инте-
гралы от неизвестной функции в точках коллокации в смысле конечного значения по Адамару.
Произведено тестирование численного метода на модельных примерах.

2. ВИД РАССМАТРИВАЕМОГО УРАВНЕНИЯ

Пусть  – простая гладкая поверхность, которая может быть замкнутой или разомкнутой с
краем  (край есть замкнутая кусочно-гладкая кривая). Рассматривается интегральное уравне-
ние относительно функции :

(1)

где  – элемент площади,  – единичная нормаль к поверхности  в точке , а  – про-
изводная по направлению вектора , которая вычисляется как частная производная функции,
зависящей от переменной , при фиксированном значении переменной . Подынтегральное
выражение имеет особенность порядка  при стремлении  к . Интеграл в уравнении (1)
понимается в смысле конечного значения по Адамару [6, с. 131]:

(2)

где  – трехмерная окрестность точки  радиуса .
В случае разомкнутой поверхности на ее краю ставится условие

(3)
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Записанное интегральное уравнение возникает при решении методом граничных интеграль-
ных уравнений краевой задачи Неймана для уравнения Лапласа в области , границей которой
является поверхность :

(4)

В случае, если поверхность  замкнутая, считается, что  есть одна из областей (внешняя 
или внутренняя ), на которые поверхность  делит трехмерное пространство. В случае, когда

 есть разомкнутая поверхность, область  есть все пространство вне этой поверхности (здесь
мы считаем, что поверхность содержит свой край и поэтому является замкнутым множеством в
трехмерном пространстве), граничное условие ставится на обеих сторонах поверхности  (рас-
сматривается задача на экране) за исключением точек края, функция  одна и та же для обеих
сторон поверхности.

В случае внешней задачи для замкнутой поверхности ( ), а также в случае разомкнутой
поверхности, ставится условие

В каждой точке поверхности , за исключением точек края в случае замкнутой поверхности,
должны существовать краевые значения у функции  и у ее первых производных (со стороны об-
ласти  в случае замкнутой поверхности  и на обеих сторонах в случае разомкнутой поверхно-
сти). В случае разомкнутой поверхности ставится требование ограниченности функции  в
окрестности края.

Будем искать функцию  в виде потенциала двойного слоя:

(5)

где  – неизвестная плотность.

Пусть  есть пространство функций, непрерывных по Гёльдеру на поверхности  с

показателем ,  – пространство функций, непрерывно диффернцируемых на по-
верхности  и у которых поверхностный градиент  непрерывен по Гёльдеру с показателем

 на поверхности  (понятие поверхностного градиента – см. [13, c. 45]).

Если выполнено условие , то в каждой точке , не лежащей на краю в случае
разомкнутой поверхности, существуют краевые значения производной функции , для которых
справедливо равенство (см. [6, c. 125–129]):

(6)

где интеграл в правой части определен в смысле конечного значения по Адамару (2).
Таким образом, краевая задача Неймана для уравнения Лапласа может быть сведена к гипер-

сингулярному интегральному уравнению (1).
Необходимость рассмотрения уравнения (1) с сильной особенностью возникла при решении

краевой задачи Неймана (4) в случае, когда поверхность  является тонким экраном. Такая зада-
ча не может быть сведена к интегральному уравнению Фредгольма II рода с интегрируемым яд-
ром, как это делается в случае классической задачи Неймана в области, ограниченной замкнутой
поверхностью. Первоначально основным инструментом теоретического анализа уравнений ви-
да (1) была теория псевдо-дифференциальных операторов, действующих в пространствах Собо-
лева. Так, в работе [14] доказана разрешимость уравнения (1) в некотором классе обобщенных
функций и предложена схема типа Галеркина для его приближенного решения.

Однако формулировка и обоснование методов типа коллокации естественным образом свя-
заны с трактовкой интеграла в уравнении (1) в смысле конечного значения по Адамару и рас-
смотрением этого уравнения в пространствах обычных функций определенной гладкости. При-
ведем некоторые полученные ранее результаты о разрешимости уравнения (1) в таких простран-
ствах.
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В случае замкнутой поверхности ищется решение уравнения (1) . В статье [8] пока-
зано, что при , , следующее условие:

(7)

является необходимым и достаточным условием разрешимости уравнения (1). При этом общее
решение имеет вид  где  – произвольная константа, , причем функцию

 можно выбрать удовлетворяющей условию (7).
В случае разомкнутой поверхности ищется решение в классе функций , удовлетворя-

ющих условию (3) и таких, что на любой поверхности  – части поверхности , отделенной

от ее края положительным расстоянием, выполнено условие  с некоторым 
(легко показать, что для функций  такого вида формула (6) по-прежнему верна во всех точках ).

В случае, когда поверхность  есть плоский экран, являющийся выпуклым множеством на
плоскости с кусочно-гладкой границей , существование и единственность такого решения
для случая  следуют из результатов, полученных в статье [15].

3. КВАДРАТУРНАЯ ФОРМУЛА И СИСТЕМА ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ
Опишем предлагаемый численный метод решения уравнения (1) и приведем основные ре-

зультаты, полученные в статье [12].
Осуществим триангуляцию исходной поверхности  таким образом, что полученная прибли-

женная простая поверхность  является объединением треугольников , , вершины
которых лежат на поверхности , и треугольники образуют конформную сетку на поверхности .
Последнее требование означает, что множеством пересечения любых двух различных треуголь-
ников являются либо их общая целая сторона, либо одна общая вершина, либо пустое множе-
ство. В случае замкнутой исходной поверхности  приближенная поверхность  также должна
быть замкнута. В случае разомкнутой поверхности  приближенная поверхность  также есть
разомкнутая поверхность с краем , который является замкнутой ломаной линией.

Обозначим  множество всех различных вершин треугольников  в
случае замкнутой поверхности и множество различных вершин треугольников , не лежащих на
краю  в случае разомкнутой поверхности. Будем называть такие вершины внутренними.

Сформируем для каждой внутренней вершины  множество треугольных ячеек  та-

ких, что , , и пусть  (  есть поверхность, объединяющая все ячей-
ки, для которых точка  является одной из вершин).

Построим на приближенной поверхности  систему базисных функций , , пира-
мидального вида, каждая из которых является линейной функций на каждом из треугольников ,

, и удовлетворяет условиям:

(8)

На каждом треугольнике , , функция  принимает значение 1 в точке  и
значение  в двух других вершинах. На ячейках, не лежащих на поверхности , выполнено ра-
венство .

Пусть  – искомое решение уравнения (1). Рассмотрим на поверхности  линейную на каж-
дой из ячеек аппроксимации , , функцию

(9)
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Функция  является непрерывной на поверхности  и удовлетворяет условию ,
. В статье [12] предложена квадратурная формула для значений интеграла  в точках

, основанная на замене поверхности интегрирования  на поверхность  и функции 
на функцию  в подынтегральном выражении.

Поскольку функция  не дифференцируема в точках , простой такой замены недостаточ-
но. Для каждой точки  при построении квадратурной формулы для значения интеграла в
этой точке строится ее трехмерная окрестность  радиуса , на поверхности  выделяет-
ся участок , на котором функция  всюду полагается равной . Введем обо-
значение  для множества ячеек, содержащих вершину  и получающихся из
множества ячеек  в результате вырезания окрестности .

Предположение 1. Параметр  выбирается так, что  при .
Обозначим:

(10)

Отметим, что градиент интеграла, стоящего в круглых скобках, имеет на поверхности  в окрест-
ности рассматриваемой точки  устранимую особенность [12], и в данной формуле понимается
значение производной от записанного интеграла при .

В результате получим следующую квадратурную формулу:

(11)

Записывая интегральное уравнение (1) в узлах коллокации  и заменяя интегральный
оператор его приближением по формуле (11), получим систему линейных уравнений относи-
тельно неизвестных , аппроксимирующих значения функции  в точках , :

(12)

В случае разомкнутой поверхности будем решать систему (12).
В случае замкнутой поверхности данная система является вырожденной (сумма элементов

каждой строки матрицы ее системы равна  [12]). Это отражает и свойства исходного уравнения (1):
для него есть условие разрешимости на правую часть (7) и решение не единственно. Поэтому ре-
шение, лежащее в классе функций, удовлетворяющих условию (7), ищем из системы линейных
уравнений (см. [12]):

(13)

относительно неизвестных , где  есть регуляризирующая переменная,

В статье [12] доказано, что если решение уравнения (1) удовлетворяет условию ,
, то при определенных предположениях о свойствах замкнутой поверхности  и при

условии, что все углы треугольников разбиения не могут быть меньше некотрого , найдет-
ся константа , не зависящая от разбиения такая, что:
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4. ВЫЧИСЛЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТОВ

Перейдем к рассмотрению вопроса о вычислении коэффициентов  системы (12), для кото-

рых получим аналитические выражения. Выражение для коэффициентов  перепишем в виде:

(14)

Обозначим также,  – сектор с центром в точке , вырезаемый на ячейке

 -окрестностью этой точки,  – дугу сектора ,  –

см. фиг. 1. При этом в случае, когда точка  не является вершиной ячейки , множества точек
 и  являются пустыми. На фиг. 1 серым цветом выделено множество  – носи-

тель функции  за вычетом точек -окрестности точки .
Таким образом, необходимо вычислить интегралы, входящие в формулу (14), каждый из ко-

торых берется по поверхности , которая есть плоская поверхность, не содержащая
точку , одного из следующих видов (см. фиг. 1):

–  есть треугольник , (в случае, когда точка  не является вершиной треугольника ) –
ячейки на фиг. 1a, а также некоторые из ячеек на фиг. 1б;

–  есть поверхность  – треугольник  с вершиной в точке , из которого вырезан сек-

тор  радиуса  с центром в точке  – случай (б), если при этом , или случай (в), если
при этом .

Кроме того, при вычислении коэффициента  при  (случай (в)) вычисляется интеграл (10).
Для нахождения интегралов по поверхности  будем использовать формулу

где мы ввели обозначение

 – потенциал двойного слоя с плостностью  вида (5), размещенный на поверхности .
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Фиг. 1. Структура области интегрирования при вычислении коэффициентов : (a) точки  и  не являются
вершинами одного треугольника, (б) существует треугольник с вершинами в точках  и , , (в) 
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Сначала проведем некоторые вспомогательные рассуждения.

Пусть  – простая гладкая поверхность класса  с краем , . Тогда для точек ,
не лежащих на поверхности , справедлива формула (см. [13, с. 68–69]):

(15)

где  – дифференциал дуги,  – орт вектора касательной к контуру , выбираемый так, что-
бы при движении вдоль контура в направлении вектора  при нормали к поверхности, направ-
ленной вверх, поверхность оставалась слева. При этом градиент функции  имеет в каждой точке

 краевые значения, для которых справедлива формула

где через  обозначено прямое значение, получаемое при непосредственной подстановке
точки  в правую часть формулы (15), первый интеграл понимается в смысле главного значения.
Доказательство формулы (15) для случая замкнутой поверхности приведено в [13], и в этом слу-
чае в ней отсутствует последний интеграл по контуру . Для разомкнутой поверхности с краем
формула доказывается аналогичным образом, используя небольшое уточнение в самом конце
рассуждения из [13, с. 69].

Пусть теперь  – ограниченная плоская поверхность с краем,  – линейная на поверхности 
функция, точка  лежит вне поверхности . Используя формулу (15), представим векторное поле

 в виде суммы интегралов:

Последнюю формулу запишем в виде

(16)

(17)

где  – постоянный вектор нормали к плоской ячейки ,  – поверхностный градиент
функции , причем вектор  является постоянным на ячейке  в силу линейности
функции . В определении интеграла  кривая  есть кусочно гладкая кривая, замкнутая
или разомкнутая.

Рассмотрим интеграл .
Если функция  определена и непрерывно дифференцируема в трехмерной окрестности по-

верхности (включая саму поверхность), то на поверхности определен поверхностный градиент,
который связан с обычным (пространственным) градиентом формулой:

(18)

Пусть  – простая гладкая поверхность с краем  класса , функция  является непрерывно диф-
ференцируемой на поверхности  (включая край). Тогда справедлива формула (см. [13, с. 46]):

(19)

здесь  – единичный вектор нормали к граничной кривой , который перпендикулярен норма-
ли  к поверхности и направлен наружу от поверхности ,  – средняя кривизна поверхности.
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Так как рассматриваемая поверхность  плоская, на ней функция  – средняя кривизна, рав-
на нулю, а , где через  мы обозначили нормаль к плоскости, в которой лежит ячейка.
Используя равенство  и формулы (18), (19), получаем

Для интеграла , с учетом того, что ячейка  плоская, сразу можем записать:

(20)

где  – ориентированный телесный угол, под которым видна ячейка  из точки  (этот угол
считается положительным, если из точки  видна положительная сторона поверхности, и отри-
цательным в противоположном случае). Заметим, что когда поверхность представляет  собой
треугольник с вырезанным сектором вокруг точки , являющейся вершиной треугольника, те-
лесный угол равен . Алгоритм расчета телесного угла, под которым виден из заданной точки
треугольник описан, например, в [16].

Рассмотрим интеграл . Этот интеграл нам необходимо вычислить для двух видов поверхно-
сти : треугольник и плоская поверхность, возникающая при вырезании из треугольника секто-
ра вокруг одной из вершин, причем радиус этого сектора меньше, чем расстояние от его центра
до других вершин. Этот интеграл разбивается на интегралы двух видов.

Пусть  – дуга окружности с центром  и радиусом ,  – направленный к точке  еди-
ничный вектор нормали к дуге  в лежащей на ней точке . Рассмотрим интеграл

Введем систему координат с началом координат в точке  и базисными векторами ,

. Здесь  – это нормаль к сектору . Тогда в этой системе координат получаем

(21)

где  – угол раствора сектора. Заметим, что данный интеграл не зависит от радиуса окружности.

Также, для вычисления интеграла , рассмотрим следующий интеграл по отрезку :

(22)

(23)

Заметим, что полученное выражение, является перестановочным по отношению к точкам  и .
Перестановочность важна, так как по построению триангуляции точка  обязательно лежит вне
отрезка , однако может попасть на его продолжение, что может привести к вырождению вы-
ражения (23). Если точка  принадлежит прямой, проходящей через точки  и  и, кроме того,
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, то выражение (23) вырождается, однако, в силу перестановочности можно ис-
пользовать выражение

(24)

Заметим, что случай одновременного вырождения обоих выражений в рассматриваемой числен-
ной схеме не возникает, так как в вычисляемых в ней интегралах точка  не может находить-
ся на отрезке  – стороне ячейки .

При реализации численной схемы будем применять условие:

(25)

Теперь мы можем записать следующие выражения для интеграла :

(i) если поверхность  есть треугольник  (  в случае , см. случаи (а) и (б) на
фиг. 1), то

(26)

(ii) если поверхность  есть треугольник  с вырезанным сектором (  в случаях
(б) или (в), см. фиг. 1), причем вершина , вокруг которой вырезается сектор, соответствует вер-
шине , а дуга  имеет концы  и , то

(27)

где для вычисления  используются формулы (23)–(25), интеграл  вычисляется в соответ-
ствии с формулой (21),  – вектор нормали к стороне , лежащий в плоскости рассматрива-
емой ячейки и направленный наружу от ячейки.

Теперь рассмотрим вектор  из формулы (16). Для нахождения этого вектора необходимо вы-
числить вектор  – поверхностный градиент линейной функции , который явля-
ется постоянным вектором на плоской ячейке.

Рассмотрим базисную функцию  на треугольнике , который является
одним из треугольников разбиения, на котором эта базисная функия не равна нулю тожде-
ственно. Считаем, что вершины треугольника обозначены так, что .
Пусть , . В силу линейности функции , справедливо равенство:

, . Тогда вектор  ищем из системы уравненний:

Решением этой системы является вектор

(28)

Перейдем к рассмотрению контурного интеграла  в формуле (16).
Напомним, что формула (16) применяется к каждой ячейке разбиения. При вычислении ко-

эффициента  интеграл  вычисляется для функции  по краю  каждой ячейки ,
, на которой функция  не равна нулю тождественно, причем по сторонам ячеек,

выходящим из точки , мы посчитаем этот интеграл дважды для двух соседних ячеек в разных
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направлениях. На сторонах, не содержащих точку , функция  обращается в нуль. Поэтому
справедлива формула:

означающая, что вклад в коэффициент  вносят только интегралы по дугам . Рассмотрим
вычисление таких интегралов.

Пусть треугольник  есть ячейка триангуляции, содержащая одновременно узлы  и 
(эти узлы могут как совпадать, так и быть соседними вершинами), причем  – вершина, во-
круг которой вырезается сектор , где точки  и  есть концы дуги окружно-
сти, ограничивающей этот сектор. Обозначим  углы у вершин  и  соответственно.

Рассмотрим интеграл  по дуге , где  – линейная функция, принимающая зна-
чение 1 в одной из вершин треугольника и значение 0 в двух других.

В случае, когда  (случай , фиг. 2a), из теоремы синусов для треугольника  по-
лучаем

где ,  – угол между лучами  и , . Тогда получаем формулу

(29)

где  – нормаль к плоскости треугольника.

Eсли  (случай , фиг. 2б), , аналогичным образом имеем

(30)

Перейдем к рассмотрению интеграла , определяемого формулой (10). Применяя форму-
лу (15) c  к каждому из элементов ,  и учитывая, что интегралы по сторонам

ячеек , которые лежат на лучах, выходящих из вершины , взаимно сокращаются для со-
седних ячеек, получаем (см. фиг. 1)
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Из последнего выражения имеем

(31)

где  – угол раствора сектора .
Таким образом, мы получили следующие формулы для вычисления рассматриваемых коэф-

фициентов матрицы:

(32)

где  – вектор нормали к поверхности  в точке , вектор  – поверхностный градиент

функции  на ячейке , являющийся постоянным вектором, рассчитывается по формуле (28),
 – нормаль к ячейке . Интеграл  вычисляется по формулам (26), (27) в зависимости от

вида ячейки , интеграл  вычисляется по формуле (20). Слагаемое  рассчитывается по фор-
муле (29), если , и по формуле (30) если , причем этот интеграл отсутствует (полагается
равным 0), если . Для вычисления интеграла  используется формула (31).

Замечание. При практических расчетах, приведенных далее, вектор нормали  в вершине  рассчиты-
вался как сумма нормалей всех треугольников, которым принадлежит точка , осредненная по площадям
этих треугольников.

5. ЧИСЛЕННЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ: ПРИМЕРЫ РАСЧЕТОВ И ОБСУЖДЕНИЕ
Было осуществлено тестирование разработанного метода на примере решения уравнения (1),

возникающего в классических задачах о потенциальном обтекнии сферы и прямоугольной пла-
стинки потоком идеальной несжимаемой жидкости.

5.1. Уравнение на сфере
Рассмотрим задачу о потенциальном обтекании сферы радиуса  потоком идеальной не-

сжимаемой жидкости, имеющим на бесконечности постоянную скорость  такую, что .
Пусть  – поверхность сферы. Задача состоит в отыскании поля скоростей жидкости

, в котором потенциал  является решением краевой задачи (4) в области  вне
сферы с  (такое условие равносильно требованию  на поверхности сферы). Как
упоминалось выше, данная краевая задача сводится к интегральному уравнению (1), если искать
потенциал  в виде потенциала двойного слоя (5).

Для сформулированной задачи известно аналитическое выражение для поля скоростей , ко-
торое позволяет выписать аналитическое решение возникающего на поверхности сферы  урав-
нения (1). В частности (см. [17, c. 42]), на поверхности сферы выражение для вектора скорости 
имеет вид

(33)

где  – точка на поверхности сферы,  – радиус-вектор точки  относительно центра сферы,
 – угол между векторами  и вектором ,  – единичный вектор нормали к плоскости,

образованной векторами  и  (при этом  есть единичнй вектор касательной к дуге большой
окружности, проведенной через точку  параллельно вектору , если угол  равен нулю, вектор 
не определен, в этом случае  по непрерывности).

Чтобы отсюда найти функцию  – решение уравнения (1), заметим, что если функция  есть
решение этого уравнения, то потенциал двойного слоя (5) является решением одновременно и
внутренней, и внешней задач (4) в силу формулы (6). Тогда функция , которая
в области вне сферы есть потенциал полного течения ( ), определена данным выраже-
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нием и внутри сферы. При этом в области  внутри сферы потенциал  удовлетворяет урав-
нению Лапласа, а на ее границе  условию . Значит,  в области .
Поскольку краевые значения потенциала двойного слоя  на поверхности  удовлетворяют
условию , заключаем, что на поверхности сферы выполнено условие .

Теперь возьмем точку  – полюс сферы, обращенный к набегающему потоку, которой соот-
ветствует полярный угол . Пусть  – произвольная точка на поверхности сферы,

 – дуга большой окружности с началом в точке  и концом в точке . Тогда

где , ,  и  – те же, что и в формуле (33). При этом решение, удо-
влетворяющее условию (7), имеет вид

Была проведена серия расчетов, в которых решалось уравнение (1) с применением триангуля-
ции поверхности на различное количество ячеек (см. фиг. 3). Использовались разбиения, где в
качестве начальной поверхности брался правильный октаэдр с вершинами на координатных
осях декартовой системы координат  с началом в центре сферы. Далее последовательно
строились новые разбиения, получаемые добавлением вершин на лучах, выходящих из центра
сферы в центр каждого ребра предыдущего разбиения. На фиг. 3 для некоторых из разбиений,
используемых в расчетах, изображено сечение плоскостью , на котором осуществлялось
сравнение полученных численно значений функции  и ее поверхностного градиента  с точ-
ными значениями. При этом вектор скорости набегающего потока  направлен вдоль оси .

На графиках на фиг. 4 приведены зависимости значения искомой функции  от сферической
координаты  вдоль линии, лежащей в плоскости  (cм. фиг. 3 ), для различных разбиений
(на рисунке указано количество уравнений в системе (13)). На фиг. 5 приведены аналогичные за-
висимости для величины , а также показано поле скоростей жидкости, полученное чис-
ленно в одном из расчетов. С физической точки зрения , где  – значение модуля ка-
сательной скорости на поверхности сферы (см. формулу (33)). Значения функции  вычисля-
лись в центрах ячеек, попавших на сечение, по формуле (9), в которой за значения ,
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Фиг. 3. Разбиения поверхности сферы.
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, принимались значения , полученные при решении системы (13). Поверхностный
градиент функции  вычислялся по формуле:

следующей из формулы (9), градиент базисной функции , являющийся постоянным
вектором на соответствующей ячейке, вычислялся по формуле (28).

Наблюдается практическая сходимость метода, как в отношении вычисления функции , так
и в отношении ее поверхностного градиента.

Следует отметить, что важное значение имеет выбор параметра  – радиуса регуляризирую-
щей окрестности. Тестирование было проведено для различного выбора радиуса окрестности
области регуляризации, в том числе “динамического”, т.е. подбираемого для каждой вершины
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Фиг. 4. Метод кусочно-линейных аппроксимаций: значение функции  на сечении.
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пропорционально минимальной высоте, выходящей из этой вершины на стороны содержащих
ее треугольников. Однако наилучшая сходимость наблюдалась при фиксированном значении
параметра , общем для всех точек и близком к максимально возможному в соответствии с пред-
положением 1: в приведенных расчетах мы полагали , где  – минимальная из всех
высот всех треугольников разбиения.

Для сравнения аналогичные расчеты были проведены с применением метода кусочно-посто-
янных аппроксимаций и коллокаций (метод вихревых рамок), описанного в [2], с. 473–475. При
сравнении с предлагаемым в настоящей статье методом вычислялись зачения функции  и ее по-
верхностного градиента  в центрах ячеек, лежащих на сечении (фиг. 3), при использова-
нии тех же разбиений поверхности сферы (за значение в центре ячейки принималось значение
кусочно-постоянной функции  на этой ячейке).

Важно отметить, что в отличие от метода кусочно-линейных аппроксимаций, метод кусочно-
постоянных аппроксимаций (метод вихревых рамок) не предоставляет непосредственного спо-
соба для вычисления поверхностного градиента решения. Расчет этого градиента по значениям
функции  в центрах ячеек на произвольной сетке представляет собой отдельный вопрос. Далее
в тестовых расчетах на рассматриваемом сечении использовалась приближенная формула:

где  – значение полярного угла в рассматриваемой точке, попавшей на сечение,  и  – зна-
чения полярного угла в соседних точках на этом сечении (такой способ естественен для точек
имеенно выбранных сечений),  – тот же, что и в формуле (33),  – значение функции , со-
ответствующее точке  с угловым положением  на данном сечении.

На фиг. 6 приведены зависимости максимальной абсолютной погрешности для значений
функции  и вектора  в центрах ячеек рассматриваемых сечений, в зависимости от числа
уравнений при использовании кусочно-линейного и кусочно-постоянного методов аппрокси-
мации. Здесь следует заметить, что при одном и том же разбиении число возникающих дискрет-
ных уравнений для сравниваемых методов различно: для замкнутого тела оно на 1 больше числа
вершин в случае кусочно-линейного метода и числа ячеек в случае кусочно-постоянного. По оси
абсцисс отложено число уравнений, поскольку именно оно, а не число ячеек, определяет вычис-
лительные затраты. Видно, что точность метода кусочно-линейных аппроксимаций выше, осо-
бенно при вычислении поверхностного градиента.

На фиг. 7a изображена средняя абсолютная ошибка функции  в центрах ячеек по всей сфере,
причем осреднение производилось, учитывая площади ячеек. Для метода кусочно-линейных ап-
проксимаций на фиг. 7б представлен график средней абслолютной ошибки для градиента.

5.2. Уравнение на пластине
В качестве следующего теста была рассмотрена задача о потенциальном обтекании прямо-

угольной пластины потоком идеальной несжимаемой жидкости, имеющим на бесконечности
постоянную скорость , направленную перпендикулярно поверхности пластины. Была взята

ε
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Фиг. 6. Максимальная абсолютная ошибка на сечении: (a) функции , (б) вектора 
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пластина в форме прямоугольника в плоскости , определяемого соотношениями
, , вектор скорости набегающего потока брался в виде . Так же,

как и задача об обтекании сферы, эта задача сводится к уравнению (1) на поверхности пластины  с
правой частью . При этом поле скоростей опять имеет вид , где  есть по-
тенциал двойного слоя (5). Отметим, что здесь решается интгеральное уравнение (1) на разо-
мкнутой поверхности.

На фиг. 8 приведены зависимости неизвестной функции  от координаты  вдоль линии на
пластине, заданной уравнением , полученные для различных разбиений пластины – пла-
стина сначала разбивалась на квадратные ячейки, затем каждая квадратная ячейка разбивалась
диагоналями на 4 треугольника. На рисунке в формате  указано число квадратов вдоль сто-
рон пластины. Здесь также видна тенденция к сеточной сходимости, причем наибольшие разли-
чия между кривыми наблюдаются в точке максимума. Также показано поле скоростей жидкости,
полученное численно в одном из расчетов, где интегральное уравнение решалось методом ку-
сочно-линейных аппроксимаций.

На графике фиг. 9 приведена зависимость максимального значения функции  от числа урав-
нений. Для сравнения, приведена аналогичная зависимость, полученная методом кусочно-по-
стоянных аппроксимаций на тех же разбиениях поверхности пластины (при одном и том же раз-
биении число уравнений для методов кусочно-линейных и кусочно-постоянных аппроксима-
ций различно).
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6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В статье разработана численная схема решения гиперсингулярного интегрального уравне-

ния (1) на основе метода кусочно-линейных аппроксимаций и коллокаций. Уравнение сведено
к системе линейных алгебраических уравнений, для коэффициентов которой получены анали-
тические выражения. Произведено тестирование разработанного метода на примере решения
интегральных уравнений, возникающих при решении задач о потенциальном обтекании идеаль-
ной несжимаемой жидкостью сферы и прямоугольной пластины. Сравнение с известным мето-
дом кусочно-постоянных аппроксимаций (методом вихревых рамок), широко используемым в
вычислительной аэродинамике, показало более высокую скорость сходимости разработанного
метода при вычислении неизвестной функции и, особенно, при вычислении ее поверхностного
градиента. Последнее важно с точки приложений. В частности, применяемые в аэродинамике
панельные методы, основаны на решении уравнений такого типа. При этом поверхностный гра-
диент плотности потенциала двойного слоя, относительно которой решается уравнение, необ-
ходим для нахождения касательных скоростей на поверхности тела [16].
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