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В работе исследована стационарная задача радиационно-кондуктивного теплообмена в трех-
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становка, где не заданы краевые условия для интенсивности излучения, но имеется дополни-
тельное краевое условие для температурного поля. Установлена нелокальная разрешимость
задачи и показано, что множество решений гомеоморфно конечномерному компакту. Пред-
ставлено условие единственности решения. Библ. 27.
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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ
Стационарная нормализованная диффузионная модель, описывающая радиационный и кон-

дуктивный теплообмен в ограниченной области , имеет следующий вид [1]:

(1)

Здесь  – нормализованная температура,  – нормализованная интенсивность излучения,
усредненная по всем направлениям. Положительные физические параметры , ,  и , описы-
вающие свойства среды, определяются стандартным образом [2].

Предполагается, что функция  удовлетворяют следующему условию на границе :

(2)
Для задания стандартного краевого условия для интенсивности излучения

(3)
требуется знать функцию , , описывающую отражающие свойства границы. Здесь
через  обозначаем производную в направлении внешней нормали .

В случае, если функция  неизвестна, естественно вместо краевого условия для интенсивно-
сти излучения задавать тепловые потоки на границе

(4)
В данной работе изучается краевая задача (1), (2), (4), на которую будем ссылаться как на задачу .
Зная решение указанной задачи, можно вычислить неизвестную функцию , используя уравне-
ние (3).

Теоретический анализ краевых задач, связанных с моделями радиационного теплообмена,
позволяет оценить адекватность соответствующих моделей. Отметим работы [3]–[19], посвя-
щенные краевым и обратным задачам, а также задачам управления для уравнений радиационно-
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го теплообмена в рамках -приближения для уравнения переноса излучения. Анализ различных
краевых задач, связанных с радиационным теплообменом, представлен в [20]–[25], где также
имеется хорошая библиография по сложному теплообмену. Нелокальная однозначная разреши-
мость нестационарной задачи для уравнений сложного теплообмена без краевых условий на ин-
тенсивность излучения и с условиями (2), (4) для температуры доказана в [26].

Вопрос о корректности сформулированной стационарной краевой задачи является полно-
стью открытым. Основные результаты работы состоят в получении априорных оценок решения
задачи , на основе которых доказана нелокальная разрешимость. Кроме того, показано, что
множество решений гомеоморфно компакту в конечномерном пространстве и представлено до-
статочное условие единственности решения.

2. ФОРМАЛИЗАЦИЯ ЗАДАЧИ

В дальнейшем считаем, что  – ограниченная строго липшицева область, граница  ко-
торой состоит из конечного числа гладких кусков. Более точно, будем предполагать, что для об-
ласти  справедливы свойства 1,2 из [27, гл. 3, параграф 8]. Через ,  обозначаем про-
странство Лебега, а через  – пространство Соболева ,  – замыкание  по норме
пространства . Далее через ,  обозначаем скалярное произведение и норму в ,

Пусть . Условия на область  позволяют выбрать скалярное
произведение в  в виде , .

В дальнейшем будем использовать следующие неравенства, означающие непрерывность вло-
жений соответствующих функциональных пространств:

Будем предполагать, что исходные данные удовлетворяют следующим условиям:

(i) , , где .

Для получения слабой формулировки задачи  заметим, что из уравнений (1) следует равен-
ство

Первое уравнение в (1) запишем в виде

Умножим это уравнение на функцию , где , и проинтегрируем по области  Тогда
получим

Определение. Пара ,  называется слабым решением задачи , если

(5)

Здесь .
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3. РАЗРЕШИМОСТЬ ЗАДАЧИ
Теорема 1. Пусть выполняются условия (i). Тогда существует слабое решение задачи .

Доказательство. Пусть ,  – слабое решение задачи . Тогда , где  и  является
решением задачи

(6)

Установим разрешимость задачи (6). Тогда пара ,  будет решением
задачи 

Определим нелинейный оператор ,

Тогда задача (6) равносильна отысканию неподвижной точки оператора ,  Покажем сна-
чала, что  вполне непрерывен. Пусть . Заметим, что

Тогда имеем

Полагая здесь , получаем

Из последнего неравенства в силу компактности вложения  следует, что оператор 
вполне непрерывен. Таким образом, для доказательства разрешимости задачи  достаточно на
основании принципа Лере–Шаудера доказать равномерную по  ограниченность в 
множества решений операторного уравнения . Указанное уравнение запишем в виде

где . Положим здесь :

(7)

Здесь . Как следствие получаем

Следовательно, имеем

(8)

Оценим сверху величину ( ). Пусть . Поскольку , то .
Поэтому для  получаем

Заметим, что  и при этом имеем

P
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Пусть . Тогда из (8) выводим оценку

(9)

Таким образом, для решений операторного уравнения  получена оценка , не за-
висящая от  а значит, уравнение  и задача  разрешимы. Отметим, что , если

.

4. АНАЛИЗ МНОЖЕСТВА РЕШЕНИЙ И УСЛОВИЕ ЕДИНСТВЕННОСТИ
Из доказательства теоремы 1 следует, что при выполнении условий (i) множество решений за-

дачи  ограничено в пространстве . Соответственно множество  решений задачи (6)
ограничено в  и в пространстве  Оценим разность двух функций из множества .

Пусть , , , . Заметим, что в силу
неравенства

функция  и . Заметим, что

(10)

и поэтому, в силу оценки (9) величина , если .

Вычтем равенства (6), записанные для  и для , а затем положим . В результате полу-
чаем

(11)

Поэтому из (11) следует неравенство

(12)

Собственные функции  спектральной задачи

образуют базис пространств  и , причем  при . Это следует, аналогично
[27, гл. 3, параграф 17], из теоремы Гильберта–Шмидта для соответствующего компактного опе-
ратора в комплексном пространстве . Поскольку , то из оценки (12) следует един-
ственность решения задачи (6) и соответственно задачи , если выполняется условие

(13)

В общем случае из оценки (12), в силу компактности вложения пространства  в , следует
компактность множества . Более того, компактность вложения  в  определяет конечно-
мерную структуру множества . Действительно, обозначим через  подпро-
странство, натянутое на первые  базисных функций, а через  – оператор проектирования
на . Отметим, что если , то . Поэтому отображение  обратимо,
если  достаточно большое для выполнения условия

(14)

Действительно, в этом случае, если , где , , то  и в силу оцен-
ки (12) получаем  Таким образом, оператор  осуществляет взаимно однозначное соот-
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ветствие между  и некоторым компактом в конечномерном пространстве , причем непрерыв-
ность обратного отображения вытекает из компактности множества . В результате верна

Теорема 2. Пусть выполняются условия (i). Тогда множество решений задачи  непусто и гомео-
морфно компакту, лежащему в конечномерном пространстве, а если выполняется условие (13), то
решение единственно.

Замечание. Из оценок (10), (13) следует существование такого , зависящего от области и коэффи-
циентов уравнений, что при выполнении условия  решение единственно.
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