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Построена и обоснована асимптотика по малому параметру погранслойного решения крае-
вой задачи для сингулярно возмущенной частично диссипативной системы двух обыкновен-
ных дифференциальных уравнений, одно из которых второго, а другое – первого порядка.
Это решение является стационарным решением соответствующей эволюционной системы
уравнений с частными производными. Доказана асимптотическая устойчивость стационар-
ного погранслойного решения и найдена его локальная область притяжения. Библ. 10.
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1. ВВЕДЕНИЕ

1.1. Постановка задачи

Рассмотрим систему уравнений

(1)

в которой  и  – искомые скалярные функции,  – малый параметр,  и ,  – задан-
ные достаточно гладкие функции соответственно на отрезке  и в области

(2)

где  и  – некоторые интервалы, .
Система вида (1) относится к классу так называемых частично диссипативных систем, по-

скольку член со второй производной (диссипативный член) содержится только в одном уравне-
нии. Такие системы возникают, в частности, в задачах химической кинетики в случае быстрых
реакций. В этом случае  и  – концентрации реагирующих веществ,  – так называемая кон-
станта скорости быстрой реакции (большая величина).

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (код проекта 18-01-00424).
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В стационарном случае, когда искомые функции  и  не зависят от времени, система (1) ста-
новится системой двух обыкновенных дифференциальных уравнений, которую, положив

запишем в виде

(3)

Будем рассматривать систему (3) с краевыми условиями

(4)

При  из (3) получаем вырожденную систему

(5)

Цели работы. 1. Установить условия, при которых существует погранслойное решение (обо-
значим его , ) задачи (3), (4), т.е. такое решение, которое при  стремится на ин-
тервале  к решению вырожденной системы (5), и построить для этого решения
асимптотическое приближение с произвольной точностью по параметру ε на всем отрезке

, включая пограничные слои – малые окрестности граничных точек  и , где
решение ,  отлично от решения вырожденной системы.

2. Погранслойное решение ,  задачи (3), (4) является стационарным решением
системы (1). Встают вопросы об устойчивости этого решения (по Ляпунову) при  и о его
области притяжения, т.е. о том множестве функций , , , для которых реше-
ние ,  системы (1) с начальными условиями

и краевыми условиями, согласованными с условиями (4) (см. (92) в разд. 4), существует при 
и удовлетворяет предельным равенствам

Получить ответы на эти вопросы также является целью работы.
В п. 1.2 представлены условия, обеспечивающие существование искомого погранслойного

решения. В разд. 2 при этих условиях для задачи (3), (4) построены формальные асимптотиче-
ские (при ) ряды, а в разд. 3 доказано существование решения задачи (3), (4), обладающего
построенной асимптотикой. В разд. 4 доказана асимптотическая устойчивость стационарного
погранслойного решения и найдена его локальная область притяжения. В разд. 5 содержатся не-
которые замечания, относящиеся к рассмотренной задаче и возможным ее продолжениям.

Отметим, что другие задачи для сингулярно возмущенных частично диссипативных систем
рассматривались в работах [1], [2].

1.2. Условия

Сформулируем условия, при которых будет доказано для достаточно малых  существование
погранслойного решения задачи (3), (4) и построено его асимптотическое приближение. Будем
нумеровать эти условия так: А1, А2, … .
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В п. 1.1 говорилось о достаточной гладкости функций , , . Как обычно, требуемый поря-
док гладкости зависит от порядка асимптотики, которую хотят построить. Поскольку речь пой-
дет об асимптотике произвольного порядка, будем считать эти функции бесконечно дифферен-
цируемыми.

A1. , , , где область  определена в (2), и пусть

где  и  – интервалы, фигурирующие в определении области .
A2. Уравнение

(6)

имеет бесконечно дифференцируемый корень

а уравнение

(7)

имеет бесконечно дифференцируемый корень

Положим .
Чтобы сформулировать остальные пять условий, определим несколько кривых в простран-

стве :

Заметим, что кривые  и  лежат в плоскости , а кривая  лежит в плоскости .
Каждая из этих кривых может вырождаться в точку. Например, если , то отрезок 
вырождается в точку . Такие вырождения упрощают задачу. Для определенности будем
считать, что ни одна из этих кривых не вырождается в точку, т.е.

Обозначим через  проекцию кривой  на плоскость  для  и положим

(8)

Очевидно, что  является непрерывной кривой, составленной из четырех гладких звеньев.
Сформулируем теперь условия А3–А7.

A3.  в точках кривых .

w F f
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A4.  в точках кривых .

A5.  в точках кривой  кроме точки  т.е.  при
.

A6.  в точках кривой .

A7.  в точках кривой .

Заметим, что в силу условия А3 корень  уравнения (6) является простым, а в силу
условия А4 корень  уравнения (7) также является простым. Отметим также, что условия
А1–А5 понадобятся в разд. 2 при построении асимптотики решения. а условия А6 и А7 будут
нужны в разд. 3 и разд. 4 при обосновании асимптотики и доказательстве устойчивости стацио-
нарного решения.

2. ПОСТРОЕНИЕ АСИМПТОТИКИ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ (3), (4)

2.1. Вид асимптотики

Формальную погранслойную асимптотику в задаче (3), (4) построим в виде

(9)

(10)

где ,  – регулярные части асимптотики; ,  и ,  – погранслойные части, описывающие
погранслойное поведение решения в окрестности точки ;  и  – погранслой-
ные переменные; ,  – погранслойные части асимптотики, описывающие поведение реше-
ния в окрестности точки ;  – погранслойная переменная. Каждое слагаемое в
правых частях (9) и (10) будет построено в виде ряда по целым степеням  с помощью известного
алгоритма А.Б. Васильевой (см. [3]).

2.2. Регулярные части асимптотики

Построим их в виде

(11)

Стандартным способом, т.е. подставив ряды (11) в систему (3) вместо  и , разложив правые ча-
сти уравнений в ряды по степеням  и приравняв коэффициенты при одинаковых степенях  в
левой и правой части каждого уравнения, получим последовательно для  системы урав-
нений относительно , .

Для ,  получается вырожденная система (5):

В качестве ее решения возьмем (см. условие А2):
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Заметим, что в силу условия А3, относящегося к кривой , справедливо неравенство

(12)

а в силу условия А4, относящегося к кривой , – неравенство

(13)

Для ,  при  получается система линейных уравнений

(14)

где функция  определена в (12), обозначения ,  и  имеют аналогичный смысл,
а функции  и  выражаются рекуррентно через , с номерами . Используя
равенства

преобразуем выражение для определителя  системы (14):

В силу (12) и (13) , , и, следовательно, система (14) имеет единственное решение.

Таким образом, ряды (11) построены.

2.3. Погранслойные части асимптотики ,  и , 

Построим их в виде

(15)

(16)

Стандартным способом (см. [3]) для ,  получается система уравнений

(17)
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где  имеет выражение, аналогичное , а для ,  – система уравнений

(18)

где  имеет выражение, аналогичное .

Подставив ряды (11), (15) и (16) в эти системы, будем стандартным способом извлекать из них
уравнения для коэффициентов рядов (15) и (16).

Для ,  из (17) следует система уравнений

(19)

Из второго уравнения в (19), используя условие А2, получаем

(20)

Подставляя в первое уравнение, приходим к уравнению для :

(21)

К этому уравнению нужно добавить граничные условия. Чтобы получить граничное условие при
, подставим выражение (9) для  в первое краевое условие из (4), используя представ-

ления ,  и  в виде рядов и учитывая тот факт, что все члены ряда  будут равны нулю при
 (см. замечание в конце п. 2.4). Получим равенство

(22)

Отсюда имеем , и, следовательно, граничное условие для  при  име-
ет вид

(23)

В качестве второго граничного условия для  и также для остальных функций  возь-
мем стандартное для пограничных функций условие на бесконечности

(24)
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Итак, функция  определяется как решение уравнения (21) с граничными условиями (23)

и (24). Воспользуемся тем, что в силу условия А4 производная  положительна на кри-

вой , т.е.

(25)

Поэтому задача для  сводится стандартным способом к уравнению первого порядка

(26)

с начальным условием (23), причем в правой части (26) берется знак плюс, если , и знак
минус, если . Если , то  при , это более простой случай. Но в
п. 1.2 было оговорено, что рассматривается более общий случай, когда .

Уравнение (26) интегрируется в квадратурах, его решение с начальным условием (23) является
строго монотонной функцией при  и имеет экспоненциальную оценку

(27)

буквами  и  (иногда через , , ) здесь и далее обозначаются подходящие положительные
числа, не зависящие от  и, вообще говоря, различные в разных оценках. Такие же оценки имеют

производная  и функция , которая определяется теперь из (20):

Для ,  из (18) получаем систему уравнений

(28)

(29)

Зададим для  граничное условие на бесконечности

(30)

а для  зададим начальное условие при . Чтобы его получить, подставим выражение (10)
для  во второе условие из (4) с учетом того, что все члены ряда  будут равны нулю при

 (см. замечание в конце п. 2.4). Получим равенство

(31)

Π ξ0 ( )u
∂ ,∂ ( )g u x

u
2l

∂ , > ∈ , .
∂

0
0( 0) 0 при [ (0)]g u u u u

u

Π0u

/Π Π = ± + , , ξ ≥ 
ξ   


0

1 2

0
0

0

2 ( (0) 0) 0,
u

d u g u s ds
d

<0
0(0)u u

>0
0(0)u u =0

0(0)u u Π ξ =0 ( ) 0u ξ ≥ 0
≠0

0(0)u u

ξ ≥ 0

Π ξ ≤ −κξ , ξ ≥ ,0 ( ) exp( ) 0u c

c κ 1c κ1 …
ε

Π ξξ
0 ( )d u

d
Π ξv0 ( )

Π ξ = ϕ + Π ξ , − = ϕ + Π ξ , − ϕ , .v v0 0 0 0 0 0 0( ) ( (0) ( ) 0) (0) ( (0) ( ) ) ( (0) 0)u u u u u

0P u v0P

= + Π , + Π + ζ , , −
ξ

− + Π , + Π , , =
= , ϕ , + ζ , , − ,ϕ , , , ,

v v v

v v

v

2
0

0 0 0 0 02

0 0 0 0
0 0 0 0

0

( (0) (0) (0) (0) ( ) 0 0)

( (0) (0) (0) (0) 0 0)

( ( 0) ( ) 0 0) ( ( 0) 0 0)

d P u F u u P
d

F u u

F u u P F u u

= ,ϕ , + , , , ζ ≥ .
ζ
v

v
0 00

0( ( 0) 0 0) 0dP f u u P
d

ζ0 ( )P u

∞ = ,0 ( ) 0P u

ζv0 ( )P ζ = 0
, εv( )x vQ

= 0x

∞

=
ε + Π + = , v v v v

0

0
( (0) (0) (0))i

i i i
i

P



1208

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 59  № 7  2019

БУТУЗОВ

откуда имеем

и, следовательно,

(32)

Таким образом, функция  определяется как решение уравнения (29), которое интегрирует-
ся в квадратурах, с начальным условием (32).

Заметим, что  в силу условия А2, и, значит,  является точкой покоя

уравнения (29), асимптотически устойчивой в силу неравенства  (см. усло-

вие А5, взятое в точке  – общей точке кривых  и ). Так как в силу условия А5

то решение задачи (29), (32) является строго монотонной функцией при  и имеет экспонен-
циальную оценку

(33)

Поскольку функция  определена, то правая часть уравнения (28) является теперь извест-
ной функцией, имеющей такую же экспоненциальную оценку, как (33). Обозначив эту функцию

, запишем решение уравнения (28) с граничным условием (30) в виде

(34)

Отсюда следует, что  и ее производная  имеют оценки вида (33).

Таким образом, главные члены погранслойных рядов ,  и ,  определены.

При  для ,  из (17) получается система уравнений

(35)

где

(36)

и такой же смысл имеют обозначения , , , а  и  – известные на -м шаге
функции, рекуррентно выражающиеся через уже найденные функции ,  с номерами

 и имеющие экспоненциальные оценки вида (27), если такие же оценки имеют функции

, ,  с номерами .
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Используя равенство (20), запишем производную  в виде

Так как  – монотонная функция, то ее значения принадлежат промежутку 
при , и, следовательно,

Поэтому значения производной  при  совпадают со значениями  на кри-

вой , и, значит, в силу условия А3

(37)

Попутно отметим, что в силу условий А6, А7 имеют место аналогичные неравенства

(38)

Неравенство (37) позволяет выразить  через  из второго уравнения в (35):

(39)

Подставляя это выражение в первое уравнение системы (35), приходим к уравнению для :

(40)

где

(41)

(неравенство имеет место в силу (25)),  – известная функция, имеющая оценку типа (27):

Из (22) и (24) получаем граничные условия для :

(42)

где .
Решение задачи (40), (42) запишем в виде

(43)
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где . Из этой формулы непосредственно следует экспоненциальная оценка

(44)

и такую же оценку имеют  и функция , которая находится теперь по формуле (39).

Перейдем к функциям ,  при . Для них из (18) стандартным образом получается
система уравнений

(45)

(46)

где

и такой же смысл имеет обозначение , а ,  – известные на -м шаге функции, рекур-
рентно выражающиеся через ,  с номерами  и имеющие экспоненциальные

оценки вида (33), если такие же оценки имеют функции , ,  с номерами .

Зададим для  граничное условие, аналогичное (30):

(47)

а для  из (31) получаем начальное условие

(48)

Решение задачи (46), (48) имеет вид

(49)

где

Запишем  в виде
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Так как

и

где , то

Поэтому

В силу этой оценки и экспоненциальной оценки для  из (49) получается оценка

(50)

Так как функция  найдена, то правая часть в уравнении (45) является теперь известной
функцией, имеющей оценку вида (50).

Решение задачи (45), (47) имеет вид

откуда следует, что  и ее производная  имеют оценки вида (50).

Итак, погранслойные ряды ,  и ,  построены, причем их коэффициенты имеют
экспоненциальные оценки вида (44) и (50).

2.4. Погранслойные части асимптотики , 

Они строятся в виде

(51)

аналогично тому, как были построены ряды  и . Стандартным способом для ,  полу-
чается система уравнений

где  имеет выражение, аналогичное .
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Из этой системы также стандартным способом извлекаем уравнения для коэффициентов ,
 рядов (51). Для ,  получается система уравнений, аналогичная (19):

Из второго уравнения в силу условия А2 получаем

(52)

а первое уравнение, используя равенство (52), приводим теперь к виду

Граничное условие при  для  извлекается из равенства  (см. (4)) после подста-
новки в это равенство выражения (10) для  с учетом того, что все функции  и  равны
нулю при  (см. замечание ниже):

(53)

Отсюда имеем

(54)

а второе граничное условие для  – стандартное условие на бесконечности:

Так как  при  в силу той части условия А4, которая относится к кривой ,

то задача для  сводится к уравнению первого порядка

(55)

с начальным условием (54), причем в правой части (55) берется знак плюс, если , и знак
минус, если . Решение этой задачи является строго монотонной функцией при  и
имеет экспоненциальную оценку

(56)

Такие же оценки имеют производная  и функция , которая определяется теперь

из (52).
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При  для ,  получается система уравнений, аналогичная (35):

(57)

где

(58)

и такой же смысл имеют обозначения , , , а  и  рекуррентно выражаются
через ,  с номерами  и имеют оценки вида (56), если такие же оценки верны для

, ,  с номерами .

Аналогично неравенству (37) получается неравенство

что позволяет выразить  через  из второго уравнения в (57), после чего первое уравнение
в (57) приводится к виду

где

а  имеет оценку вида (56). Граничное условие для  при  следует из (53):

а второе граничное условие – стандартное условие на бесконечности

Решение задачи для  имеет вид

где

Из этой формулы следует оценка
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Таким образом, погранслойные ряды ,  построены, и их коэффициенты имеют экспо-
ненциальные оценки вида (59).

Тем самым построение формальной асимптотики погранслойного типа в задаче (3), (4) завер-
шено.

Замечание. При построении погранслойных рядов говорилось о том, что все члены рядов 
и  будут равны нулю в точке , а все члены рядов  и  будут равны нулю в точке .
Это достигается в результате стандартной процедуры умножения всех пограничных функций на
срезающие функции. Например, каждая функция  умножается на бесконечно дифферен-
цируемую функцию  такую, что  при  и  при  (удобно

взять ). Тогда функция  не изменится при , а при  она имеет

оценку

при  для любого . Все функции , ,  также умножим на , а функции ,
 – на срезающую функцию . Указанная процедура не повлияет на построенные разло-

жения (9) и (10), поскольку их члены изменятся при этом на величины более высокого порядка
малости при , чем любая положительная степень . За подправленными таким образом по-
граничными функциями сохраним старые обозначения.

Таким образом, теперь все функции ,  равны нулю при , а функции , ,

,  равны нулю при .

3. ОБОСНОВАНИЕ АСИМПТОТИКИ

3.1. Формулировка теоремы

Обозначим через  и , n = 0, 1, 2..., частичные суммы разложений (9) и (10):

(60)

(61)

Из самого алгоритма построения этих сумм следует, что они удовлетворяют соотношениям

(62)

равенства (62) получены с учетом замечания.
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Теорема 1. Если выполнены условия А1–А7, то для любого n при достаточно малых  задача (3),
(4) имеет решение , , для которого справедливы асимптотические равенства

(63)

3.2. О методе доказательства теоремы 1

Для доказательства теоремы 1 воспользуемся методом дифференциальных неравенств, мно-
гочисленные применения которого в нелинейных сингулярно возмущeнных краевых задачах
для обыкновенных дифференциальных уравнений содержатся в [4], а в задачах для уравнений с
частными производными – в [5]. В [6], [7] предложен способ построения нижних и верхних ре-
шений в сингулярно возмущeнных задачах с пограничными и внутренними слоями на основе
предварительно построенной формальной асимптотики (асимптотический метод дифференци-
альных неравенств). Именно такой подход используется в данной работе. В связи с этим напом-
ним понятия нижнего и верхнего решений применительно к задаче (3), (4).

Определение 1. Две пары: функция ,  и , , непрерывных на отрезке
 и таких, что  и  непрерывно дифференцируемы по  дважды, а  и  – один раз на

интервале , называются упорядоченными нижним и верхним решениями задачи (3), (4),
если они удовлетворяют следующим условиям.

10.  (условие упорядоченности).

20. 

при

при

30. 
Если существуют упорядоченные нижнее и верхнее решения задачи (3), (4), то эта задача име-

ет решение , , удовлетворяющее неравенствам

(64)

Если функция  является невозрастающей функцией аргумента , а функция
 – неубывающей функцией аргумента  в области

(65)

(в таком случае говорят, что функции  и  удовлетворяют условию квазимонотонности в обла-
сти ), то для выполнения условия 20 из определения 1 достаточно, чтобы были выполнены не-
равенства

(66)

(67)
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Мы воспользуемся этим в пп. 3.4.1 и 3.4.2, где будет доказано, что нижнее и верхнее решения за-
дачи (3), (4) удовлетворяют неравенствам (66) и (67); предварительно в п. 3.4 будет показано, что
условия А6 и А7 обеспечивают квазимонотонность функций  и .

3.3. Оценки производных функций  и 

Введем обозначение

где  – любое фиксированное число из множества . И такой же смысл придадим обозна-
чениям , , . Используя выражения (60) и (61) для  и  и оценку (50) для

, представим  в виде

(68)

Если , то ,  (см. замечание), поэтому

а так как

то

где

(69)

В свою очередь, для  нетрудно получить представление

(70)

где  определено в (36),

Таким образом,

(71)

Формулы, аналогичные (68)–(71), имеют место для производных , , .

F f
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Используя для , ,  формулы вида (69) и оценки (37), (38), нетрудно дока-
зать, что для достаточно малых  в силу условий А6, А7, А3 справедливы неравенства

(72)

а в силу А4

(73)

Поскольку

то из (72) и (73) следует, что

(74)

Если , то

поэтому

(75)

где

(76)

 определена в (58).

Формулы, аналогичные (75), (76), имеют место для производных , , . Используя эти
формулы, приходим к неравенствам, аналогичным (72)–(74):

(77)

3.4. Нижнее и верхнее решения задачи (3), (4)

Определим функции  и  при  как решение системы линейных уравне-
ний

(78)

где

, ξ
v̂
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и аналогичный смысл имеют другие коэффициенты системы (78),  – число, выбор которо-
го уточним ниже. Определитель  этой системы можно записать в виде

откуда в силу оценок (72), (73), (77) следует, что , и, значит, система (78) имеет един-
ственное решение

(79)

причем α и β можно сделать сколь угодно большими при достаточно большом A.
Нижнее и верхнее решения задачи (3), (4) построим в виде

(80)

(81)

где  и  определены в (79),

а функции , , ,  будут выбраны так, что

(82)

(83)

Кроме того, умножим эти функции на срезающие функции, в результате чего будут выполнены
равенства

Покажем, как выбрать функции , , ,  и число , чтобы при достаточно малых
 функции ,  и ,  удовлетворяли требованиям к нижнему и верхнему ре-

шениям из определения 1.
Условие 10, т.е. условие упорядоченности, очевидно, выполнено при достаточно малых  для

любого выбора числа  и функций , , , , удовлетворяющих неравенствам (82) и (83).
Перейдем к условию 20. Заметим, что кривая

для достаточно малых  расположена в сколь угодно малой окрестности кривой , определенной
в (8), в точках которой  и  (см. условия А6 и А7). Отсюда сле-
дует, что для достаточно малого  в области , определенной в (65), функции  и  удовлетво-
ряют условию квазимонотонности. Поэтому условие 20 из определения 1 будет выполнено, если
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справедливы неравенства (66) и (67). Доказательство справедливости этих неравенств проведем
раздельно на отрезках [0; 1/2] и [1/2; 1].

3.4.1. Проверка выполнения условий 20 и 30 на отрезке [0; 1/2]. На этом отрезке

причем выражения для  и  получаются из (79) путем замены производных , , ,  соот-
ветственно на  (см. (69) и (70)), , , . Поэтому

(84)

Функцию  представим в виде

(85)

где  – известная функция, имеющая оценку

а выражение в квадратных скобках в правой части (84) преобразуем, используя для производных
 и  формулы вида (71):

(86)
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в силу оценок (83) и (82) для ,  и  (эти оценки будут обоснованы ниже).
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Определим теперь функцию  как решение задачи

где ,  – функция из (85), а в качестве  возьмем какую-нибудь функцию,
удовлетворяющую неравенствам

Тогда получим

где . Отсюда следует оценка (82) для .

Второе слагаемое в правой части (86) имеет оценку

Определим функцию  как решение задачи

Тогда

и, следовательно, для  имеет место оценка (83).

При указанном выборе функций ,  и с учетом равенств (85) и (86) из (84) получается
неравенство

(87)

где первое слагаемое в правой части не зависит от , а третье слагаемое неотрицательное.

Поэтому для достаточно большого  и достаточно малых  второе слагаемое обеспечивает вы-
полнение неравенства

Рассмотрим теперь выражение для  на отрезке :

(88)
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Первое слагаемое в правой части равенства (88) является величиной порядка , не завися-
щей от , сумма двух следующих слагаемых – величина порядка , а выражение в квад-
ратных скобках преобразуем аналогично тому, как это было сделано в равенствах (86):

Последнее равенство получено с учетом того, что

в силу оценки (82) для . Равенство (88) можно теперь записать в виде

(89)

Так как

то

Определим функцию  как решение задачи

Тогда

откуда следует, что

и, следовательно, для  верна оценка (83).
При указанном выборе функции  из (89) получаем неравенство

Так как первое слагаемое в правой части не зависит от , то для достаточно большого  и доста-
точно малых  третье слагаемое будет доминирующим и обеспечит выполнение неравенства
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Таким образом, для достаточно большого  и достаточно малых  функции , ,
определенные в (80), удовлетворяют при  неравенствам для нижнего решения из усло-
вия 20 определения 1.

Аналогично доказывается, что функции , , определенные в (81), удовлетворяют
при  неравенствам для верхнего решения из условия 20 определения 1.

Убедимся в том, что ,  и ,  удовлетворяют неравенствам из условия 30 определения 1,
относящимся к точке . Используя первое равенство в (62), получаем

(90)

Так как второе слагаемое в правой части (90) не зависит от , а  можно сделать сколь угод-
но большим, взяв достаточно большое , то при достаточно большом  и достаточно малых  из
(90) следует неравенство .

Таким же образом проверяется выполнение остальных неравенств из условия 30, относящих-
ся к точке .

3.4.2. Проверка выполнения условий 20 и 30 на отрезке . На этом отрезке , ,
, , , причем выражения  и  получаются из (79) путем

замены производных , , ,  соответственно на , , ,  (см. (76)).
Поэтому

Преобразуем это выражение аналогично тому, как это делалось на промежутке . В част-
ности, слагаемое  представляем в виде

где  имеет оценку

а функцию  определяем как решение задачи

где ,  – какая-нибудь функция, удовлетворяющая неравенствам

Тогда

где , откуда следует оценка (82) для .
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Аналогично (87), используя для производных  и  формулы вида (75) и (76), получаем не-
равенство

и, следовательно, для достаточно большого  и достаточно малых  имеем неравенство

Для  на отрезке  получается выражение

Преобразовав это выражение таким же образом, как в пп. 3.4.1, приходим к неравенству

Аналогично проверяется выполнение неравенств

для достаточно большого  и достаточно малых .
В граничной точке  имеем равенство

откуда следует неравенство . Столь же просто проверяется справедливость неравенства
. Тем самым условие 30 из определения 1 выполнено.

Итак, пары функций ,  и , , определенные равенствами (80) и (81), яв-
ляются нижним и верхним решениями задачи (3), (4) для достаточно большого  и достаточно
малых .

3.5. Завершение доказательства теоремы

Из существования упорядоченных нижнего и верхнего решений задачи (3), (4) следует, что
эта задача имеет для достаточно малых  решение ,  (возможно, не един-
ственное), удовлетворяющее неравенствам (64). В свою очередь из этих неравенств, учитывая
вид (80) и (81) нижнего и верхнего решений, получаем асимптотические равенства (63).

Тем самым теорема 1 доказана.

4. АСИМПТОТИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ И ОБЛАСТЬ ПРИТЯЖЕНИЯ 
СТАЦИОНАРНОГО ПОГРАНСЛОЙНОГО РЕШЕНИЯ

Как уже было сказано в п. 1.1, решение ,  задачи (3), (4) является стационарным
решением системы (1). Рассмотрим вопросы об устойчивости этого решения при  и его об-
ласти притяжения. Уточним понятие области притяжения.

Зададим для решения системы (1) начальные условия

(91)
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где  и  – гладкие функции, и краевые условия

(92)

где  – гладкая монотонная функция, удовлетворяющая условиям

(93)

В силу первого равенства из (93) краевые условия (92) согласованы до непрерывности с началь-
ными условиями (91), а в силу второго равенства из (93) краевые условия (92) переходят при

 в краевые условия (4).

Кроме того, потребуем, чтобы функции  и  удовлетворяли в точке ( , )
условию согласования первого порядка для второго уравнения системы (1), т.е. чтобы выполня-
лось равенство

(94)

Оно получается из второго уравнения системы (1), взятого в точке ( , ), с использова-
нием выражения для  из (92) и выражения для  из (91).

Условие (94) является необходимым для существования гладкого решения задачи (1), (91),
(92), в противном случае производные  и  будут разрывными на характеристике вто-
рого уравнения системы (1), выходящей из точки ( , ). В частном случае, когда

, , условие (94) принимает простой вид:

Определение 2. Если существует число  и функция , , , такие, что при
 начально-краевая задача (1), (91), (92), где функции  и  удовлетворяют

условию (94), имеет решение , , удовлетворяющее предельным равенствам

(95)

то будем говорить, что при достаточно малых  пара функций ,  принадлежит обла-
сти притяжения стационарного решения , .

Возьмем в качестве  функцию
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где  – не зависящее от  положительное число, выбор которого уточним ниже, а функции
 и  возьмем в виде

Тогда краевые условия (92) запишутся так:
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а условие (94) принимает вид

(98)

в частности, если , , то (98) выполняется в случае .
Теорема 2. Пусть выполнены условия А1–А7. Тогда существуют не зависящие от  положитель-

ные числа , ,  такие, что если

(99)

где , и выполнено условие (98), то для достаточно малых  и  (зависящих, вообще говоря,
от ), существует решение ,  задачи (1), (91), (97), и справедливы неравенства

(100)

Доказательство. Снова воспользуемся методом дифференциальных неравенств. С этой целью
дадим определение нижнего и верхнего решений для задачи (1), (91), (97).

Определение 3. Две пары функций ,  и , , непрерывных в обла-
сти , и таких, что  и  непрерывно дифференцируемы дважды по  и один раз по  в области

, а  и  непрерывно дифференцируемы по  и  в области , называются
упорядоченными нижним и верхним решениями задачи (1), (91), (97), если они удовлетворяют
следующим условиям:

(условие упорядоченности);

при
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Если существуют упорядоченные нижнее и верхнее решения задачи (1), (91), (97), то эта задача
имеет решение , , удовлетворяющее неравенствам

(101)

Чтобы построить нижнее и верхнее решения задачи (1), (91), (97), определим функции
 и  как решение системы (78), в которой число  заменено на число , вы-

бор которого уточним ниже. Функции  и  выражаются формулами (79) с заменой  на ,
откуда следуют неравенства

(102)

где  и  – некоторые положительные числа, не зависящие от  и . Определим далее функции
, ,  и  таким же образом, как в пп. 3.4.1 и 3.4.2 были определены функции

, ,  и , заменив при этом число  на число . Для этих функций справедливы
оценки вида (82) и (83) с заменой  на .

Нижнее и верхнее решения задачи (1), (91), (97) возьмем в виде, аналогичном (80) и (81):

(103)

(104)

где

В силу оценок для слагаемых, входящих в состав функций  и , эти функции не отрицательны,
что обеспечивает выполнение условия 10 из определения 3, и удовлетворяют неравенствам

(105)

где в качестве  можно взять любое число из интервала ,  – число из неравенств (102),
а число  также не зависит от  и от  для достаточно малых . Поэтому для достаточно малых

 и  в силу условий А6 и А7 функции  и  будут удовлетворять условию квазимонотонности в
области

и, следовательно, для выполнения условия 20 из определения 3 достаточно, чтобы были выпол-
нены неравенства

(106)

Проверка выполнения этих неравенств проводится аналогично тому, как это было сделано в
пп. 3.4.1 и 3.4.2. Рассмотрим, например, выражение для  в области 
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(107)
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Первое слагаемое в правой части равенства (107) равно нулю, а следующие слагаемые, используя
вид функций  и , преобразуем таким же образом, как это делалось в пп. 3.4.1, в частности, вы-
ражение в квадратных скобках запишем в виде

где

Для производных  и  имеют место представления такого же вида, как (71). Ис-
пользуя их, а также первое уравнение системы относительно  и , от (107) приходим к нера-
венству

(108)

где  – та же неотрицательная функция, которая входит в уравнение для  в пп. 3.4.1.

Пусть  – такое число, для которого

где  – последнее слагаемое в квадратных скобках в правой части неравенства (108). Тогда
для любого  при достаточно малых  и  первое слагаемое в квадратных скобках обес-
печит положительность всей суммы в квадратных скобках, и, следовательно, выполнение нера-
венства

Аналогично доказывается, что если  достаточно мало, то для любого  при до-
статочно малых  и  в области  выполняются остальные неравенства из (106) и также выпол-
няются все неравенства (106) в области

Итак, существует число  такое, что для любого  при достаточно малых  и 
выполняется условие 20 из определения 3.

Проверим выполнение условий 30 и 40 из определения 3.

Так как  (см. (105)), а 
 (см. (99)), то

т.е. выполнено первое из неравенств в условии 30. Аналогично проверяется выполнение осталь-
ных неравенств в условии 30.

Далее,

поэтому в силу равенства  и неравенства  (см. (105)), получаем неравенство
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а так как  (см. (99)), то

т.е. выполнено первое из неравенств в условии 40. Аналогично проверяется, что остальные нера-
венства в условии 40 также выполнены.

Таким образом, для любого  при достаточно малых  и  пары функций ,
 и , , определенные формулами (103) и (104), являются упорядоченными

нижним и верхним решениями задачи (1), (91), (97). Отсюда следует, что существует решение
,  этой задачи, удовлетворяющее неравенствам (101). Из этих неравенств, исполь-

зуя вид (103) и (104) нижнего и верхнего решений, получаем неравенства

а отсюда в силу (105) следуют неравенства (100).
Теорема 2 доказана.

Следствие 1. Стационарное решение ,  системы (1) является асимптотически
устойчивым при .

В самом деле, для произвольно заданного числа  возьмем число  такое, что
. Тогда если , , , и выполнено условие (98), то решение

,  задачи (1), (91), (97) существует и удовлетворяет неравенствам (100), откуда сле-
дует, что

Кроме того, из неравенств (100), учитывая вид (96) функции , получаем предельные ра-
венства (95). Это и означает, что стационарное решение ,  асимптотически устойчи-
во при .

Следствие 2. Любая пара гладких функций

удовлетворяющих условию (98) и неравенствам

где ,  и  – числа, определенные в теореме 2, при достаточно малых  принадлежит
области притяжения стационарного решения , .

5. ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

1. Отметим, что решение ,  начально-краевой задачи (1), (91), (97) становится
сколь угодно близким к стационарному решению ,  задачи (3), (4) за короткое время
порядка , где  – произвольно малое положительное число, не зависящее от . В самом
деле, если , то из неравенств (100) следуют оценки

и также  для любого , , .
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2. Асимптотика решения стационарной задачи (3), (4) построена при условии, что уравне-
ния (6) и (7) имеют простые корни (см. условие А2). Представляет интерес рассмотрение за-
дачи (3), (4) в том случае, когда уравнение (6) имеет кратный корень относительно  кратности
2 или 3. Изучение ряда сингулярно возмущенных задач с кратным корнем вырожденного урав-
нения (см. [8]–[10]) показало, что в этом случае пограничные слои оказываются многозонными,
что приводит к необходимости существенной модификации алгоритма построения погранслой-
ной части асимптотики решения.
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