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ВВЕДЕНИЕ
При решении двумерных вариационных задач с распределенными параметрами встречаются

такие ситуации, когда в рассматриваемой области или на ее границе имеются особые точки диф-
ференциальных уравнений. В качестве характерного примера укажем на задачи оптимизации
плоских или осесимметричных сопел, имеющих излом образующих и при обтекании которых
стационарным сверхзвуковым потоком невязкого и нетеплопроводного газа появляются цен-
трированные волны разрежения. В окрестности этих точек параметры газового потока остаются
ограниченными, но частные производные этих параметров стремятся к бесконечности при при-
ближении к изломам – особым точкам. В этом случае применение стандартных методов вариа-
ционного исчисления для определения первой вариации функционала оказывается невозмож-
ным, и необходимо использовать специальные приемы.

Впервые один из таких приемов был предложен в работе А.Н. Крайко (см. [1]). Этот прием со-
стоит во введении специальных новых независимых переменных в окрестности точки излома
контура. В этих переменных все частные производные от параметров течения становятся конеч-
ными, и после этого может быть применена стандартная процедура определения первой вариа-
ции функционала. Указанный прием использовался затем в ряде работ, посвященных решению
вариационных задач газовой динамики (см., например, [2]–[5]). Привлечение указанного прие-
ма показало, что в случае перемещения особой точки при варьировании функционала в выраже-
нии для первой вариации функционала в качестве дополнительных слагаемых появляются чле-
ны, пропорциональные изменению координат особой точки и представимые в форме интеграла
(см. [1]).

В [4] предложен иной прием, позволяющий определять первую вариацию функционала при
наличии на границе области точки излома, приводящей к возникновению волны разрежения.
При этом рассмотрение проводится для уравнений, управляющих процессом, из более широко-
го класса, чем в работе [1], и используется иной подход.

В настоящей статье предлагается новый способ вычисления первой вариации функционала
при наличии в рассматриваемой области или на ее границе особых точек. В отличие от способов,
предложенных в [1], [4], данный способ, по мнению авторов, более прост, применим для более

1)Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (№ 17-07-00493 a).
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широкого класса уравнений, описывающих оптимизируемый процесс, и для более широкого
класса особенностей уравнений в области или на ее границе.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассмотрим задачу об определении первой вариации следующего функционала:

(1)

Здесь  – некоторая ограниченная область в плоскости независимых переменных ;  – ку-
сочно-гладкая граница области  (см. фиг. 1);  – некоторый параметр вдоль границы ;

 и  – гладкие функции своих аргументов; точка над переменной означает дифференцирова-
ние по параметру ;

суть зависимые (фазовые) переменные и объемные управления соответственно, определенные в
области ;

суть значения зависимой переменной  и объемного управления  на граничной ли-
нии ;

суть граничные зависимые переменные и граничные управления, здесь

Интеграл по границе  области  зависит от самой кривой  и данных на ней, а не от выбора
частного параметрического представления  этой кривой. Поэтому функция  должна
быть положительно однородной функцией первой степени однородности относительно  и 
(см. [6], [7])

Зависимые переменные  определяются из решения следующей краевой задачи:

(2)

где
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Последние соотношения в (2) – конечные соотношения, связывающие граничные значения за-
висимых переменных  с граничными управлениями  (функция  – положительно однородная
функция первой степени однородности относительно  и );

  – достаточно гладкие функции своих аргументов; под производной 

следует понимать полную производную функции  по  при фиксированном , а под производ-

ной  – полную производную функции  по  при фиксированном .

Граничные зависимые переменные  связаны с граничными управлениями  следующими
соотношениями:

(3)

где

(функция  – положительно однородная функция первой степени однородности относительно
 и ).

Существование решения задачи (2) для управлений из рассматриваемой области предполага-
ется. Предполагается также гладкая зависимость решений задачи (2) от управлений.

Область  и ее граница  зависят от управлений, т.е. меняются при варьировании функцио-
нала (1).

Определение первой вариации функционала (1) будем проводить для случая, когда на грани-
це  области  имеется точка P (см. фиг. 1), являющаяся особой для функции . Будем рас-
сматривать такие особые точки P, в окрестности которых зависимые переменные  и управ-
ления  остаются ограниченными и все интегралы, встречавшиеся выше, имеют смысл.
Определение первой вариации функционала будет проводиться как для внутренней точки обла-
сти управлений, так и для граничной.

Рассмотрим по аналогии с [6], [7] однопараметрическое семейство управлений  и
.

Управления  определены в области  с зависящей от параметра  границей ,
а управления  определены на границе  (существование такого семейства всегда
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лением , то граница  области  определяется с помощью следующего па-
раметрического представления:

причем предполагается гладкость функций по параметру .
Под первой вариацией функционала (1) понимают (см., например, [6]–[8]) дифференциал

следующей функции параметра :

(4)

вычисленный при . В соотношении (4) точка над буквой обозначает частную производную
по параметру . Функцию , определенную выше, удобно для дальнейшего представить в виде
суммы интегралов по фиксированной, не меняющейся при варьировании области (в качестве та-
кой области выберем область  с границей ):

(5)

где

и значения параметра  и  соответствуют точке . Определение дифференциала функ-
ции  следует проводить аккуратно в связи с наличием на границе  особой точки . Для
этого поступим следующим образом. Выберем произвольное число  и окружим точку 
окрестностью , часть границы  которой (эта часть границы лежит внутри области ) не
проходит через особую точку , и максимальное расстояние от точек дуги  до точки  не
превосходит  (фиг. 2). В результате получим область , определяемую соотношением
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ниями параметра
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где

Функции, определяющие  и , уже не имеют особенностей в области определения, об-
ладают непрерывными производными по всем переменным, и вычислить значение производной
функции

можно традиционными методами (см. [4], [6]–[9]).

Для удобства дальнейшего изложения введем следующие обозначения. Пусть  –
некоторая функция. Если считать, что функции  и  являются в свою очередь функциями пе-
ременных , т.е.

то суперпозицию этих функций будем помечать волной над именем функции:

Наряду с функциями

будем рассматривать также функцию , определяемую по правилу:

Ниже, при преобразовании получающихся выражений, будет использоваться полезное тожде-
ство. Приведем его. Пусть

есть некоторая достаточно гладкая функция своих аргументов. Тогда имеет место следующее ра-
венство:
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произведений, заключенных в квадратные скобки, и сравнив получившиеся выражения в левой
и правой частях.
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Разбивая интеграл по замкнутому контуру  на два интеграла по дугам  и  и учиты-

вая, что  и , выражению для  придадим вид

(7)

Определим производную функции  при . Здесь опять воспользуемся правилом диффе-
ренцирования интеграла по параметру и очевидными преобразованиями. В результате получим

Замечая, что

окончательно получим

(8)

2. УЧЕТ СВЯЗЕЙ

Полученные выражения (7) и (8) для  и  не позволяют еще определить формулы для
вычисления первой вариации (градиента) функционала (1). Это связано с тем, что в выраже-
ния (7) и (8) наряду с производными независимых управлений  и  по параметру  входят так-
же производные фазовых координат  и . Чтобы исключить зависимые производные фазовых
координат, воспользуемся обобщенным методом множителей Лагранжа [9]–[11], [4]. Суть этого
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метода заключается в добавлении к основному функционалу (4) двух вспомогательных функци-
оналов  и  такого вида

(9)

Функционал  учитывает дифференциальные связи, накладываемые на варьируемые в
области  функции. Для любых допустимых управлений  и фазовых переменных

, удовлетворяющих связям (2), функционал  равен нулю.

Функционал  также учитывает связи, накладываемые на варьируемые на границе  обла-
сти  функции. Опять же, для любых допустимых управлений ,  и фазовых перемен-
ных , , совместимых со связями (2), (3), функционал  равен нулю.

Определение производной функции  при . Вначале представим функцию  в виде
суммы интегралов по фиксированной области :

(10)

При получении выражения (10) для  использовались соотношения (11), связывающие про-
изводные функций  и :

(11)

С помощью правила дифференцирования интеграла по параметру (см. [7]) получим

(12)

Преобразуя первое слагаемое, находящееся под знаком интеграла, получаем
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Применяя первое из тождеств (11) к функциям  и , выражению

нетрудно придать вид

Теперь для  имеем

Последний член в этом выражении преобразуем, используя тождество (6) и принимая во внима-
ние, что

В результате получим

Если заметить, что , воспользоваться правилом дифференцирования про-

изведений функций и провести несложные преобразования, то выражениям, находящимся в
двух первых квадратных скобках в последнем равенстве для , можно придать следующий вид:
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UA A Z Ay y y yx x x x
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С учетом приведенных выше преобразований представим выражение для  в следующем виде:

Аналогичным образом можно преобразовать второе слагаемое, находящееся под знаком ин-
теграла в выражении (12) для :

Что касается третьего слагаемого, находящегося под знаком интеграла в выражении (12) для
, то, воспользовавшись тождеством (6), получим

Подставив преобразованные выражения для  в (12), приведя подобные члены и
воспользовавшись формулой Грина, придем к такому выражению для 

Рассмотрим отдельно интеграл по замкнутому контуру . Как и в случае вычисления про-
изводной функции , разобьем этот интеграл на два интеграла по дугам  и :

( )1
kR

( )      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂= μ − μ = μ − μ − μ − μ −     ∂α ∂η ∂ξ ∂ξ ∂η ∂ξ ∂η ∂α ∂α ∂η ∂η ∂ξ ∂α ∂α ∂ξ     

1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆk k k k k k

k k k k k k k
A A A A A Ay y y y y yR

= =

  ∂ ∂μ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂− − +     ∂ξ ∂η ∂η∂ξ ∂ ∂ ∂α ∂ ∂α      
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1 1
.
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( )ε α'S
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= =
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( )         ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂≡ μ ϕ − = μ ϕ − + μ ϕ − +          ∂α ∂ξ ∂η ∂η∂ξ ∂ξ ∂α ∂η ∂η∂α ∂η ∂ξ ∂α ∂α ∂ξ        
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  ∂ ∂ϕ ∂ ∂ϕ ∂ ∂∂ ∂+ μ − +     ∂ξ ∂η ∂η∂ξ ∂ ∂α ∂ ∂α      
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k
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( ) ( ) ( )1 2 3, ,k k kR R R
ε α'( ):S
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( )ε

ε
= Γ

     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂α = μ − + − ϕ − − ϕ η +      ∂η ∂α ∂η ∂α ∂η ∂η ∂α ∂η ∂η ∂α      
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  ∂ ∂ ∂μ ∂ ∂μ ∂ϕ ∂ ∂ ∂μ ∂ ∂μ ∂ϕ− + + μ + + + μ ×    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂α ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂α    
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где

Функцию  преобразуем следующим образом. Учитывая, что линия  имеет пара-
метрическое представление , что

и что , , нетрудно получить следующие равенства:

Аналогичные выражения могут быть выписаны и для частных производных функции
. Подставив полученные выражения для частных производных функций  и
 в соотношение, определяющее функцию , выполнив несложные преобразова-

ния и воспользовавшись первым равенством из (2), придадим функции  такой вид:

Теперь для вычисления  окончательно имеем равенство

(13)

( )     ∂ ∂ ∂ ∂  ∂∂= μ − + − ϕ − − ϕ     ∂α ∂α ∂ ∂α ∂ ∂α     
� � � �

4 ˆ ˆˆ ˆ
ˆ ˆˆ .k k k k

k k k k
A B B A yxR y x y x

t t

( ) α4 ( , )kR t ε εΓ γ(0)\
ξ = ξ η = η( ), ( )t t

ξ η α = ξ η α ξ η α ξ η α ξ η α α ξ η α ξ η α αˆ( , , ) [ ( , , ), ( , , ), ( ( , , ), ( , , ), ), ( ( , , ), ( , , ), )]A A x y Z x y U x y

ξ η = ξ( , ,0)x ξ η = η( , ,0)y

= = = =α=

= =

   ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂∂= + + + + + +   ∂α ∂α ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂α ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

 ∂∂ ∂ ∂+ + ∂ ∂α ∂ ∂α 

   

 
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Z U

α= α=

= =

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = + = + +  ∂ ∂ξ ∂η ∂ ∂  
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 
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� � � �
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ξ η αˆ ( , , )kB ξ η αˆ ( , , )kA
ξ η αˆ ( , , )kB ( ) α4 ( , )kR t

( ) α4 ( , )kR t

( )

= =

  ∂  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= μ − + − −   ∂ ∂ ∂α ∂ ∂ ∂α   
 � � � �
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ˆ
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jk k i k k
k k
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  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂− − + − −    ∂α ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
 � � � �

1 1

n N
jk k i k k
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= =

  ∂  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂− − + −     ∂α ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
 � � � �

1 1
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n N
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ε'(0)S
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ε

ε

ε

ε
=γ

= = =

  ∂ ∂ ∂∂= μ − + − ϕ − − ϕ +  ∂α ∂α ∂α ∂α  

  ∂  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ μ − + − −   ∂ ∂ ∂α ∂ ∂ ∂α   



   � � � �

1
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= =

= =

  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂− − + − −    ∂α ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
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Отметим еще раз, что в полученном равенстве (13) для вычисления  первые два слагаемые –
суть криволинейные интегралы по дугам  и  (или по параметру  на отрезке ) со-
ответственно от одного и того же выражения. Эти интегралы записаны по-разному из соображе-
ний удобства последующей работы с ними.

Для нахождения производной функции , определенной в (9), при  воспользуемся
стандартными преобразованиями. Выражение для  можно представить в виде суммы двух
групп слагаемых: в первую группу включаются члены, содержащие функции , а во вторую –
члены, содержащие функции . Для первой группы слагаемых упомянутые стандартные преоб-
разования имеют вид

Преобразовав аналогично слагаемые второй группы, объединив однородные члены и приняв
во внимание, что

для  окончательно получим следующее выражение:

( )ε = =

= =

    ∂ ∂ ∂μ ∂ ∂μ ∂ϕ− + + μ +   ∂α ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

  ∂ ∂ ∂μ ∂ ∂μ ∂ϕ  ∂ ∂∂ ∂+ + + μ − ξ η    ∂α ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ξ ∂η ∂η∂ξ   
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 
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3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВАРИАЦИИ ИССЛЕДУЕМОГО ФУНКЦИОНАЛА
ЧЕРЕЗ ВАРИАЦИИ УПРАВЛЯЮЩИХ ФУНКЦИЙ

Используя полученные выше формулы для вычисления производных функций , ,
, , выражение для вычисления производной вспомогательной функции

по параметру  при  можно записать в следующем виде

(14)
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Обратим внимание на два момента. Во-первых, выражение (14) позволяет вычислить первую
производную вспомогательной функции  (для ) при любом (конечном) выборе мно-
жителей Лагранжа , , , и значение этой производной не зависит от выбора ука-
занных множителей. Во-вторых, соотношение (14), кроме производных по параметру  от
управляющих (независимых) функций, содержит также производные по параметру  от фазовых
переменных (зависимых функций), которые однозначно определяются производными управля-
ющих функций. Выберем множители Лагранжа специальным образом так, чтобы были выпол-
нены следующие условия:

(15)

(16)

Система уравнений (15), (16) в целом служит для определения всех перечисленных выше множи-
телей Лагранжа. Здесь мы не будем обсуждать важный и непростой вопрос о корректности по-
ставленной задачи (15), (16), но будем предполагать, что из системы уравнений (15), (16) указан-
ные множители Лагранжа , ,  можно определить (в каждом конкретном случае
этот факт следует отдельно проверять). Систему уравнений (15), (16) из методических соображе-
ний часто условно разбивают на подсистемы так, что каждая подсистема определяет свои мно-
жители Лагранжа: подсистема (15) используется для определения множителей Лагранжа

 в области  (она называется сопряженной системой), а подсистема (16) и
часть условий на границе области из (15) – для определения множителей Лагранжа

 и  на границе . После специального выбора множителей
Лагранжа, определяемого соотношениями (15), (16), для первой производной вспомогательной
функции  при значении  получим такое выражение:

(17)
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При рассмотрении условия (17) следует иметь в виду, что функции  и  не являются
независимыми. Действительно, так как  – положительно-однородные функции первой

степени однородности относительно  и , то система условий  и  равносильна
одному условию  (см. [7], [12]).

Теперь первая производная функции , вычисленная при значении , зависит только
от первых производных по параметру  управляющих функций и не зависит от производных за-
висимых функций.

Для получения выражения, определяющего первую производную функции , при 
необходимо (в соответствии со сказанным выше) перейти в равенстве (17) к пределу при , стре-
мящемся к нулю. В результате предельного перехода в этом выражении интеграл по области

 перейдет в интеграл по области , а интеграл по границе   – в инте-
грал по границе  . Кроме того, в соотношении (17) остаются члены, вычисляемые в
точках  и , и интеграл по границе . Поведение именно этих членов при , стремя-
щемся к нулю, и является объектом особого внимания данной работы. Остановимся на них по-
дробнее.

4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЧЛЕНОВ, СВЯЗАННЫХ С ВАРЬИРОВАНИЕМ ОСОБОЙ ТОЧКИ
Используя полученные выше формулы, перейдем в выражении (17), определяющем первую

производную функции , к пределу при . Выполняя предельный переход, будем при
этом предполагать следующее:

– существуют конечные пределы выражений , , т.е.

– существуют конечные пределы выражений , , т.е.

Тогда для конечных членов из соотношения (17) получим предельное значение

где через  и  обозначены координаты особой точки и через  и  – их производные по

параметру  при значении .
Что касается криволинейного интеграла по дуге  (см. (17)), то здесь предельный переход при

 будем проводить в предположении, что верно следующее:
– множители Лагранжа , определяемые в результате решения сопряжен-

ной задачи, ограничены в окрестности особой точки;
– двойной интеграл по области , встречающийся в (17), сходится.
В этом случае существование конечного предела (при ) криволинейного интеграла по

дуге  напрямую зависит от сходимости криволинейного интеграла по границе  (инте-
грала по  на отрезке ) от той же функции. Это следует непосредственно из рассмотре-
ния выражения (13) для производной , специального выбора множителей Лагранжа 
в соответствии с (15), (16), сделанных выше предположений относительно поведения множите-
лей Лагранжа в окрестности особой точки и того очевидного факта, что  для всех .
А именно, если в результате решения сопряженной задачи окажется, что множители Лагранжа

, определенные на границе  области , при приближении к особой точке P ведут
себя так, что криволинейный интеграл по границе  стремится к конечному пределу, то в
этом случае будет стремиться к конечному пределу и криволинейный интеграл по дуге . Такая
ситуация будет иметь место, например, в случае, когда множители Лагранжа  при прибли-
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жении к особой точке имеют конечные предельные значения (причем эти предельные значения
могут быть разными при приближении к особой точке с разных сторон).

Значение криволинейного интеграла по дуге  из формулы (17) в общем случае зависит от
формы дуги, соединяющей точки  и , расположенные на границе  области . Действи-
тельно, рассмотрим дуги ,  и область , которую они ограничивают (фиг. 3). При лю-
бых фазовых переменных  и управляющих функциях , совместимых со связями (2),
и любых множителях Лагранжа  функция

тождественно равна нулю. Заметим, что область  является частью области , функция  – ча-
стью функции , и для функции  справедливы те же преобразования, которые применя-
лись к функции  для нахождения . Если же множители Лагранжа  выбрать в со-
ответствии с (15), (16), то получим

Из последнего равенства и из сходимости двойного интеграла следует, что зависимость значения
криволинейного интеграла по дуге  от формы дуги уменьшается при уменьшении числа .

Выделим особо два частных случая задачи. Для сходимости двойного интеграла по области
 важно поведение в окрестности особой точки P не только самих множителей Лагранжа

, но и их частных производных по  и . Если функции  и   не зависят от
управляющих функций , то сходимость двойного интеграла непосредственно следует из пред-
положения об ограниченности множителей Лагранжа  в окрестности особой точки. Если
же в дополнение к этому и функции ,   не зависят от управляющих функций ,
то упомянутый двойной интеграл тождественно равен нулю. В этом случае значение криволи-
нейного интеграла по дуге  не зависит от формы дуги.

Итак, при выполнении указанных условий предельное значение криволинейного интеграла
по дуге  не зависит от формы дуги. Поэтому в дальнейшем будем в качестве дуги  выбирать
дугу окружности радиуса , а в качестве параметра вдоль дуги – угол  между лучом, выходящим
из особой точки P и пересекающим дугу окружности в точке , и осью .
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Сделанное в начале главы предположение об ограниченности фазовых переменных и управ-
ляющих функций в окрестности особой точки, а также предположение об ограниченности и
множителей Лагранжа позволяют сделать вывод о том, что

Теперь для криволинейного интеграла по дуге  имеем

где введены следующие обозначения:

Объединяя последние результаты с полученными ранее соотношениями для конечных чле-
нов, окончательно придем к тому, что в выражении для вычисления первой производной основ-
ного функционала (2) по параметру  содержатся члены, связанные варьированием координат
особой точки (с производными от координат особой точки по параметру ) следующего вида:

(18)

5. ПРИМЕРЫ

Как упоминалось во введении, дополнительные члены, появляющиеся в выражении для пер-
вой вариации функционала и связанные с варьированием координат особой точки, для некото-
рых конкретных задач были получены ранее с помощью другого подхода. В этих конкретных за-
дачах:

– основной функционал зависел только от граничных управлений;
– объемный функционал отсутствовал (т.е. );

– функции , ,   не зависели от объемных управлений;

– особая точка была обусловлена изломом границы области , причем фазовые переменные
были ограничены в окрестности такой особой точки;

– множители Лагранжа, определяемые из решения сопряженной задачи, также оказывались
ограниченными в окрестности особой точки.

В таких условиях может быть использован изложенный в данной работе подход, и дополни-
тельные члены должны определяться соотношениями (18). Рассмотрим некоторые из этих кон-
кретных задач.

1. В работе [2] дифференциальные связи, которым должны удовлетворять фазовые перемен-
ные в области , имеют следующий вид:
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В этих соотношениях все переменные имеют свой смысл, определенный в [2]. Если эти соотно-
шения перевести на язык настоящей работы и воспользоваться введенными здесь обозначения-
ми, то для задачи из [2] можно записать:

Дополнительные члены в выражении для первой вариации функционала, связанные с варьиро-
ванием координат особой точки, должны иметь вид (в обозначениях настоящей работы)

или, используя обозначения работы [2], имеем

(19)

В работе [2] рассмотрены две особенности. Одна связана с фокусировкой характеристик второго
семейства на внешней ударной волне (особенность в точке ). Вторая особенность связана с из-
ломом контура и с фокусировкой характеристик первого семейства в точке излома (особенность
в точке ). Вклад обеих особенностей в выражение для первой вариации функционала опреде-
ляется соотношением (19), только в случае излома контура следует положить

Соотношение (19) полностью совпадает с тем, которое приведено в работе [2].
2. В монографии [4] (глава IX) А.Н. Крайко рассмотрел процесс, поведение которого опреде-

лялось следующей системой дифференциальных уравнений с частными производными:

На границе области, в которой эта система уравнений определена, имелась особенность газоди-
намического типа (например, волна Прандтля–Майера), когда предельные значения фазовых
переменных при приближении к особой точке являются конечными величинами и зависят от
направления, вдоль которого осуществляется этот предельный переход. С этим процессом свя-
зывалась некоторая вариационная задача, и исследовалось влияние на первую вариацию функ-
ционала особенности на границе рассматриваемой области. Множители Лагранжа , которые
определялись в результате решения сопряженной задачи, также имели конечные предельные
значения при приближении к особой точке, и эти предельные значения зависели от направле-
ния, вдоль которого осуществляется приближение к особой точке. Полученные в работе [4] до-
полнительные члены, связанные с варьированием координат особой точки, имеют вид

Это соотношение непосредственно следует из (18), если принять во внимание, что

и что системы координат  данной работы и система координат  работы [4] имеют раз-
ные ориентации.
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3. Рассмотрим некоторую вариационную задачу, связанную с течением идеальной несжимае-
мой жидкости. Пусть  и  – фазовые переменные (проекции вектора скорости на
оси  и  соответственно). В области течения  они связаны между собой системой дифферен-
циальных уравнений с частными производными

Если особая точка течения, лежащая на границе области , является точкой торможения потока
(в этой точке ), то в выражении для первой вариации целевого функционала должны по-
явиться члены, связанные с варьированием координат этой особой точки и имеющие вид

так как здесь

При ограниченных множителях Лагранжа (что практически всегда и оказывается) эти члены,
как нетрудно видеть, суть нули. Следовательно, точка торможения потока не дает дополнитель-
ного вклада в первую вариацию целевого функционала.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Сделаем некоторые замечания, на которые следует обратить внимание при использовании

предложенного подхода.
1. Дополнительные члены, связанные с варьированием координат особой точки, представля-

ют собой интегралы по параметру  от некоторых функций. Необходимо правильно и без затруд-
нений выбирать пределы интегрирования, точнее, направление интегрирования, или направле-
ние обхода особой точки. Направление обхода должно выбираться положительным, т.е. при дви-
жении от точки, соответствующей параметру  (нижний предел интегрирования), до точки с
параметром  (верхний предел интегрирования) область  должна всегда находиться слева.

2. Если из особой точки P в область  выходит линия, при переходе через которую фазовые
переменные, управляющие функции и множители Лагранжа (или некоторые из них) испытыва-
ют разрыв I рода, то область  следует разбить на две подобласти так, чтобы линия разрыва раз-
деляла бы эти подобласти, являясь общей частью их границы. Для каждой из подобластей уже
можно будет использовать предложенный подход.

3. В данной работе рассмотрен случай, когда имелась одна особая точка на границе области .
Если же в задаче встречаются несколько особых точек, то принципиальных трудностей это не
привнесет. В этом случае следует применить описанный подход к каждой особой точке.

4. С точки зрения подхода, описанного здесь, особые точки задачи ничем не отличаются от
регулярных (неособых) точек (кроме поведения в окрестности этих точек фазовых переменных,
управляющих функций, множителей Лагранжа). Поэтому упомянутый подход может быть при-
менен и к регулярным точкам. Однако дополнительные члены, связанные с варьированием ре-
гулярных точек, оказываются равными нулю.

5. Если фазовые переменные, управляющие функции и множители Лагранжа (или некоторые
из них) стремятся к бесконечности при приближении к особой точке, то, в принципе, описан-
ный в настоящей работе подход может быть использован и в этом случае. В каждом таком кон-
кретном случае необходимо проводить дополнительные исследования, устанавливающие закон-
ность примененных предельных переходов.

6. В настоящей работе рассматривался случай, когда особая точка лежит на границе области .
Предложенный подход позволяет, в принципе, определять вклад в вариацию целевого функци-
онала особой точки, находящейся внутри области .

7. Здесь рассмотрена вариационная задача, в которой фазовые переменные и управляющие
функции в области  связаны системой дифференциальных уравнений с частными производ-
ными первого порядка. Предлагаемый подход может быть распространен и на вариационные за-
дачи, в которых фазовые переменные и управляющие функции в области связаны системой диф-
ференциальных уравнений с частными производными более высокого порядка.
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8. Следует отметить, что при выводе соотношений для вычисления членов, входящих в
первую вариацию целевого функционала и связанных с варьированием координат особой точки,
не использовалась детальная информация о поведении функций в окрестности этой точки, а
лишь некоторая интегральная (точнее, функциональная) информация (непрерывность, ограни-
ченность, …).

9. Дополнительные члены, связанные с варьированием координат особой точки, определяют-
ся только параметрами дифференциальных связей, наложенных на фазовые переменные и
управляющие функции в области . Это обусловлено специальным выбором основного объем-
ного функционала , а именно: функция  не зависит от частных производных фазовых пере-
менных  и управляющих функций  по  и . В общем случае дополнительные члены будут за-
висеть и от функции . Таким образом, дополнительные члены, связанные с варьированием ко-
ординат особой точки, определяются только параметрами, которые входят в двойной интеграл
по области .
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