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Исследуется генерация солитонов в полосовой доменной структуре ферромагнетика с анизо-
тропией типа “легкая ось” из начального локализованного импульса намагниченности. Ре-
зультаты численного эксперимента подкреплены аналитическим расчетом. Найдены усло-
вия и проанализированы сценарии генерирования солитонов как в доменной структуре, так
и на фоне однородного основного состояния ферромагнетика. На основе формализма обрат-
ной задачи рассеяния установлена связь физических характеристик солитонов с параметрами
начального возмущения, что позволяет генерировать неподвижные солитоны с требуемыми
свойствами. Библ. 26. Фиг. 3.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Коллективные возбуждения магнитных материалов существенно зависят от наличия в образ-

цах пространственно неоднородных доменных структур. В массивных ферромагнетиках с боль-
шой постоянной анизотропией типа “легкая ось” структура полосовых доменов энергетически
выгоднее структуры с замкнутыми доменами [1]. Однако даже в этом (наиболее простом) случае
равновесное состояние среды представляет собой существенно нелинейное образование – одно-
мерную решетку доменных границ, в каждой из которых отклонения намагниченности от аль-
тернативных однородных состояний в соседних доменах не малы (порядка намагниченности на-
сыщения) и локализованы в узкой области пространства. Базовой моделью теоретического опи-
сания равновесных доменных структур и их коллективных возбуждений является нелинейное
уравнение Ландау–Лифшица. В рамках статической модели Ландау–Лифшица изучены основ-
ные типы доменных структур в массивных ферромагнитных образцах и пленках (см. [2], [3]).
В массивных образцах найдены явные решения линеаризованных динамических уравнений
Ландау–Лифшица, которые описывают спиновые волны в полосовой доменной структуре лег-
коосного ферромагнетика [4]–[6]. В спиновых волнах намагниченность среды совершает лишь
малые колебания около равновесных положений доменной структуры и не сопровождается сме-
щениями центров доменных стенок. В пластинах (пленках) легкоосного ферромагнетика для
анализа колебаний доменных границ полосовой структуры полные уравнения Ландау–Лифши-
ца обычно заменяют упрощенными. Предполагается, что доменные стенки являются бесконечно
тонкими и плоскими, а их смещения из равновесных положений малы по сравнению с размерами
доменов. Взаимодействие дискретных доменных стенок описывается эффективным потенциалом,
который получается редукцией полной феноменологической энергии ферромагнитной пленки [1],
[7], [8]. В рамках такого подхода в гармоническом приближении исследованы малые колебания
одномерной цепочки взаимодействующих доменных стенок [1], [9]. Численными методами най-
дены собственные частоты продольных нелинейных колебаний доменных границ [10], исследо-

1)Работа выполнена в рамках государственного задания ФАНО России (тема “Квант”, номер г. р. АААА-А18-
118020190095-4) при финансовой поддержке гранта РФФИ для молодых ученых “Мой первый грант” 18-32-00143.
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ван дрейф полосовых доменов в осциллирующем внешнем магнитном поле [11]. В работе [12]
при учете нелинейного взаимодействия ближайших доменных границ исследованы самолокали-
зованные волны продольной деформации полосовой структуры. Найденные солитоны могут
быть только движущимися: их скорость превышает скорость линейных продольных волн в це-
почке доменных границ и более чем на порядок выше уокеровской предельной скорости отдель-
ной доменной стенки. Можно сказать, что система стремится избавиться от таких модуляций до-
менной структуры.

При теоретическом описании квазиодномерных солитонов в полосовой структуре массивно-
го ферромагнетика с большой постоянной анизотропии типа “легкая ось” в первом приближе-
нии можно пренебречь магнитостатическими силами в уравнении Ландау–Лифшица, т.к. их ос-
новной вклад учитывается заданием периода доменной структуры. Это приближение лучше опи-
сывает полосовые структуры с блоховскими доменными границами, которые не создают
магнитостатических полей. В таком приближении основные уравнения имеют – -пару, а зна-
чит, относятся к классу точно интегрируемых. Благодаря этому обстоятельству в настоящее вре-
мя методом обратной задачи рассеяния подробно изучены нелинейные волны и солитоны на фо-
не однородного основного состояния легкоосного ферромагнетика [13]–[15]. В то же время ана-
лиз солитонов в полосовых доменных структурах сталкивается с большими трудностями из-за
значительной нелинейности и неоднородности фонового состояния среды. Техника конечно-
зонного интегрирования [16]–[18] мало пригодна для анализа требуемого класса задач, т.к. при-
водит к малоизученным многомерным тэта-функциям и сложным трансцендентным уравнени-
ям на параметры магнитных солитонов.

В работе [19] предложен вариант метода обратной задачи рассеяния для исследования соли-
тонов в полосовой доменной структуре легкоосного ферромагнетика с помощью задачи Римана
на торе. Возможные типы солитонов полосовой доменной структуры легкоосного ферромагне-
тика изучены в работах [20], [21]. Показано, что солитоны могут быть как движущимися, так и
неподвижными. В ядре каждого из них происходит локальный макроскопический сдвиг домен-
ной структуры на расстояние, не превышающее периода полосовой структуры. Сдвиг связан с
перемагничиванием среды в ядре солитона в результате смещений доменных границ и вращений
намагниченности в небольшой группе соседних доменов. Такие солитоны, как и дислокации в
кристалле, служат элементарными переносчиками макроскопических сдвигов доменной струк-
туры. Однако в отличие от случая дислокации в кристалле элементарный сдвиг доменной струк-
туры, сопровождающий образование и движение солитона, не зависит от периода полосовой
структуры, а определяется исключительно строением ядра солитона. Пульсации ядра солитона
(из-за неоднородной прецессии намагниченности в ядре) вызывают возвратно поступательные
колебания доменных стенок в сдвинутой ядром полосовой структуре. Протяженность индуци-
рованных колебаний может меняться в широких пределах: от толщины одной доменной стенки
до протяженности нескольких доменов.

В моделях скалярного поля, описывающих солитоны в средах с однородным основным состо-
янием, для возбуждения солитона обычно задают начальное распределение поля, которое по
форме напоминает солитон [22]. Начальное возмущение сбрасывает часть энергии в виде излу-
чения и по истечении некоторого времени превращается в стабильный частицеподобный соли-
тон. В работе [12] отмечалось, что солитоны в доменной структуре, в принципе, можно возбудить
с помощью пространственно неоднородного или высокочастотного магнитного поля. Однако
из-за сложности ядра солитона и векторного характера поля намагниченности условия генери-
рования солитонов в доменной структуре весьма непросты. Между тем в рассматриваемой моде-
ли их удается сформулировать точно. Дело в том, что в контексте метода обратной задачи рассе-
яния солитоны зарождаются только тогда, когда начальное возмущение доменной структуры
приводит к появлению нулей у одного из элементов матрицы перехода.

В настоящей работе получено явное выражение для соответствующего элемента при началь-
ном перемагничивании среды ступенчатым импульсом внешнего поля. Нахождение его нулей
сводится к численному решению трансцендентного уравнения. Мы провели сравнительный
анализ условий зарождения солитонов в образцах с однородным основным состоянием и поло-
совой доменной структурой. Численным моделированием подтвердили возможность генериро-
вания в доменной структуре и на фоне однородного состояния среды магнитных солитонов с за-
данными свойствами.

Статья имеет следующую структуру. В разд. 2 приведены формулировка модели легкоосного
ферромагнетика и основные соотношения метода обратной задачи рассеяния, необходимые для
получения критериев генерирования солитонов в полосовой доменной структуре и на фоне од-
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нородного распределения намагниченности в условиях перемагничивания среды внешним по-
лем. Обсуждается связь физических свойств солитонов с нулями элемента матрицы перехода.
В разд. 3 анализируются результаты численных экспериментов по генерированию солитонов с
требуемыми свойствами.

2. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Рассмотрим квазиодномерный ферромагнетик с анизотропией типа “легкая ось” .
Нелинейная динамика намагниченности  в нем в безразмерных переменных описывается
уравнением Ландау–Лифшица [14]:

(1)

где x, t – пространственная координата и время. Нас интересуют солитонные решения моде-
ли (1) в полосовой доменной структуре, заданной граничными условиями:

(2)

где ; ; ; , ;  – эллиптическая амплитуда
Якоби с модулем  (см. [23]–[25]). Сдвиг структуры  связан с параметрами солитонов.
Угол  определяет геометрию разворота намагниченности (для блоховских доменных границ

). Величина  задает период  доменной структуры;  – полный эллиптиче-
ский интеграл I рода.

Доменная структура (2) представляет набор доменов шириной , разделенных пере-

ходными слоями – доменными границами толщиной , где , .
В массивных образцах  (см. [4], [5]), что возможно только при . При та-
ких  справедливо приближение . В данной работе все численные расчеты вы-
полнены при условии  ( , , ).

Заметим, что в пределе  период полосовой структуры неограниченно растет и решение
модели для солитона в доменной структуре переходит в таковое для солитона на фоне однород-
ного состояния среды. Хотя солитоны, встроенные в доменную структуру, по своим свойствам
сложнее и разнообразнее солитонов на фоне однородного состояния среды, некоторые их клю-
чевые особенности совпадают. Мы устанавливаем связь наблюдаемых свойств солитонов с усло-
виями их генерирования в образцах с разным основным состоянием.

В контексте метода обратной задачи рассеяния простейший солитон в полосовой структуре (2)
параметризуется комплексным нулем  ( , ; ) коэффи-
циента  матрицы перехода

связывающей фундаментальные решения  вспомогательной линейной системы

на множестве непрерывного спектра [19]–[21]:

Здесь  – матрицы Паули ( ), , ; , ,  – эллиптические
функции Якоби с модулем .
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Скорость  солитона в доменной структуре, частота  прецессии намагниченности вокруг
оси  анизотропии в ядре солитона и локальный макроскопический сдвиг  доменной струк-
туры (по переменной ), сопровождающий образование и движение солитона, выражаются че-
рез :

(3)

где  – дзета-функция Якоби [24]. Сдвиг структуры происходит из-за перемагничивания
доменов в конечной области пространства, которую далее мы называем ядром солитона. Размер
ядра оценивается как  [21].

Наиболее просты и удобны для наблюдения неподвижные солитоны без скачка начальной
фазы в ядре солитона [20], [21]. Они соответствуют условию  и имеют вид [20], [21]:

(4)

где , , ; , , ; ; , ,
,

где , , , , ;  – сигма-функция
Вейерштрасса с периодами [4K, 2iK ']; параметр η1 характеризует трансформационные свойства

функций Вейерштрасса [23]–[25]. В пределе широких доменов (при ): .
Неподвижный солитон на однородном фоне получается из выражения (4) предельным пере-

ходом :

(5)

где , , , . Компонента намагниченно-
сти  в центре солитона не достигает предельных значений :  (см. фиг. 1).

Начальное возмущение будет генерировать солитоны в доменной структуре, если уравнение
 имеет корни. Эти корни совпадают с параметрами , определяющими наблюдаемые

свойства солитонов (3) [20]. Ядро каждого солитона отодвигает от себя соседние доменные границы
полосовой структуры. Для возбуждения солитона нужно удлинить и возмутить один или несколько
доменов структуры так, чтобы образовался “резонатор” для ядра солитона. Это можно сделать, при-
лагая локальное магнитное поле вдоль направления , где параметр

 задает компоненту  намагниченности, а угол  – ориентацию проекции вектора  в
плоскости .
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Пусть начальное перемагничивание структуры имеет форму ступенчатого импульса длиной 
по переменной :

(6)

где , . Положим для определенности , , тогда имеем

Условие обращения в нуль функции  сводится к уравнению [20]:

(7)

Для генерирования солитонов на фоне однородного состояния среды также осуществляем
локальное перемагничивание материала:

(8)

. Условия формирования солитона из начального импульса (8) описываются более
простым уравнением:

(9)

Оно получается из (7) переходом к пределу .
В данной работе аналитическим условиям (7), (9) сопоставлены результаты численного счета.

Проведен сравнительный анализ особенностей возбуждения солитонов в полосовой структуре и
на однородном фоне. В численном счете ступенчатые импульсы (6), (8) аппроксимируются сгла-
женными выражениями. Для интегрирования уравнения Ландау–Лифшица используется раз-
ностная схема, подробно описанная в работе [26]. В ее основе лежит метод Ньютона–Рафсона.
Поскольку в модели (1) магнитостатика явно не учитывается, якобиан численной схемы оказы-
вается разреженной матрицей, что позволяет эффективно использовать итерационные методы
подпространств Крылова для решения вспомогательных систем линейных уравнений. Мы при-
менили метод GMRES (generalized minimal residual), пригодный для систем с несимметричной
матрицей. Преимущества выбранной разностной схемы состоят в том, что она точно сохраняет
длину вектора намагниченности, является безусловно устойчивой и точно сохраняет энергию
системы в отсутствие диссипации.
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Фиг. 1. Прецессия солитона (5) на фоне однородного основного состояния.
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3. ВОЗБУЖДЕНИЕ СОЛИТОНОВ
Обсудим связь свойств солитонов с шириной и глубиной начального распределения намагни-

ченности. Под глубиной  начальных импульсов (6) (или (8)) будем понимать отклонение ком-
поненты  от равновесного значения : .

Движущиеся солитоны формируются при условии, что уравнение (7) (или (9)) имеет ком-
плексно-сопряженные корни вида , где  (либо ). Такие солитоны рож-
даются парами и движутся в противоположных направлениях. Направление их движения зада-
ется параметром : . Условиям формирования неподвижных солитонов (4)
(или (5)) соответствуют значения параметров , , при которых уравнение (7) (или (9)) имеет ве-
щественные корни . Иными словами, свойства одиночного солитона (4) в полосовой
структуре с периодом  упорядочивает единственный параметр . Численное модели-
рование показывает, что солитоны со значениями  слабо локализованы и вызывают
лишь незначительный сдвиг  полосовой структуры. По существу, они представляют собой
протяженные цуги малоамплитудных стоячих активационных волн [21]. Поэтому солитоны с
малыми  мы далее не рассматриваем. При значениях  длина ядра солитона мень-
ше размеров отдельного домена. Когда ядро находится внутри одного из доменов структуры, то
по своей форме оно напоминает солитон на фоне однородного состояния среды (5). Такое ядро
становится зародышем перемагничивания домена. Зародыш отодвигает от себя соседние стенки
материнского домена, что порождает макроскопический сдвиг всей полосовой структуры на
расстояние, не превышавшее длину домена.

Солитоны с внутридоменными ядрами легче всего генерировать. Обсудим условия их форми-
рования. Заметим, что при  уравнения (7), (9) решаются явно. Из уравнения (7) получим

(10)
а из уравнения (9) имеем

(11)

Каждый корень  уравнения (10) параметризует неподвижный солитон (4) в доменной структу-
ре с частотой прецессии

в то время, как корень (11) отвечает солитону (5) в однородно намагниченной среде, прецесси-
рующему с частотой

Зависимости  (10), (11) монотонно растут с ростом ширины ступеньки  (см. фиг. 2).
При  они практически совпадают. Уравнения (10), (11) не имеют корней при

(12)
и имеют  вещественных корней, когда  лежит в интервале

(13)

Здесь  и  в случаях (10), (11) соответственно.
Аналитические оценки (12), (13) получены для , однако в широком интервале значений

,  они выполняются с хорошей точностью.
В численных экспериментах параметры  неподвижных солитонов восстанавливались по ча-

стотам их прецессии. Заметим, что при  частоты прецессии для солитонов в полосовой
структуре и в однородно намагниченной среде почти совпадают: 

. Отсюда находим простую формулу для численного определения :

(14)
На фиг. 2а, 3а (фиг. 2б, 3б) сплошные линии, соответствующие солитону (5) на однородном

фоне (солитону (4) в полосовой структуре), получены из аналитических условий (7), (9), а жир-
ные точки найдены по формуле (14) в результате численных экспериментов. Результаты числен-
ного счета говорят о том, что локализованное возмущение (6) (или (8)) малой ширины

h
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 (см. (12)) не порождает неподвижного солитона: если глубина начального возмуще-
ния невелика ( ), оно расплывается на диспергирующие спиновые волны, а в случае, ко-
гда его глубина значительна ( ), из него формируются два или более попарно одинаковых
малоамплитудных солитона со значениями , , движущиеся в противопо-
ложных направлениях.

Хорошо локализованный внутридоменный солитон (4) (или неподвижный солитон (5)) фор-
мируется соответственно из начального импульса (6) или (8) шириной

(15)

(см. (13)) и глубиной  (фиг. 2, 3). При  линии  (фиг. 2) – почти пря-
мые. Угол их наклона  слабо зависит от . С учетом этого, из (7) находим

≤ . ≈ π0 7d K
< ≤0 1h

< ≤1 2h
ρ ≤ .0 2K < θ < .0 0 2 'K

≤ ≤ ≈ π2 3K d K

≥ .0 3h < <0 1h ρ , =1( const)h d
α( )d h

( )
ξ ρ , =

ρ ρ −α = = ≈ ,
+1

1 1

( ) 0

1tg[ ( )]
2 1h

d d d rd
dh dh r

Фиг. 3. Зависимость  и данные численного счета для неподвижного солитона при разных значе-
ниях  на фоне однородного основного состояния (а) и в доменной структуре (б).

1.8 d/K1.41.00.6

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7
h = 1.4

h = 1.3

h = 1.3

(б)(а)
h = 1.2

h = 1.1

h = 1.0

h = 0.8

h = 0.6

h = 0.4

h = 1.2

h = 1.0

h = 0.8

h = 0.6

h = 0.4

�/K

1.8 d/K1.41.00.6

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

�/K

ρ , =( const)d h
h

Фиг. 2. Зависимость  и данные численного счета для неподвижного солитона при разных значе-
ниях  на фоне однородного основного состояния (а) и в доменной структуре (б).

1.9 h1.71.41.10.80.5

0.7

�/K

0.2

0.6

0.5
(б)(a)

0.4

0.3

0.2

0.1

1.9 h1.71.41.10.80.5

�/K

d = 2K

d = K

d = 1.6K

d = 1.2K

d = 2K

d = K

d = 1.6K

d = 1.2K

0.2

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

ρ , =( const)h d
d



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 59  № 8  2019

ГЕНЕРИРОВАНИЕ СОЛИТОНОВ 1399

где . Это приближение оказывается верным для значений  как для
солитона на однородном фоне, так и для солитона в структуре. Соответствующие части фиг. 2а
и фиг. 2б накладываются друг на друга. Тем самым наличие полосовой структуры слабо сказыва-
ется на формировании солитонов, если порождающий их импульс (6) (или (8)) имеет небольшую
глубину , и его протяженность  меньше ширины  домена структуры.

Отличие в характере возбуждения внутридоменного солитона в полосовой структуре от тако-
вого на однородном фоне состоит в том, что максимум кривой  понижается при-
мерно на 25% и смещается в область меньших значений  (тем значительнее, чем больше )
на величину . Правее своего максимума кривая  для полосовой структу-
ры убывает менее круто, чем для образцов с однородным распределением намагниченности. По-
этому в полосовой структуре из двух ступенек равной ширины , но разных высот  и

 может формироваться неподвижный солитон (4) с одним и тем же значением
.

Неравенство (15) налагает достаточно жесткое ограничение на ширину начального им-
пульса, требуемую для формирования неподвижного солитона (4) (или (5)). Согласно фиг. 2,
3, при значениях  из области (15) величина  меняется в интервале  (или

) для солитона на однородном фоне (или для солитона в полосовой структуре).
На первый взгляд может показаться, что для получения больших значений , а именно,

 в однородно намагниченном образце (или  в полосовой структуре) до-
статочно задать более широкую начальную ступеньку. Однако численный счет показывает, что с
ростом ширины возмущения – при значениях  – распределение (6) (или (8))
порождает набор малоамплитудных движущихся солитонов, а также два неподвижных солитона,
расположенных на расстоянии порядка  друг от друга. Им соответствуют достаточно малые зна-
чения . Во избежание загромождения, на рисунках мы их не приводим. При

 начальное возмущение порождает комплекс многосолитонных возбуждений.
Солитоны со значениями  не удается возбудить в численных экспериментах даже

при , т.е. при полном перемагничивании части структуры. Результаты численного модели-
рования показывают, что аналитические условия (7), (9) верно передают зависимость парамет-
ров генерируемых солитонов от глубины и ширины начальных импульсов. В то же время для на-
чальных импульсов большой глубины  крутизна кривых  резко возрастает, и
сопоставление решений уравнения (7) с результатами численного счета становится затрудни-
тельным. Численный счет показывает, что в этом случае начальное возмущение вместо одного
неподвижного солитона порождает набор движущихся солитонов и диспергирующих волн как
на однородном фоне, так и в полосовой структуре.

В интервале значений  размер ядра солитона в полосовой доменной структуре
существенно больше длины одного домена, но не превышает периода структуры. Пульсации
протяженного ядра вызывают заметные колебания намагниченности в сдвинутой ядром полосо-
вой структуре. При больших  индуцированные колебания захватывают несколько соседних с
ядром доменов и локализуют около ядра добавочную энергию солитона. Возможно, этим объяс-
няется то, что солитоны с ядрами, превышающими длину домена, не удается возбуждать и диа-
гностировать в численных экспериментах.

В интервале  происходит дальнейшая деградация солитонов, – они превращают-
ся в сильно нелинейные длиннопериодические модуляции полосовой структуры. При всех зна-
чениях , за исключением малых окрестностей точек , , модуляции движутся с боль-
шими скоростями и являются аналогами самолокализованных волн сдвига [12] в ангармониче-
ской цепочке доменных стенок. Солитоны с параметрами, близкими к значениям  и

, описывают периодические и апериодические по времени всплески сильных дефор-
маций полосовой структуры, которые затрагивают много доменов, но не распространяются
вдоль структуры. Характер перемагничивания доменов, сопровождающий такие коллективные
возбуждения, проанализирован в [20].

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Численное моделирование выявило условия и особенности генерирования солитонов в до-

менной структуре и на фоне однородного основного состояния среды при ее локальном пере-
магничивании внешним полем. В численных экспериментах ступенчатые импульсы внешнего
поля (разной протяженности и глубины), как правило, порождают стабильный солитон или
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группу солитонов с компактными ядрами, размеры которых не превосходят длину домена поло-
совой структуры. Условия возбуждения внутридоменных солитонов в полосовой структуре каче-
ственно близко к таковым в однородно намагниченных образцах. Отличия частицеподобных
возбуждений в материалах с разным основным состоянием носят количественный характер и
выражаются в изменениях параметров солитонных ядер.

При формировании прецессирующих солитонов энергия начальных возмущений (6), (8) пе-
рераспределяется между компонентами намагниченности. Поэтому ни ширина , ни проекция 
начального возмущения в области  ( ) не совпадают с характерной шириной
и проекцией  результирующего солитона. Между тем полученные уравнения (7), (9), опреде-
ляющие зависимость параметра  солитонов (4), (5) от высоты и ширины начального импульса,
дают хорошее согласие с численным экспериментом и могут быть использованы для генерации
внутридоменных солитонов с требуемыми характеристиками (см. формулы (3)).
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