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1. ВВЕДЕНИЕ
Задачи сложного (радиационно-кондуктивного) теплообмена представляют значительный

интерес для инженерных приложений [1]–[5]. Процесс сложного теплообмена моделируется си-
стемой, состоящей из дифференциального уравнения теплопроводности и интегро-дифферен-
циального уравнения переноса излучения. В работах [6]–[20] выполнен анализ краевых задач и
задач оптимального управления для уравнений сложного теплообмена с диффузионным  при-
ближением уравнения переноса излучения. Анализ различных краевых задач, связанных с ради-
ационным теплообменом, представлен в [21]–[26].

Настоящая работа посвящена анализу обратной задачи для квази-стационарных нелинейных
уравнений сложного теплообмена [6], [10], где требуется определить неизвестную интенсив-
ность тепловых источников по интегральному переопределению. Близкие обратные задачи для
стационарных уравнений сложного теплообмена рассмотрены в [27] и для квазистационарных
уравнений в [28].

Обратные задачи восстановления неизвестных функций источников в линейных параболиче-
ских уравнениях и системах с интегральными условиями переопределения рассматривались в
работах С.Г. Пяткова и др. [29]–[32]. Анализ обратных задач с конечномерным переопределени-
ем для уравнений Навье-Стокса, уравнений тепловой конвекции и других моделей сплошных
сред представлен в [33]–[37].

Сформулируем постановку обратной задачи для квази-стационарной модели сложного теп-
лообмена в ограниченной трехмерной области  с отражающей границей . Рассмотрим
следующую начально-краевую задачу:

(1)

(2)

(3)
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Здесь  – нормализованная температура,  – нормализованная интенсивность излучения,
усредненная по всем направлениям. Положительные физические параметры , ,  и , описы-
вающие свойства среды, определяются стандартным образом [16]. Через  обозначаем произ-
водную в направлении внешней нормали  к границе . Неотрицательные функции ,  и  яв-
ляются заданными. Функция  описывает распределение тепловых источников, а неизвестная
функция времени  описывает их интенсивность.

Обратная задача состоит в нахождении интенсивности источников , функций
, удовлетворяющих (1)–(3) и условию переопределения

(4)

где ,  – заданные функции.
Статья организована следующим образом. В разд. 2 вводятся необходимые пространства и

операторы, обратная задача формулируется в виде задачи Коши для уравнения с операторными
коэффициентами. Разрешимость обратной задачи доказана в разд. 3. В разд. 4 выводятся апри-
орные оценки, на основе которых доказывается единственность решения. Наконец, в разд. 5
представлен алгоритм решения обратной задачи для слоя с отражающими границами и приведе-
ны численные примеры.

2. ФОРМАЛИЗАЦИЯ ЗАДАЧИ

В дальнейшем считаем, что  – липшицева ограниченная область, ; ,
. Через , , обозначаем пространство Лебега, через  – пространство Со-

болева , а через  – пространство Лебега функций класса , определенных на ,
со значениями в банаховом пространстве .

Пусть , через  обозначаем пространство, сопряженное с простран-
ством . Пространство  отождествляем с пространством , так что . Обозна-
чим через  стандартную норму в , а через  – значение функционала  на элементе

, совпадающее со скалярным произведением в , если .
Будем предполагать, что исходные данные удовлетворяют условиям:

(i)     

(ii)      

(iii)  
Отметим, что условие  не является ограничительным, поскольку всегда можно

сделать переобозначение: , , , 

Определим операторы и функционалы , , используя следующие ра-
венства, справедливые для любых :

Билинейные формы ,  определяют скалярные произведения в пространстве , а со-
ответствующие им нормы эквивалентны стандартной норме . Поэтому определены непрерыв-
ные обратные операторы  и оператор , 

Будем использовать следующее обозначение: , , , для монотонной
степенной функции.
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Определение. Тройка  называется решением зада-
чи (1)–(4), если  и почти всюду на  справедливы равенства

(5)

а также выполняется начальное условие  Здесь и далее .
Нетрудно проверить, что уравнения (5) эквивалентны равенствам

(6)

где  Отметим, что , где  определяется
по формуле (6), поскольку . Из условия интегрального пе-
реопределения следует представление для интенсивности источника,

(7)

В силу условия  справедливо и обратное: из (6), (7) следует, что ,  Та-
ким образом, задача (1)–(4) сводится к задаче Коши для уравнения с операторными коэффи-
циентами:

(8)

Здесь 

3. РАЗРЕШИМОСТЬ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ
Для вывода условий разрешимости нам потребуются следующие вспомогательные результа-

ты, доказательство которых приводится в конце статьи.

Лемма 1. Пусть ,  Тогда

(9)

Здесь

Лемма 2. Пусть ,  Тогда для произвольных  справедливы не-
равенства

(10)

Достаточным условием существования решения нелинейной обратной задачи является огра-
ничение на параметр  в , которое выполняется, если угол между векторами  и  из  до-
статочно мал.

Теорема 1. Пусть выполняются условия (i)–(iii) и справедливо неравенство

(11)

Тогда задача (1)–(4) имеет решение и при этом .
Доказательство. Определим галеркинские приближения  решения задачи (8) и выведем не-

обходимые для доказательства разрешимости априорные оценки. В пространстве  рассмотрим
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ортонормированный в  базис ,  Пусть , является
решением следующей задачи Коши:

(12)
Здесь

 – ортогональные проекции в  функций  на подпространство  Отметим сразу, что

(13)

Полагая  в (12), получаем равенство

проинтегрировав которое, заключаем в силу (13), что  и при этом 
в

Выведем необходимые для доказательства разрешимости априорные оценки. В пространстве 
будем использовать скалярное произведение  и соответствующую ему норму. По-
лагая  в (12) и используя лемму 2, получаем неравенство

(14)

Оценим первое слагаемое в правой части (14):

(15)

Заметим, что

(16)

Здесь и далее при доказательстве теоремы через  обозначаем постоянные, не зависящие от 
Далее,

где  и при этом

Поэтому

Следовательно, учитывая неравенство Юнга

выводим при достаточно больших  и малом  следующую оценку для слагаемого в правой
части (15):

(17)
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Неравенства (16), (17), а также оценка , позволяют оценить правую часть (14).
В результате получаем неравенство

(18)

Здесь  Интегрируя дифференциальное неравенство (18) и применяя лемму Грону-
олла, выводим, что

(19)

Получим теперь оценку, гарантирующую компактность последовательности  в . В систе-
ме (12) положим  и проинтегрируем по  на промежутке  и по  на

, считая  достаточно малым. Тогда

где

Учитывая неотрицательность слагаемых  и , получаем неравенство

Заметим, что с учетом ограниченности последовательности  в , справедлива оценка

Следовательно,

Для оценки интегралов от слагаемых, зависящих от , достаточно поменять порядок интегриро-
вания. Используя ограниченность (19) последовательности , получаем оценку равностепен-
ной непрерывности,

(20)

Полученные оценки (19), (20) позволяют утверждать, переходя при необходимости к подпосле-
довательности, что существует функция ,

(21)

Результатов о сходимости (21) достаточно для предельного перехода при  в системе (12) и
доказательства того, что предельная функция  удовлетворяет уравнению в (8) в смысле теории
распределений и выполняется начальное условие. Отметим также, что поскольку из полученных
оценок следуют включения , , , то функция  так-

же принадлежит  и дифференциальное уравнение в (6) выполняется почти всюду

на . Кроме того,  Отметим, что в случае  усло-
вие (11) заведомо выполняется, поскольку  Именно этот случай рассмотрен в [28].

4. РЕГУЛЯРНОСТЬ И ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЯ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ
Получим дополнительные оценки решения задачи (1)–(4), существование которого гаранти-

руется теоремой 1.
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Теорема 2. Пусть выполняются условия (i)–(iii), (11) и дополнительно  , . То-
гда решение задачи (1)–(4) единственно и обладает свойствами

Доказательство. Рассмотрим опять галеркинское приближение, использовавшееся при дока-
зательстве теоремы 1. В качестве базисных функций  выберем собственные функции
оператора ,  В этом случае  Полагая  в (12), получаем равенство

(22)

Здесь

Заметим, что

где  Пусть  Тогда

Здесь снова через  обозначаем различные постоянные, не зависящие от  Далее, в

силу леммы 2, непрерывности оператора , а также непрерывности вложе-
ния  получаем оценку

Аналогичным образом выводим оценки

Кроме того,

Таким образом, из (22) следует неравенство

(23)

Из оценок (19) следует, что  и поэтому, применяя неравенство Гронуолла, выво-
дим из (23):

(24)

Заметим также, что

Следовательно,

(25)
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Из оценок (24), (25) вытекает, что для решения задачи (1)–(4) справедливы включения
  Далее из равенств

на основании полученных свойств регулярности , следуют включения 
 

Заметим также, что функция  интегрируема на , что важно для доказатель-
ства единственности решения обратной задачи. Интегрируемость следует из того, что

, и неравенства Гёльдера

Докажем единственность решения. Пусть  – температурные поля, соответствующие двум
решениям обратной задачи,  Тогда

(26)

Умножим скалярно (26) на  и воспользуемся следующей оценкой:

которая справедлива, поскольку  Следовательно, с учетом непрерывности вложения

 и условия ,

Здесь функция  интегрируема на  Через  обозначена постоянная,

зависящая только от  и  Учтем также, что

Так как , в результате получаем оценку

из которой, в силу неравенства Гронуолла, следует, что 

5. ЧИСЛЕННЫЕ ПРИМЕРЫ
Представим алгоритм решения обратной задачи для одномерной модели, описывающей

сложный теплообмен в плоскопараллельном слое толщиной  с отражающими границами.
Неизвестную интенсивность источников , аппроксимируем постоянной на каж-

дом интервале сетки по времени, , , и последовательно подбираем ,

, таким образом, чтобы выполнялось равенство . Отме-
тим, что в случае, когда функции  и  не меняют знак, естественно ожидать монотонности
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функции . Действительно, если, например, , то при увеличении интенсивности  ис-
точника тепла поле температуры и соответственно величина  должны увеличиваться. С уче-
том монотонности функции  для решения уравнения  можно использовать метод би-
секций. Вначале выбираются числа  и  такие, что , . В качестве начального
выбора этих чисел берутся значения , , где  – значение , найденное на
предыдущем временном слое, а  и  равны удвоенной разнице между значениями , найден-
ными на предыдущих двух временных слоях. Затем число  увеличивается в 2 раза до тех пор, по-
ка  не станет меньше , а  увеличивается в 2 раза до тех пор, пока  не станет больше .
Далее вычисляется значение  в точке , и если , то  становится рав-
ным , иначе  становится равным . Этот процесс повторяется до тех пор, пока  не ста-
нет меньше заданной величины , определяющей точность вычислений.

Для численного решения прямой задачи используется разностная схема неявного метода
Эйлера с линеаризацией методом Ньютона на равномерной сетке. Исходный код программы до-
ступен по ссылке https://github.com/grenkin/inverse_heat.

Примеры, рассмотренные ниже, иллюстрируют эффективность предложенного алгоритма
даже в том случае, когда не выполнены достаточные условия однозначной разрешимости, пред-
ставленные в предыдущих разделах. Пусть  см. Физические параметры среды соответству-
ют данным из [16]. Термодинамические характеристики соответствуют воздуху при нормальном
атмосферном давлении и температуре 400°C,  см /с,  см/с. Положим  с,

 см ,  см,  см/с, , . Начальная температура ,
. В дальнейшем , если , и  иначе, т.е. источники локализованы

в левой части интервала . В качестве весовой функции в условии переопределения (4)
выбираем следующую гладкую функцию с носителем :

Пример 1. Положим , . Носители функций  и 
пересекаются на отрезке  На фиг. 1 представлен график найденной интенсивности источ-
ников  а на фиг. 2 – график поля температуры в моменты времени .

Используемый метод теоретического анализа обратной задачи предполагает, что пересечение
носителей функций  и  имеет положительную меру, а также, что  Однако постанов-
ка обратной задачи (1)–(4) имеет смысл и при не выполнении указанных условий. Представлен-
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Фиг. 1. Интенсивность источников.

0

0.120
q(t)

0.115

0.110

0.105

0.100

0.095
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

t

Фиг. 2. Поле температуры при .

0 10

1.0
t = 2
t = 5

t = 10

�

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4
20 30

x
40 50

= , ,2 5 10t



1428

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 59  № 8  2019

ГРЕНКИН, ЧЕБОТАРЕВ

ный алгоритм численного решения работает и в этом случае. Приведем пример, когда носители
функций  и  не пересекаются.

Пример 2. Положим , . График вычисленной ин-
тенсивности  представлен на фиг. 3.

Отметим следующую особенность численного решения обратной задачи в случае непересека-
ющихся носителей функций  и . В примере 2 величина  достигает сравнительно большого
значения (порядка ) на первом временном слое, а значения  на последующих временных
слоях имеют порядок .

Отметим, что при постоянной функции  решение обратной задачи , начиная с
некоторого момента времени, мало изменяется, что иллюстрирует стабилизацию решения об-
ратной задачи.

6. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЛЕММ 1, 2

Лемма 1. Пусть ,  Тогда

(27)

Здесь

Доказательство. Умножим скалярно уравнение для  на срезку ,

Тогда для функции  получаем оценку

Поэтому последовательность , ограничена в пространстве  и  в , где

 В пределе при  получаем

откуда следует оценка (27).
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Лемма 2. Пусть ,  Тогда для произвольных  справедливы не-
равенства

(28)

Доказательство. Заметим, что

где  Поэтому, в силу леммы 1,

Далее,  где  Следовательно,
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